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Resumen

En este trabajo presentamos la construccién de soluciones supersimétricas de tipo agujero negro y mo-
nopolo con uno y varios centros de la teorfa de Supergravedad N' = 2, d = 4 acoplada a supermul-
tipletes vectoriales con gauge no abeliano, ofreciendo una generalizacion de los resultados presentados
en 0712.1530, 0806.1477 y 0803.0684. Nos centramos en soluciones del modelo ST[2,n], que
pertenece a la familia de modelos ctbicos y como tal es susceptible de ser embebido en Teorfa de Super-
cuerdas. Las soluciones multicentro obtenidas son las primeras de esa clase encontradas en esta teoria,
mientras que las de centro tnico son embebidas por primera vez en un modelo ctbico. Las solucio-
nes de agujero negro obtenidas presentan compatibilidad con el mecanismo de atractores e indican una

violacion de la conjetura de no-pelo.

Esta memoria esté basada en el articulo [1]: "A/ = 2 Einstein-Yang-Mills’ static two-center solutions’,
Pablo Bueno, Patrick Meessen, Tomas Ortin y P. F. R.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccién

La idea de la existencia de un marco teérico que combine de manera compatible todas las inter-
acciones fundamentales de la naturaleza conocidas (en una época concreta) ha sido una constante en la
historia de la ciencia. Asi mismo, de entre los mas grandes descubrimientos encontrados en fisica, una
buena parte puede describirse como la comprension de que varios fenémenos muy distintos en apariencia

vienen regidos por unas mismas leyes basicas, expresadas en un lenguaje matemaético.

En la época actual disponemos de dos modelos tedricos efectivos capaces de describir con una
precisién asombrosa casi la totalidad de los sucesos que son susceptibles de ser analizados por ellos.
Nos referimos, como no, a la Teorfa de la Relatividad General y al Modelo Estandar de la fisica de
particulas. Sin embargo, a pesar de ello, no se puede decir que la comunidad cientifica esté del todo
satisfecha con este estado de conocimiento. Dejando de lado los problemas particulares de estas teorias,
relacionados con la incapacidad de explicar algunos fenémenos que ya han sido observados (propiedades
fisicas de neutrinos, existencia de materia oscura y energfa oscura, el problema de la jerarquia,...)!, existe
un desconcierto en cuanto a que éstas son incompatibles. Dicho de forma breve, la Relatividad General
no es una teorfa cuantica, mientras que el Modelo Estandar excluye la interaccién fundamental mas
evidente ante nuestros ojos, la gravedad. La existencia de una tnica teorfa capaz de combinar de manera
compatible todas las interacciones fundamentales conocidas a través de un enfoque cudntico y relativista
no puede, ni debe, darse por sentada. Sin embargo esta idea es, cuanto menos, atractiva, y desde luego

todo esfuerzo realizado en esa direccion esta a dia de hoy justificado.

De entre todas las candidatas a ocupar ese puesto propuestas hasta la fecha, una resalta sobre el
resto: la Teorfa de Supercuerdas. Sin entrar en detalles descriptivos, podemos resaltar que sus principa-
les fortalezas son la coherencia y consistencia matematica, unidas al hecho de que para alcanzar estas

caracteristicas la teorfa necesariamente ha de incluir interacciones gravitatorias.

Un resultado conocido es que la teorfa efectiva a bajas energias de una Teorfa de Supercuerdas
es un modelo de Supergravedad. Dicho de otro modo y acercandonos a la que va a ser nuestra materia
de estudio en este trabajo, algunas de las teorfas de Supergravedad N' = 2, d = 4 (esto es, en cuatro
dimensiones y con dos conjuntos de generadores supersimétricos) pueden embeberse en el marco de una
Teorfa de Supercuerdas. En concreto, esto es posible para aquellas supergravedades cuyo prepotencial

de Kahler es ctbico (lo que esto significa viene descrito en las secciones siguientes).

'No es nuestra intencién subestimar estos problemas, sino centrarnos en lo que consideramos un objetivo mas

ambicioso.
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Los modelos de Supergravedad, que histéricamente comenzaron a aparecer con anterioridad a
los de Teorfa de Supercuerdas, consisten en teorias clasicas de campos que combinan los principios de
supergravedad y relatividad general. Asi, ademas de ser compatibles con una teorfa candidata a teorfa del

todo, incorporan una serie de elementos que han sido propuestos para resolver algunos de los problemas
del Modelo Estandar.

Nosotros trabajaremos con el sector bosénico de una teorfa de Supergravedad N = 2, d = 4 con
prepotencial cibico, donde un subgrupo no abeliano de las isometrias de su variedad escalar ha sido
gaugeado. En concreto nuestro interés serd el de encontrar soluciones supersimétricas de agujero negro
de esta teorfa. Los parrafos anteriores nos han servido para contextualizar el papel que juegan las teorfas
de Supergravedad en cuatro dimensiones. Pasamos ahora a justificar el porqué de la busqueda de este

tipo de soluciones en esta teorfa concreta.

Empezamos destacando que hemos elegido una teorfa con N/ = 2 porque los acoplamientos
permitidos en ella posibilitan la existencia de soluciones supersimétricas de agujero negro cargado con
escalares no triviales, lo que es imposible para N/ = 1. Estamos interesados en gaugear un subgrupo
no abeliano de la variedad escalar principalmente por dos razones. En primer lugar porque, al fin y al
cabo, la naturaleza muestra este comportamiento?, 3y en segundo porque nos va a permitr la exploracién
de un terreno hasta ahora poco visitado: qué sucede al acoplar gravedad a monopolos. Nuestro estudio
se cifie inicamente al sector bosénico de la teorfa, ya que las configuraciones puramente bosénicas son
las que se corresponden con soluciones clasicas; macroscopicamente sélo observamos campos bosénicos
en la naturaleza. Por otra parte las soluciones supersimétricas de agujero negro, simétricas y estaticas
espacialmente, son las mas simples posibles. De la misma forma que el requerimiento de simetrfa es-
paciotemporal simplifica la busqueda (las ecuaciones de movimiento adoptan una forma mas sencilla),
exigir que la solucion sea supersimétrica va a implicar que las distintas ecuaciones del movimiento no
son independientes, y por tanto no tenemos que preocuparnos de resolverlas todas. Aun a pesar estas
simplificaciones, las ecuaciones de movimiento a las que nos enfrentamos estéan lejos de ser triviales: un
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales para varias decenas de variables. El motivo por el cual
el problema se hace soluble no es otro que su enfrentamiento desde otra perspectiva, basada en exigir
que una configuracion de campo sea supersimétrica j derivar de esto toda una serie de relaciones de

consistencia que si somos capaces de resolver.

Ademas de por motivos de simplicidad, hay otra razén muy importante por la cual buscamos so-

2 Aunque las teorfas con A/ = 2 no son candidatas a describir la naturaleza, que es quiral, estudiar los gaugeos no
abelianos en teorfas de Supergravedad es interesante.
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luciones de tipo agujero negro. Como hemos comentado anteriormente, las soluciones de algunas teorfas

de Supergravedad pueden interpretarse en el contexto de Teorfa de Supercuerdas. Es sabido que los

agujeros negros obedecen unas leyges idénticas a las de la termodinamica, que son un resultado macros-

copico de un conjunto de procesos microscépicos mas fundamentales. Una teorfa consistente que aspire

a unificar las interacciones fundamentales deberia ser capaz de explicar las propiedades macroscopicas

de su espectro de soluciones de agujero negro desde un punto de vista microscépico.

Justificadas las razones que motivan este trabajo, pasamos a resumir el contenido del mismo.

En la seccion 2 damos una brevisima introduccién a los conceptos de supersimetria y a la teorfa
de Supergravedad N = 2, d = 4 Super-Einstein-Yang-Mills (SEYM), objeto de nuestro estudio.

La seccion 3 resume las leyes de la mecénica de agujeros negros, describe las propiedades de las
soluciones supersimétricas de agujeros negros (SBHSs) y describe c6mo éstas pueden encontrarse

en esta teoria.

La seccién 4 comienza con la exposicién de una generalizacién de las soluciones con centro tnico
a las ecuaciones de Bogomol'nyi en el sistema Yang-Mills SU(2) en R?. A continuacion éstas son
usadas para construir (SBHSs) estéticas de un centro de la teoria A" = 2, d = 4 SEYM.

En la seccion 5 presentamos la construccion de la primera familia de SBHSs multicentro conocida

de esta teorfa.
En 6 presentamos las conclusiones.

Los apéndices A y B contienen complementos matematicos sobre geometria diferencial compleja

y la descripcion de los monopolos de Dirac y Wu-Yang, respectivamente.
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2. N =2, d = 4 Super-Einstein-Yang-Mills

2.1. Supersimetria y Supergravedad

La supersimetria® es una hipotética simetrfa fundamental de la naturaleza entre bosones y fer-
miones. Un modelo tedrico de campos es supersimétrico si su Lagrangiano asociado es invariante bajo
transformaciones de supersimetria. En este modelo los campos quedan agrupados en supermultipletes,
transformandose unos entre otros bajo la accién de los generadores de esta simetria. Estos generadores
son fermionicos, es decir, satisfacen relaciones de anticonmutacion. Llegaremos a ellos un poco mas

adelante.

Coleman y Mandula [6] estudiaron las propiedades que debian satisfacer los generadores bosdni-
cos (es decir, que satisfacen ciertas relaciones de conmutacién) de simetrias en en una teoria de campos
relativista, encontrando el hoy conocido como teorema Coleman-Mandula. Este afirma que, en el caso
mas general, los generadores bosénicos de simetrias deben pertenecer a un grupo resultado del pro-
ducto directo del grupo de Poincaré (con generadores P, y J,.,) y un grupo de simetrias interno (con

generadores 7). Estos generadores satisfacen

[P,,P,]=0 (2.1)
[P/u JVP] = (nxwpﬂ - nuppu) ) (2.2)
[Juw Jpv] = _(nupjw + Moy = My s Jvp — anJW) ) (2.3)
[Tra Ts] = frs tﬂ ) (24)

El contenido de este teorema se puede interpretar fisicamente como que la presencia de simetrias adicio-
nales impondria demasiadas restricciones para procesos de dispersién, permitiendo tinicamente valores

discretos para los angulos de dispersion.

Mas tarde, Haag Lopuszariski y Sohnius [7] demostraron que una teoria relativista de campos podria
admitir simetrfas adicionales a las encontrados por Coleman y Mandula de manera consistente siempre
que los generadores de las mismas fueran fermiénicos. La incorporacion de éstos se hace a través de la
promocién del dlgebra de Poincaré a un élgebra graduada, introduciendo 4\ generadores (supercargas)

Lcon L =1,..,N;a=1,2 que se transforman como espinores de Weyl. Ademas de (2.1)-(2.4), las

3Damos aqui una brevisima introduccién a los conceptos de supersimetria y supergravedad. La bibliografia disponible

sobre el tema es mds que amplia. En particular, recomendamos [2-5]

4
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relaciones no triviales que satisfacen los generadores son

QL Juw) = (0,,)5Q% (2.5)

[ 5,]3“]:[757]3“]:()7 (2.6)

{Qa: Qanr} = 2(0") 0 Pudiy (27)

con el vector de matrices de Pauli o* = (1,0%), 0* = (1, —0%), o = L(o"5” — 0"G") y ot =
2%.6“1/’))‘0'/))\.

Una transformacién supersimétrica infinitesimal viene dada por §. = €¢QZ%, donde €y, es un

pardmetro fermiénico. De forma esquematica, la accién de éstas sobre el espacio de campos bosénicos

(B) y fermidnicos (F) es

5.B ~ éF (2.8)
0.F ~ Be. (2.9)

Cada supermultiplete esta formado por 2V estados de helicidades Ay, + &/2, con k = 0, ..., N,
con multiplicidades (/X ) y con el mismo nimero de grados de libertad bosénicos y fermiénicos en cada
caso. Para que en el modelo no aparezcan particulas sin masa con helicidades* |\| > 2 y que solo haya

una particula con A\ = 2, se tiene que el nimero méaximo de supersimetrias ha de ser N = 8.

Del mismo modo en que la teorfa de la Relatividad General puede entenderse como la teoria gauge
de las simetrias del espacio-tiempo de Minkowski globales (grupo de Poincaré), Supergravedad aparece
como la teoria gauge de las transformaciones supersimétricas globales. Es decir, si permitimos que los
pardmetros de las transformaciones supersimétricas dependan de las coordenadas espaciotemporales,
er(x), encontraremos que la teorfa resultante necesariamente implica la presencia de gravedad. Explici-
tamente, al promover la supersimetrfa global a local €;, — €1,(x), se generan traslaciones a*(x)d,, que
difieren entre un punto y otro; es decir, aparecen transformaciones generales de coordendas.

Decimos que una teorfa invariante bajo la accion de tales transformaciones es una teoria de Su-

pergravedad. En este trabajo trataremos con una teoria de supergravedad gaugeada, a la que llamaremos

N = 2 Super-Einstein-Yang-Mills no abeliana, y que presentamos a lo largo de las siguientes secciones.

4No se conoce un marco teérico consistente en el que acoplar estas particulas con las de helicidad || < 2.
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2.2. Campos en Supergravedad N = 2, d = 4 y dualidad eléctrico-magnética

Supergravedad N' = 2, d = 4 es la teorfa més sencilla de supergravedad extendida (es decir,
con més de un set de generadores fermiénicos) y, aunque no tiene relevancia fenomenoldgica directa en
Fisica de Particulas debido a la imposibilidad de reproducir la estructura quiral del Modelo Estandar,
es interesante en si misma. Los acoplamientos en la teorfa no quedan inequivocamente determinados
por las restricciones que impone la presencia de supersimetria, lo que sf sucede para N/ > 2 en cua-
tro dimensiones, aunque todos ellos son diferentes realizaciones de una estructura matematica comuin
conocida como geometria de Rahler Especial. Los acoplamientos permitidos en esta teorfa posibilitan la
existencia de soluciones supersimétricas de agujero negro cargado con escalares no triviales, lo cual es
imposible para N = 1.

Algunos de estos modelos aparecen en las compactificaciones de Teorfa de Cuerdas tipo-II en una
variedad de Calabi-Yau de dimension compleja 3, lo que significa que sus soluciones pueden embeberse
en Teorfa de Supercuerdas. Concretamente esto es factible cuando la geometria de Réhler Especial del

modelo tiene un prepotencial ctibico’.

El contenido en campos de cualquier Supergravedad N = 2, d = 4 es el siguiente

= Un multiplete de gravedad: (e® ,, 1, AY), siendo e, la tétrada, 1,7 un doblete de SU(2) de
gravitinos (1-formas), y A9, el gravifoton (1-forma).

= 1, multipletes vectoriales: (A;,, X', Z"), donde A!, i = 1, ..., n, son 1-formas, A} son espinores
(0-formas) y los Z* son escalares complejos (0-formas). Como vamos a ver, los Z* parametrizan

una variedad Réhler especial de dimension n,,.

» ny, hipermultipletes: (X, q") donde los x,, @ = 1,...,2ny son espinores (0-formas), y los ¢*
u = 1,...,4n;, son escalares reales (0-formas) que parametrizan una variedad cuaterniénica
Kdhler [8] 4nj,-dimensional. En este trabajo fijaremos los campos de este supermultiplete a un

valor constante, con lo que no nos preocuparemos de ellos®.

Todo lagrangiano supersimétrico es invariante bajo la simetria Zy que hace B — B, F' — —F..
Como consecuencia, la truncacion de todos los campos fermiénicos es siempre consistente. Esto implica

que cualquier solucién de una teorfa de supergravedad en la que se trunquen los fermiones es a su vez

5Ver apéndice A.5.
®Elinterés de esta truncacién es que no existen soluciones de agujero negro regulares en la presencia de hiperescalares.
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solucion de la teorfa completa. En este trabajo estaremos interesados en soluciones puramente bosoénicas,

con lo que truncaremos los fermiones en adelante.

Llegados a este punto, antes de pasar a describir en detalle la teorfa particular en la que se basa
este trabajo, NV = 2 SEYM, resulta interesante destacar el papel que en las teorfas de supergravedad no

caugeadas juega la dualidad eléctrico-magnética. Consideremos la accién bosénica’

S = / d'z/|g] { R+ Gij($)0,0'0"¢" + 23mNsy(¢) F2 , FZH (2.10)
—2%€NAE(¢)FA,LW*FE'LW} )

siendo G definida positiva y A/ una matriz compleja con parte imaginaria definida negativa, y los indices
i=1,...,nsy A =0,..,n, contando el nimero de escalares ¢ y de I1-formas A* respectivamente.
Esta accion cubre el sector bosénico de todas las teorfas de supergravedad cuatrodimensional con N > 1

no gaugeadas.

Las ecuaciones de movimiento para la métrica, los escalares y los vectores son

. . 1 . :
Ewr = G+ Gij | 0400007 — 50,6'0°¢7 | + 8IMNAs PN FY =0, (2.11)
) 1 . -~
& =V, (G;0"¢) — §aigjkapwaﬂ¢k + O Y FL) =0, (2.12)
EN =V xF" =0, (2.13)

donde en la tltima de ellas hemos definido el tensor dual F

1 68 .
_4\/m5*FAW = %eNAzFM

La consistencia de la teorfa impone ademés las identidades de Bianchi sobre los campos vectoriales

Apv v + %mN;{ZFEV (214)

BM =V, x FM =, (2.15)

Si definimos el vector simpléctico compuesto por los términos izquierdos de las ecuaciones de Maxwell

e identidades de Bianchi
BA
e = ( " ) (2.16)
gAua

Estos contenidos estan basados en [9-11].
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la informacién contenida en las ecuaciones de Maxwell y las identidades de Bianchi se escribe de forma
mas compacta como & lﬂ” = 0, y por lo tanto vemos que las ecuaciones de movimiento admiten una
simetria de rotacién GL(2n, + 2, R) sobre el indice M,

EN=0—-mMyEY =0, m™y € GL(2n, + 2,R). (2.17)

Estas rotaciones actian por definicion sobre los vectores (simplécticos) de 2-formas (tensores de campo)

segun

M FA M M N
F'=1.1, F*™ =mY yF™. (2.18)

Sin embargo, F™* Y F\ no son independientes como se ve en la definicién de F\, (2.14). Por tanto, en
aras de que el modelo sea consistente, hemos de imponer que tal definicién siga siendo valida para F.

Es decir, para que la condicion
65’

P
pv 4 /_|g| 5*F’A;w

pueda satisfacerse, es necesario imponer que la matriz A se transforme de algin modo tras la accién

(2.19)

de GL(2n, + 2,R) en (2.17). La presencia de supersimetria requiere que esta matriz se relacione con
los campos escalares (ver el apéndice A.5.3), con lo que ha de imponerse una accién sobre éstos que
produzca la matriz periodo A/’ con las propiedades deseadas. Para ello se hace necesario considerar toda
una serie de transformaciones; un difeomorfismo ¢ € Diff( M cgcalar) sobre la variedad escalar M egcalar,
asi como un homomorfismo de grupos (que es de hecho una representacién del grupo Diff( M escatar))
segun

j : Diff(Mescalar) — GL(21n, + 2, R) , (2.20)

que a cada difeomorfismo ¢ le asigna una transformacion lineal general j(§) € GL(2n,, +2). Esto nos va
a permitir definir la accién simultdnea de £ sobre todos los campos de la teorfa. De forma esquematica

lo podemos escribir como

{6, FM Nua()} 5 {€(0), GO yFN NEA(E(9))} - (2.21)

La condicién de consistencia (2.19) va a reducir el grupo de rotacién que puede actuar sobre £ lﬂ” . Las
transformaciones m? y han de pertenecer al subgrupo Sp(2n, + 2, R), de forma que el homomorfismo
j debe cumplir

j : Diff(Mescatar) —+ Sp(2n, + 2, R) (2.22)

8
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y la matriz periodo ha de transformarse segtin:
N'(£(9)) = (AN(¢) + B)(CN(¢) + D), (2.23)

donde A, B, C'y D son las matrices (n, + 1) x (n, + 1) dimensionales

D C
m= e Sp(2n, +2,R). 2.24
(B A) bl ) 224
Asi pues, siempre que la matriz periodo transforme como (2.23) podemos definir estas transformaciones
de dualidad simpléctica eléctrico-magnética sobre SL]LV[ , que actdan como simetrias de las ecuaciones

de Maxwell y las identidades de Bianchi.

Por otro lado, no todas estas transformaciones se corresponden con simetrias de la accién (2.10).
Sin embargo, si podemos hacer que estas transformaciones dejen invariantes todas las ecuaciones de
movimiento de la teorfa. Para ello debemos restringir los difeomorfismos Diff( M egcalar) asociados a las
transformaciones de dualidad a aquellos que sean isometrias de la variedad escalar (y por tanto de su

métrica G;;). Asi, el homomorfismo j se reduce una vez mas, llegando a su forma final

j : Isometrias(Mescatar, Gij) — Sp(2n, + 2, R). (2.25)

Segtin hemos visto, las simetrias globales de las ecuaciones de movimiento implican que la teorfa es
invariante bajo transformaciones de dualidad simpléctica; esto es, difeomorfismos que se corresponden
con isometrias de la variedad escalar acompanados de transformaciones simplécticas sobre los vectores
simplécticos de 2-formas a través del homomorfismo (2.25), con la condicién de que la matriz periodo
satisfaga (2.23).

Finalmente, es posible comprobar que las isometrias de la variedad escalar son simetrias del La-
grangiano si hay una inmersién diagonal por bloques en el grupo simpléctico Sp(2n,, + 2, R) (o sea, con
B=C=0).

En resumen, hemos comprobado que la estructura de la variedad escalar en toda teorfa de Super-

gravedad N’ = 2, d = 4 es una geometria de Kéhler Especial.



2 N =2, D = 4 SUPER-EINSTEIN-YANG-MILLS

2.3. Lateoria N =2, d = 4 SEYM

La teorfa N' = 2, d = 4 Super-Einstein-Yang-Mills (SEYM) puede entenderse como la super-
simetrizacion N/ = 2 més simple de teorfas Einstein-Yang-Mills (EYM). Aunque esta apreciacion es
interesante, en nuestro caso resulta mas practico describir la teorfa como una Supergravedad N = 2,
d = 4 acoplada a ny supermultipletes vectoriales, en los cuales un subgrupo no abeliano® del grupo de
isometrfas de la variedad escalar (variedad de Réahler Especial’, por supuesto) ha sido gaugeado. Para ello
son usados algunos de los campos vectoriales de la teoria en el papel de campo gauge. Nétese que una
simetria global puede ser gaugeada de este modo si la accién de la misma sobre los campos vectoriales

es en la representacion adjunta. El grupo gauge que vamos a considerar es SU(2).

Como ya hemos adelantado en la seccion anterior, sélo el sector bosénico de la teorfa es de nuestro
interés. Este estd compuesto por la métrica g,,,, los campos vectoriales AA w N =0,1,...,ny, siendo

A° , el gravifoton, y los escalares complejos Z%, ¢ = 1, ..., ny. La accién del sector bosénico es

S, A, 27 = / d*z/1g] [R + 2Gi;-D, 210" 27" + 2SmN s FAWEF®
(2.26)
—2ReNys FA™ x F*,, =V (Z,27)] .
En esta expresion, G;;- es la métrica de Kéhler y ©,,Z" la derivada covariante gauge,
D20 = 0u2" + gA k' (2.27)

siendo &y “(Z) los vectores de Killing holomorfos de las isometrias que han sido gaugeadas'”. El tensor
de campo electromagnético no abeliano £, es

FAuu = Qa[pAAu] - ngFAAE,uAFV? (228)

con fyr las constantes de estructura de SU(2). Nax es la matriz periodo de la variedad de Kéhler

Especial y V' (Z, Z*) es el potencial escalar,

V(Z,2*) = =1 g*SmN P,y Py (2.29)

8Necesariamente, puesto que si el subgrupo es abeliano la teorfa es idéntica a la no gaugeada
9Ver el apéndice A.5.
19La notacién que estamos usando asocia un vector de Killing a cada valor del indice A, para asf evitar la introduccién

de otro indice. Queda sobreentendido que sélo un subgrupo de los k5 son no nulos
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con Pa(Z, Z*) los mapas de momento asociados a los vectores de Killing, relacionados con éstos y el

potencial Rahler K a través de las expresiones

iPy = kA'OK — Ay, (2.30)
kyie = 0Py, (2.31)

para alguna funcién holomorfa Ap (Z2).

Puesto que la parte imaginaria de la matriz periodo es definida negativa, el potencial escalar queda

definido positivo, lo que conduce a soluciones asintéticamente-planas o -DeSitter.

Truncados hiperescalares y fermiones, la teorfa queda completamente determinada por la eleccion
de una seccién simpléctica holomorfa del fibrado SM con grupo de estructura Sp(2n,, + 2,R) defi-
nido sobre la variedad escalar o, equivalentemente en caso de que exista, por la funciéon holomorfa y

homogénea de segundo grado conocida como prepotencial F y definida en la seccién (A.5.2).

Tanto los vectores de Rilling holomorfos como los generadores Ty del grupo gauge satisfacen

algebras de Lie
[kn, ks] = — fas" kr [Th, Tx) = +fas" Tt - (2.32)

Para el grupo gauge SU(2) usaremos subindices'! a, b, ¢ = 1,2, 3, siendo las constantes de estruc-

tura f,,° = —Eape, con lo que las relaciones de conmutacién se escriben como
[kaa kb] - +5abckca [Tm Tb] - _5abcTc . (233)

Para los generadores vamos a emplear la representacion fundamental, en la cual éstos son proporcionales

a las matrices de Pauli'? o

T, =+%0", = T(T,T}) = —30u- (2.35)

1Que forman un subconjunto de los indices A, 3...
12En su forma estandar, es decir

0 1 0 —1 1 0
ol = ., ool=| ’ . , oot = 59 4 jeabeqc (2.34)
10 i 0 0 -1

11
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Las ecuaciones de movimiento de la teorfa son pueden escribirse del modo siguiente

Guv + 26+ [0, 2" D) 2" — 26,,D,2' D" Z*7"]

HMunFY PFY, + 590V (2,27) = 0, (2.36)
D22+ O'Gay » MY 4+ 30V(2,27) = 0, (2.37)
D, %G\ + L9 (kapD,2°" +k3,0,2") = 0, (2.38)

con G'a,,, el vector dual del tensor de campo electromagnético
Gp = ReNps FZ + SmNys x B> (2.39)

FM ,, es el vector simpléctico de 2-formas

(FY) = ( gi ) : (2.40)

M N es la matriz simétrica 2(n + 1) x 2(n + 1) definida como

Sm/\/’/\z + RAF%m./\/’71|FQRQZ _RAF%melll“E
—SmN A2 Roy, SmN AR
Yy
D, *GpA™H =0, % Gp"* +nggFAE,,*GA”“. (2.42)

La mayor parte de la literatura y trabajo previo en soluciones de agujero negro y monopolo no
abelianas se ha llevado a cabo en el contexto de las teorias EYM y Einstein-Yang-Mills-Higgs (EYMH).
Antes de cerrar esta seccién merece la pena discutir la relacion entre éstas y las teorfas que consideraremos
en este trabajo. Las diferencias principales entre las teortas EYMH y NV = 2, d = 4 SEYM son la
complexificacion del campo de Higgs y la presencia de una matriz periodo no trivial. Otra diferencia

es la posibilidad de tener variedades escalares més generales, lo que se refleja en las expresiones de

12
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las derivadas covariantes gauge de los escalares. Las soluciones de la teorta N' = 2, d = 4 SEYM
podrén ser soluciones también de la teorfa EYMH si tienen escalares covariantemente constantes con
fases complejas idénticas (por ejemplo, si todos ellos son puramente imaginarios). En ese caso, si ademas
el potencial escalar se anula en las soluciones, también podrian ser soluciones del sistema EYM. Algunas
de las soluciones encontradas en las referencias [12, 13] son también soluciones de la teoria EYM, como

VETremos.

13
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3. Soluciones supersimétricas de agujero negro (SBHSs)

3.1. Caracteristicas de los agujeros negros

La concepcion de un objeto lo suficientemente denso como para que su velocidad de escape sea
tan elevada que ni la luz pueda escapar de su superficie fue documentada por primera vez por el ge6logo
inglés John Michell, que hizo llegar sus pensamientos por escrito a Henry Cavendish en 1783. Por mas de
cien afios la idea qued¢ irremediablemente en cuarentena, ya que la interaccion luz-campo gravitatorio
estuvo lejos de ser entendida hasta la publicacion de la teorfa de la Relatividad General de Einstein. Muy
poco después la publicacion de las ecuaciones que relacionan el contenido de un espacio-tiempo con
su curvatura, Schwarzschild encontré la primera de las soluciones, que describia el campo gravitatorio
producido por una distribucién esférica de masa. La solucién de Schwarzschild, cuyas propiedades fisicas
fueron entendiéndose a lo largo de los decenios siguientes fue la primera de una larga serie de soluciones
de tipo agujero negro.

La definicién precisa de agujero negro estd lejos de ser trivial y requiere la introduccién de toda
una serie de conceptos previos. Sin embargo, puesto que éstos no nos serdn imprescindibles en el resto
de nuestro trabajo, nos limitaremos a dar una descripcién prdctica sobre estos objetos y algunas de sus

propiedades mas interesantes en la fisica actual.

Para un espaciotiempo asintéticamente plano M, la regién de agujero negro B C M se define

como

B= M-I (I%), (3.1)

donde Z denota el infinito futuro nulo (es decir, el conjunto de puntos a los que se aproximan asint6ti-
camente las geodésicas nulas que pueden escapar al infinito espacial) e 1~ (Z ") el pasado cronoldgico de
éste (esto es, el conjunto de puntos por los que pasan las lineas de género luz y género temporal dirigidas

hacia el pasado y que parten de ZT)'°.

El horizonte de eventos H de un agujero negro se define como la frontera de B. Asi pues, H es la
frontera del pasado de Z*. Un agujero negro consiste por tanto en el conjunto de puntos de M desde los
cuales las geodésicas nulas no pueden escapar a infinito. De esta forma, un observador en B no puede
influir causalmente en nada de lo que ocurra fuera del horizonte: ninguna informacién enviada desde el

interior de A puede escapar del mismo. Similarmente, toda informacién enviada al agujero negro desde

13Es posible dar definiciones similares de agujeros negros para otros tipos de espaciotiempo en los que hay definida
una region asintética, como por ejemplo para aquellos que son asintéticamente Ad.S.
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el exterior queda irremediablemente y para siempre en su interior.

Las leyes de la mecénica de agujeros negros son las siguientes [14]

114

» Ley cero de la mecanica de agujeros negros. La gravedad superficial * « ha de ser constante

sobre cualquier horizonte.

» Primera ley de la mecénica de agujeros negros. Las variaciones en masa M, area A del horizon-
te, momento angular .J, y carga eléctrica () de un agujero negro estacionario cuando es perturbado,

a primer orden, siempre satisfacen

1
oM = 8—/4(514 + Q0J + POQ, (3.2)
T
donde €2 es la velocidad angular, y ® el potencial electrostatico.

» Segunda ley de la mecéanica de agujeros negros. La suma de las areas de los horizontes de
eventos de los agujeros negros contenidos en un espacio-tiempo nunca puede disminuir con el
tiempo [15]. Es decir,

0A>0. (3.3)

Estas tres leyes son andlogas a las leyes de la termodinamica a través de la identificacion de las

variables

Masa ~ Energia, Area ~ Entropia, Kk ~ Temperatura , (3.4)

lo que constituye, cuanto menos, un resultado sorprendente. En cierto sentido, las leges de la mecénica
de agujeros negros pueden verse simplemente como casos particulares de las leyes de la termodindmica
aplicadas a sistemas que contienen agujeros negros. Ahora bien, al igual que las leyes de la termodindmica
son el resultado estadistico macroscépico de unas leyes subyacientes microscépicas mas fundamentales,
es de esperar que la mecdnica de agujeros negros esté regida por la dindmica de ciertos grados de libertad
microscopicos. La comprension de la fisica involucrada en esta dindmica requerirfa del uso de una teorfa
cuantica de la gravedad. En el contexto de la teorfa de cuerdas como candidata a esta teorfa del todo, el
acuerdo entre los calculos macroscépico y microscopico de la entropia del agujero negro resulta, en efecto,
producirse para ciertas familias de agujeros negros extremos y casi extremos [16—20] como observaron

Strominger y Vafa por primera vez [16].

141a gravedad superficial es una funcién relacionada con la fuerza que siente un objeto de masa unidad en el horizonte
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3.2. Configuraciones y soluciones supersimétricas

Es un hecho bien conocido que usualmente las soluciones de las ecuaciones de movimiento de una
teorfa dada rompen muchas (o todas) de sus simetrias. Encontramos un ejemplo familiar en el movimiento
de una particula relativista en el espacio de Minkowski, donde la simetria de la teorfa a la solucién pasa
del grupo de Poincaré a R x SO(2), o también en las ecuaciones de Einstein, invariantes bajo el grupo
de dimension infinita de transformaciones generales de coordenadas, mientras que una solucién concreta

(métrica) es invariante Gnicamente bajo un cierto grupo de isometrias de dimensién finita.

Dada una teorfa de supergravedad, una configuracion de sus campos se dice supersimétrica o BPS

(de Bogomol'nyi-Prasad-Sommefeld) si preserva alguna de estas simetrias, es decir, si [2]

5B ~eF =0, (3.5)
dF ~ de+ Be =10, (3.6)

para al menos un espinor e. Si ademds es una solucion a las ecuaciones de movimiento, hablamos de
una solucién supersimétrica. Como estamos interesados en soluciones puramente bosénicas, (3.5) se
satisface trivialmente, con lo que tnicamente debemos preocuparnos de imponer (3.6). Estas se conocen

como ecuaciones del espinor de Rilling (KSE) y cada solucién € es un espinor de Rilling.

Las soluciones BPS son muy interesantes en s mismas. Cuando estas soluciones tienden asintética-
mente a estados de vacio maximamente supersimétricos (soluciones que conservan todas las supersime-
trias), se les puede asignar estados con nimeros cudnticos bien definidos en el marco de embebimiento
de estas soluciones en una teorfa cuantica. También se ha demostrado que estos estados BPS saturan una

cota inferior de energfa (cotas supersimétricas o de Bogomol'nyi), con lo que son soluciones estables.

En este punto aparece la cuestion de cémo encontrar estas soluciones. Siempre es posible compro-
bar si una solucién dada es o no supersimétrica comprobando si admite un espinor de Rilling, aunque
serfa deseable contar con un método de caracterizacion més general. Por fortuna, el requerimiento de
que una configuracién de campo (no necesariamente solucién de las ecuaciones de movimiento) sea
supersimétrica es lo suficientemente restrictivo que en todos los casos estudiados hasta el momento es
suficiente para fijar completamente (salvo reparametrizaciones) esta configuracién, todos los componen-
tes de los campos dependen de un nimero muy reducido de funciones independientes. Cuando estas
configuraciones se introducen en las ecuaciones de movimiento uno encuentra que sélo unas pocas de
éstas son independientes y, en muchas ocasiones, se pueden resolver, encontrando asf soluciones a las

complicadas ecuaciones de la teorfa de supergravedad. Hay un método sistematico para encontrar todas
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las configuraciones de campo supersimétricas de una teoria de supergravedad [21-24], que describimos

brevemente a continuacién de forma cualitativa.

Este método [2] se basa en asumir la existencia de al menos un espinor € que resuelve las KSE (3.6)
y derivar de ahi toda una serie de relaciones de consistencia. Estas relaciones en todo caso apuntan a la
existencia de un vector de Killing que genera una isometria sobre la configuracion de campo, con lo cual
seré posible definir coordenadas adaptadas a este vector y escribir la forma general de la métrica'®. Como
resultado de este analisis se obtienen unas condiciones necesarias y suficientes para que la configuracion
de campo sea supersimétrica, que tipicamente implican que los campos dependen de un reducido nimero
de funciones independientes.

Hasta aqui hemos encontrado las configuraciones de campo supersimétricas de la teorfa. Antes de
sustituirlas en las ecuaciones de movimiento, es conveniente comprobar cuantas de ellas son independien-
tes. Para ello se utilizan las llamadas identidades de los espinores de Killing (KSI), que se obtienen a partir
de las identidades de Noether asociadas a la invariancia bajo transformaciones de supersimetria local en
teorias de supergravedad [24]. Las KSI identifican las ecuaciones de movimiento independientes donde

las configuraciones de campo encontradas deben sustituirse para encontrar soluciones supersimétricas.

3.3. Pasos para la construccion de SBHSs en la teoria ' = 2, d = 4 SEYM

El método descrito en los parrafos anteriores ha sido utilizado para encontrar y clasificar de forma
efectiva todas las soluciones supersimétricas de teorfas de Supergravedad N’ = 2, d = 4 en el caso
sin gaugear [25, 26}, asi como para las soluciones con vectores de Killing de género tiempo en el caso
gaugeado SEYM [12, 13]. A continuacién exponemos muy brevemente los resultados ahi encontrados, en

forma de receta para construir SBHSs en nuestra teorfa.

Antes de esto, es conveniente resaltar las dos caracteristicas mas importantes de estas soluciones. La
primera de ellas es que los campos quedan unequivocamente determinados a través de su dependencia
de 2(ny + 1) funciones independientes del tiempo, (ZM) = (%{A\ ), que han de satisfacer una serie
de igualdades. La segunda caracteristica es que las funciones Z* se relacionan con las componentes
espaciales del tensor de campo electromagnético a través de la ecuacién de Bogomol'nyi en R? (3.7),

jugando el papel de “campo de Higgs”. Es éste un hecho de gran relevancia, puesto que la ecuacion de

I5Este vector de Killing va a aparecer explicitamente en la métrica y las ecuaciones de consistencia que satisface se
traducen en ecuaciones para las componentes de la métrica. Sera necesario distinguir entre varios casos, dependiendo

de si el vector de Killing es de género temporal, luz o espacial.
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Bogomol'nyi ha sido ampliamente estudiada debido a su transcendencia en el estudio de monopolos, con

lo que se conocen soluciones varias que pueden (y van a) ser utilizadas para nuestros intereses.

Los pasos para obtener SBHSs en esta teorfa son

1. En primer lugar se toma una solucién de las ecuaciones de Bogomol'nyi

. 1 -

FA = _Egmnp:g,_,ﬂ (3.7)
para un campo gauge flAm (donde m = 1,2, 3 son las 3 coordenadas espaciales) y un campo
real de "Higgs'Z". ©,Z" es una derivada covariante en la representacién adjunta con el campo
gauge A m- Observemos que esta ecuacion tiene que ser resuelta en direcciénes gaugeadas (no
abelianas) y no gaugeadas (abelianas). La condicién de integrabilidad en las direcciones abelianas

es el requerimiento de que Z* sean funciones arménicas en IR?.

2. Tras esto encontramos las funciones Z, resolviendo estas ecuaciones:

~ o~ 1
DD I = 592 [fas " far “TTI7T o) (3.8)

En las direcciones no abelianas estas ecuaciones se resuelven en muchos casos haciendo Z, o« Z»
(en particular para el grupo SU(2)). Zy = 0 es siempre una solucién, pero los campos fisicos
pueden ser singulares en algunos modelos. En las direcciones abelianas, las Z» son sélo funciones

arménicas independientes en IR3.

3. Dadas las funciones Z*, debemos encontrar la 1-forma en R?, wy,, resolviendo la siguiente ecua-
cion:

Ol = Emmp T D™ = &y (IA@pIA - IAi)pIA) (3.9)

Las condiciones de integrabilidad de esta ecuacién imponen restricciones en las constantes de

integracién de las funciones Z" como en el caso no gaugeado [27, 28]. En soluciones estéticas

w = 0y la ecuacién anterior se convierte en una restriccion para las constantes de integracion de

las funciones ZM que tendremos que resolver.

4. Para reconstruir los campos fisicos a través de las funciones Z* necesitamos resolver las cono-
cidas como ecuaciones de estabilizacién, o ecuaciones de dualidad de Freudenthal, que dan las
componentes duales de Freudenthal Z* (Z) en término de las funciones Z* [29]. Estas relaciones

caracterizan completamente el modelo de Supergravedad N' = 2, d = 4.

18



3 SOLUCIONES SUPERSIMETRICAS DE AGUJERO NEGRO (SBHSS)

5. La métrica tiene la forma

ds? = e (dt +w)? — e~ Mdz™da™,

donde w = w,,,dz™ y la fucién de la métrica e~

6—21/{

6. Los campos escalares vienen dados por

)

2 viene dada por

=Ty (2)TM .

T +iT!
70 4470

7. Las componentes de los campos vectoriales se obtienen como

1 -
——€2UIA,

V2

AAm_FWmAAt.
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4. SBHSs estaticas de centro tinico de las teorias NV = 2, d = 4 SEYM
y EYM pura

Siguiendo la receta dada en la seccion anterior, vamos a construir SBHS estaticas con centro tinico
de SU@2) N = 2,d = 4 SEYM. Algunas de las soluciones resolveran simulténeamente la ecuacién de
movimiento de las teorfas EYM y EYMH. El primer paso consiste en encontrar una solucién A* m A

de las ecuaciones SU(2) de Bogomol'nyi en R? (3.7)

4.1. Soluciones con centro tinico de las ecuaciones SU(2) de Bogomol'nyi en R?

Antes de buscar las soluciones de las ecuaciones de Bogomol'nyi merece la pena revisar el sig-
nificado y origen de estas ecuaciones en el contexto de la teorfa SU(2) Yang-Mills-Higgs (en el limite

Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) en el que el potencial Higgs se desvanece).

4.1.1. El sistema SU(2) Yang-Mills-Higgs

Con la normalizaci6n en la ecuacién (2.35) y escribiendo F' = F*T,, & = $°T,, la accién de esta

teoria es
1 1
Symm = —2 / d*xTr {f)@@#cp — ZFWFW} : (4.1)
y las ecuaciones de movimiento
D, = g0, D" D], (4.2)
D¢ = 0. (4.3)

Para las configuraciones estaticas £, = ©;$ = 0, la accién puede escribirse, hasta una derivada total,

de una forma manifiestamente positiva

Syam = —2 / d*zTr {_i (Fm ¥ gmnpggcb) <Fm ¥ amnpgpcb)} , (4.4)

lo cual nos lleva a la conclusion de que las configuraciones de los campos estaticos que satisfacen las

ecuaciones de primer orden de Bogomol'nyi [30]
Fon = £emnpD,®, (4.5)
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extremizan la accién (4.1) y son soluciones de las ecuaciones de Yang-Mills-Higgs. De hecho, si actuamos
en ambos lados de la ecuacién con ®,,, y usamos la identidad de Ricci y la ecuacién de Bogomol'nyi
obtenemos la ecuacién de Yang-Mills:
1
DunFmn = FenmpDmDp® = :F§g5m[F@, P = —¢[0,P, D] (4.6)
De otro modo, si actuamos con gpmnﬁg y usamos la identidad de Bianchi, se obtiene la ecuacién de
Higgs:
0 = epmnDpFn = £0,0,0. (4.7)
Observamos que la fuente del campo vectorial, la corriente de Higgs g[®, D ®], no sélo se desvanece
cuando el campo de Higgs es covariantemente constante ®® = (), sino que también lo hace cuando @
y D son paralelos en su(2).
Las ecuaciones (4.5) son identicas a las que se obtienen en la teorta SEYM N = 2, d = 4, (3.7)
una vez identificados los campos vectoriales y
1

EIa = " (4.8)

4.1.2. Fl ansatz de erizo

Si queremos construir soluciones estaticas y de centro tnico, lo 16gico es buscar soluciones simé-

tricas esféricas de las ecuaciones (4.5). Sustitugendo el conocido como ansatz del erizo

F O =06 f(r)x™, A% = —€% nah(r), (4.9)

en las ecuaciones de Bogomol'nyi obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales para f(r) y h(r)
ro.h +2h — f(14gr*h) = 0,
(4.10)
rO (h+ f) —gr*h(h+ f) = 0.

La solucién general de estas ecuaciones fue encontrada por Protogenov [31]. Consiste en una familia

de soluciones de dos pardmetros f, s, b, s, mas otra familia de un solo parametro fy, h,, dadas por

1 1 ur
s = —|1— th , h,s = —|———m—1],
Phus = (L= prcoth (ur +5)] e Py
(4.11)
1 1
rfx p l1+)\2r] ; rha rfx
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Al pardmetro s se le conoce como pelo de Protogenou en el contexto de agujeros negros [32]. El monopolo
BPS 't Hooft-Polyakov se encuentra para s = 0, y es la tnica solucién globalmente regular de esta

familia'®. En el caso opuesto, para el limite s — oo, se obtiene

W 1 1
— T fpoo =—— —, oo =——, 412
Moo =G~ gr e gr 12
que coincide con el monopolo de Wu-Yang para p = 0 (B.10), el cual es una solucién de la teoria Yang-
Mills pura [33]. Esto es posible porque la corriente de Higgs g[®, ©®] se hace cero incluso aunque el
campo de Higgs ® no sea nulo ni covariantemente constante!”. La existencia de un campo de Higgs no

trivial permite asignar una carga al monopolo bien definida,

1 . 1 A ®
— | Tx(®F) = -, i

A Jsz, 9 VITe(@2)]

(4.13)

para cualquier y y s.

La familia de un pardmetro f\, h, es singular para todos los valores de éste, lo que también
aparece como pelo en las soluciones de agujero negro. La carga magnética, tal y como se ha definido, se
anula cuando se mide desde el infinito espacial. Sin embargo, puede argumentarse que estas soluciones
describen un monopolo magnético situado en el origen, cuya carga queda apantallada: la entropia (como
agujero negro) asociada a este campo tiene la misma forma que la del agujero negro asociado al monopolo

de Wu-Yang. De hecho, cuando A = 0 la solucion es idéntica a la del monopolo de Wu-Yang.

4.1.3. Generalizacion de Protogenov

Muchas soluciones de monopolo pueden deformarse afiadiendo un parametro s al argumento ur,
generando asf una familia de soluciones que contiene a la solucién original (s = 0) y, tipicamente,
una solucion nueva y mas simple, en el limite s — oo. Nos referiremos a este procedimiento como
generalizacion de Protogenou, la cual puede ser justificada de la forma que sigue. Puesto que la ecuacion
de Bogomol'nyi es de naturaleza polinémica, el tener funciones de tipo exponencial en los campos (por
ejemplo, funciones hiperbdlicas en el caso del monopolo 't Hooft Polyakov) implica que éstas deban

cancelarse entre ellas al sustituir en la ecuacion, y que la adicién de una constante al argumento no altera

160 cual explica el por qué es la tnica solucién considerada habitualmente en la literatura de monopolos. Sin embargo
cuando el sistema se acopla a la gravedad, las singularidades de las soluciones generales pueden dejar de ser relevantes

si estan cubiertas por horizontes de eventos regulares.
7La tinica configuracién de tipo erizo con corriente de Higgs nula es ésta
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esto. La introduccién de s es equivalente a aplicar un desplazamiento en el origen de la coordenada radial

en las funciones exponenciales.

Por supuesto, las cancelaciones necesarias para que la solucién sea regular dejaran de funcionar

(en caso de que lo hicieran para s = 0), resultando en una familia de soluciones singulares.

4.2. Embebimiento en modelos ST[2, 4] con gauge SU(2)

Antes de afrontar este tema, es recomendable estudiar el apéndice A.5 en general y A.5.5 en
particular, donde se describen los modelos ST[2, n]. Para encontrar soluciones embebidas en este modelo
no abeliano seguiremos los pasos de la receta dada en la seccion 3.3. En primer lugar hay que encontrar las
funciones Z* y los componentes espaciales de los campos vectoriales A*,, que resuelven las ecuaciones

de Bogomol'nyi

Fon = —JsemmpOpZ", 1=0,1,2, (4.14)
F2hn = —FeamDpI? . a=1,2,3, (4.15)

(como ya indicamos en A.5.5, vamos a suprimir el +2 en los indices no abelianos en la mayoria de
ocasiones). Las ecuaciones abelianas se resuelven por funciones arménicas, mientras que las no abelianas

a través de la identificacion (4.8) con el campo de Higgs y usando las soluciones de Protogenov (4.11).

A continuacién tenemos que encontrar las funciones Z, resolviendo las ecuaciones (3.8). En las
direcciones abelianas A = 0, 1, 2 podemos simplemente elegir funciones armoénicas, mientras que en las
no abelianas tomaremos Z, = 0. Esta eleccién da soluciones no singulares, como veremos a continuacion.

También fijaremos algunas funciones armonicas a cero por motivos de simplicidad.

El potencial de Hesse W(Z), que es igual a la componente de la métrica =2V (3.10), puede
obtenerse de la solucién de Shmakova a las ecuaciones de estabilizacién (o ecuaciones de dualidad de
Freudenthal) para modelos ctbicos [34] Puede escribirse como

W(T) = 2¢/7u(T), (4.16)

con el invariante cuartico J4(Z) dado por
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Ji(T) = (I°T°nap + 21°7)) (T Zen™" — 21'T) — (I°Ty — I'T, + I°Z1,)° . (4.17)

Este potencial no se anula con la eleccién Z, = 0, como adelantamos, y se mantendrd no singular
si elegimos Z° = Z; = Z, = 0. Dicho de otra forma, los tinicos componentes no triviales de Z* son

T',7% 7%, 7. Con esta eleccién la funcién de la métrica viene dada por

e = W(T) = 2\/ 2T\ Ty napToTP = 2/ —2T'To[(1%)2 — 197 . (4.18)

Observemos que una singularidad en =2V

indica un horizonte de eventos, mientras que un cero
denota una singularidad fisica. Esta funcién ademas debe ser positiva en la region exterior al horizonte

de eventos, en caso de existir.

Para escribir la forma explicita de los escalares necesitamos el dual de Freudenthal de Z, ™

que se puede destilar del potencial de Hesse

s 10W(T)

Para nuestra eleccién de componentes no triviales Z, 78 = 0,4 = 1, ...,5 y todos los escalares

son imaginarios puros, dados por

A ~0  2T'N.sT0TP
Z = ZiTO y donde I = TZ_) (420)
Es conveniente escribir todos ellos en términos de 7 = Z!
T 672U
o — S 421
71 T, T @2%61&15 (4.21)

En las dos ramas (+ y —) del modelo presentadas en el apéndice, correspondientes respectivamente

al signo (superior e inferior) de =3m 7(4) > 0, es necesario elegir las funciones Z¢, ) como

0T T = £ [(T2)° = Tt TE)] > 0. (4.22)

K

de manera que e™" sea en todo caso positivo. Entonces, para que W(Z) sea real, Z1)o y I(l 1) han de

elegirse tales que satisfagan
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+ Ty Ly < 0. (4.23)

En lo sucesivo suprimimos los subindices 4 para simplificar la notacion, excepto cuando ésto

pueda dar lugar a confusién.

Obsérvese que con nuestra eleccién de componentes no nulos de Z*, el lado derecho de la ecua-
ci6n (3.9) es automédticamente nulo, con lo que no necesitamos imponer condiciones adicionales en vista

de conseguir la condicién de que la solucion sea estatica; es decir, w = 0.

En este punto pasamos a dar una expresién més concreta para los componentes no nulos de Z*.

De acuerdo a las discusiones previas, éstos son de la forma

P*/V2

7’ = A2+—r , ¢ = V28%,2mf(r),

1
2
7 = A1+p—/7f/_,

(4.24)

2
Iy = Ao+ qo/\/—7

r

donde f(r) es f,.s 0 fx enlas ecuaciones (4.11). p', p?, go son cargas magnéticas y eléctricasy A, A%, Ay
son constantes de integracion a ser determinadas en funcién de los valores asintéticos de los escalares
y la métrica. Naturalmente estas constantes deben tener el mismo signo que las cargas con las que se

corresponden
sign(A'?) =sign(p'?),  sign(Ao) = sign(qo) , (4.25)

para que las funciones Z', Z% 7, no se anulen en el intervalo 7 € (0, +00). Consecuentemente, las
restricciones en los signos de Z' y Z; anteriormente comentadas se traducen en la condicién siguiente

sobre las cargas en las dos ramas
sign(p')sign(qo) = F1. (4.26)

Con el sistema de coordenadas elegido, la métrica implicada por (4.18) describird un agujero negro

tinicamente si ¢ 2V se hace infinito en 7 = 0 y se mantiene positiva para el resto de valores admisibles

de la coordenada radial (r > 0). Ademds serd necesario que el horizonte (situado en r = 0) tenga érea

(~ entropia) no nula, ya que en caso contrario estariamos hablando de una singularidad desnuda. Para

que la solucién sea de tipo agujero negro, la expansion de la funcién de la métrica en torno a » — 0 es
o S

~ 4.27
e 2 + , ( )
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mientras que en torno a r — co cumple

oM
eV Nl T (4.28)
r

donde M y S son la masa y la entropia asociadas al agujero negro.
Definiendo el valor asintético de los escalares adjuntos 7., como
m

20 = Z,08% — (4.29)
r

e imponiendo la normalizacion de la métrica en el infinito no es dificil expresar las constantes de inte-
gracion p1, A, A% Ag en términos de los valores asintéticos de los escalares Sm7.,, Sm Z2 y Sm Z,,
y la constante de acoplamiento g

sign(ph)|Sm7y|

Al = ,
V2xo
o Se()Sm 22
Voxe
(4.30)
_ gISmZ,|
no= 2Xoo )
Ay = ﬁSign(qO)Xoo )
donde hemos definido la combinacién (real en ambas ramas de la teoria)
Yoo = V/SM7y [(SM Z2)2 — (Sm Zo)?)] . (4.31)

La masa de las soluciones en términos de los valores asintdticos de los escalares y las cargas es

Xoo 1 |Sm7,.Sm Z2 | ISmT.Sm Z| 1
M i Ip" + sl £ 3 p?| + - (4.32)
|Sm7 | 2Xo0 Xoo Xoo g
Para obtener estas relaciones nos hemos servido de dos condiciones de consistencia
sign(Jm Z,,) = Fsign(p'), sign(Sm Z2)) = +sign(p')sign(p?) . (4.33)
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Estas expresiones para las constantes de integracion y la masa son validas para las dos familias de
soluciones (4.11), de 2 6 1 pardmetros, obteniendo la segunda de éstas truncando el valor Sm Z,, = 0
en todas las partes en las que aparece. En ese caso la contribucién de la carga del monopolo 1/g a la
masa queda apantallada y desaparece.

Hay que observar que la condicion de que la masa sea positiva ha de imponerse en la rama —, ya

que no esta garantizada para todos los valores arbitrarios de las cargas y los escalares en el infinito.

Estudiamos a continuacién el comportamiento de la solucién en el limite 7 — 0. Para f,, 20 y /)

la funcion de la métrica se comporta como

_ 1

e V=l () - (2/9)] (4.34)
que se corresponde con un horizonte regular en ambas ramas. Las soluciones describiran agujeros negros
si las cargas y los escalares en el infinito son tales que M > 0. Nétese que en la rama — es posible

elegirlos de manera que la masa sea cero y la entropia no sea nula.

En el caso f, s—o con p* # 0 las soluciones s6lamente estan bien definidas en la rama + porque
no existe la contribucién 1/r del monopolo en el limite 7 — 0 (tiende a cero como r2) y es imposible

satisfacer la condicién —1,5Z%Z” > 0. Para ese caso en la rama + se tiene

_ 1
e~/ —2plqo(p?)? X (4.35)

que se corresponde con un horizonte regular.

En el caso f, s—o con p* = 0 hay dos posibilidades:

1. Podemos fijar p* = gy = 0. Entonces en el limite 7 — 0, e 72V es la constante 2,/ —2 A Ag(A2)2.
No hay horizonte ni singularidad y la solucién, que consiste en un monopolo global, pertenece a

la rama + (esto también garantiza que su masa es positiva).

2. Podemos mantener ambos p' # 0y gy # 0, fijando A% = 0, aprovechandonos del hecho de que
en este limite $®* se aproxima a cero como 7. La solucién queda bien definida sélo en la rama

—. La funcién de la métrica es de nuevo constante y toma el valor

M4
672U ~ —'—plqO? . (436)

De nuevo tenemos una solucién de monopolo (siempre y cuando M > 0), aunque en este caso
con la presencia de dos cargas abelianas no triviales: p' y qo. Aqui también serfa posible ajustar
los parametros para tener M = 0.
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Los escalares en el limite cercano al horizonte en los casos f, s20 y f son

V=200 [(p?)? — (2/9)?]

%mTh = s
2[(p*)* = (2/9)%]
p2
SmZ; = —=Qmmn, (4.37)
Smze = DM

gp* r

En el caso f, s—o con p? # 0 se obtienen los mismo resultados, salvo por la desaparicién de la contri-

bucién del monopolo 1/g = 0.
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5. SBHSs multicentro

Para construir soluciones supersimétricas de agujero negro multicentro se puede usar el mismo
método que para soluciones de un sélo centro, pero partiendo de soluciones multicentro de las ecuaciones

de Bogomol'nyi. Empezaremos discutiendo éstas.

5.1. Soluciones multicentro de las ecuaciones de Bogomol'nyi SU(2) en R?

En el caso abeliano, las soluciones multicentro de las ecuaciones de Bogomol'nyi son funciones
arménicas con singularidades aisladas. Estas constitugen las semillas de las soluciones multicentro de
agujero negro de las teorfas Einstein-Maxwell [35-37] y Supergravedad N = 2, d = 4 [27, 38, 39] En
el caso no abeliano el ansatz de erizo ya no es valido y son necesarios métodos mas sofisticados. Sélo
se conocen unas pocas soluciones. De hecho, a pesar de que se espera la existencia de soluciones con
varios objetos BPS en equilibrio, no se ha encontrado hasta la fecha una solucion explicita describiendo

dos monopolos BPS 't Hooft-Polyakov en equilibrio.

Quizé de forma no demasiado sorprendente, la tnica familia general de soluciones disponible
involucra un nimero arbitrario de monopolos de Wu-Yang, o de Dirac embebidos en SU(2) (ver apéndice
B). La més simple de éstas es la que sélo contiene monopolos de Wu-Yang y, formalmente, puede
obtenerse a partir de soluciones de monopolos de Dirac embebidas en SU(2) a través de transformaciones
gauge singulares [40]. Como ya hemos comentado en la seccién anterior, la métrica queda invariante frente

a estas transformaciones gauge y toma la misma forma que en los casos abelianos.

En las referencias [41, 42] Cherkis y Durcan encontraron nuevas soluciones describiendo uno o va-
rios monopolos de Dirac embebidos en SU(2) junto a un antimonopolo BPS 't Hooft-Polyakov. Usaremos
la primera de estas soluciones (con un tnico monopolo de Dirac) para construir soluciones multicentro
en el modelo ST[2,4] de N' = 2,d = 4 SEYM. Antes de ello procedemos a revisar la solucién de
Cherkis y Durcan.

La posicién del antimonopolo BPS 't Hooft Polyakov es en 2™ = z{ yla del monopolo de Wu-Yang

en 2" = z{". Definimos las coordenadas relativas a estos dos centros y su posicién relativa como

m:

r=a" —ag, u™ =2 — 2", dm m— o

=u" — 1" =gxy —af’, (5.1)

y sus normas como 7, u J d respectivamente. El campo de Higgs y el potencial gauge de estas soluciones
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estan dados por

1 1 1N\ K|r  2r r’r’
+o* = - - — =] —4+— " - d" 2
|l Gy A ki Gt L B
a4 — _1 1 B uD + 2d +2u| e%ppr™dz” n 2E€npqd”updxq 5amﬁ
glr L r L uD r
2r o, mn 7T D
- 6%, | 6 — = Enpgufdx?, (5.3)

donde las funciones K, L y D estén definidas como

K = [(u+d)*+r?] cosh pr + 2r(u+ d)sinh pr, (5.4)
L = [(u+d)*+r?]sinh pr + 2r(u+ d) cosh pr, (5.5)
D = 2(ud+u™d™) = (d+u)?—r>. (5.6)
La funcién D es claramente cero a lo largo de la direccién ™ /u = —d™/d'® apuntando a la

posibilidad de la presencia de una cuerda de Dirac en (5.3). Sin embargo no es éste el caso, como fue

demostrado en [43].

En los modelos que vamos a considerar, el campo de Higgs entra en la métrica como la combinacion

®?®?, cuya expresion es

1 (11 1\ K12 47 x d|?
orpe— L[, VK] AT x dP 5.7
Al G D) ] 7

Para entender mejor esta solucion podemos tomar varios limites:

1. El limite en el cual tomamos el antimonopolo de 't Hooft Polyakov infinitamente alejado, mante-

niendo el monopolo de Dirac en z7". Para esto hay que tomar d — oo, " ~ —d™ dejando u

8Correspondiente a la semirrecta que parte del monopolo de Dirac, en u = 0, hasta el infinito espacial en la direccién
opuesta al monopolo de 't Hooft Polyakov en r = 0
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finito. Los campos gauge y de Higgs toman la forma

1 1\ d™

00~ o, <“+E)7’ (5.8)
1 dmum\ ! dmu™ uP

A~ —— 14 —— mnp——d— . 5.9
g( * d u) N R 59)

El campo vectorial puede compararse con el resultado del embebimiento de un monopolo de Dirac
con una cuerda en la direccién —d™ a lo largo de la direccién §%,,d™ T del grupo gauge (ver

apéndice B).

. El limite donde tomamos el monopolo de Dirac en el infinito, manteniendo el antimonopolo BPS
't Hooft Polyakov en z". Ahora tenemos d — oo, u™ ~ d™ con r finito. Los campos de Higgs y

gauge se convierten en los de un antimonopolo BPS 't Hooft Polyakov con centro tnico en zy".

. El limite en el cual estamos infinitamente alejados de ambos monopolos (r — 0o, u — ), que

se dejan a una distancia relativa finita. L.os campos en este caso toman la forma

H -2 z™
+P* = — |=+0O(|z }5“,”—, 5.10
Lt olal )T (5.10)
1 " dx™ 1 ™ (e, drxPdx
B v
2 T2 "\ JaP (5.1

El primer término en el potencial gauge es idéntico al de un antimonopolo de Wu-Yang. Este
es también el comportamiento asint6tico del monopolo 't Hooft Polyakov. El campo de Higgs es

asintoticamente constante y, en particular

—). (5.12)

. El limite en el cual nos aproximamos al centro del antimonopolo 't Hooft Polyakov ™ — 0,
u™ — d™. Aqui

1
DD ~ | 5.13
12+ pap T O (513
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Este valor es finito y se hace nulo tinicamente cuando el monopolo de Dirac se lleva a infinito
d — oo.

Para valores finitos de d, la ecuacién (5.7) indica que $*®® sélo puede anularse a lo largo de la
linea que une 7 = 0 con u = 0, con lo que 7 x = 0. Substitugendo en esta expresion
r™ = ad™ e igualando a cero obtenemos « en funcién de pd, encontrando un tnico valor de «
para cada pd como se indica en la figura 1. El punto en que ®*®* se hace cero es un minimo
local con segunda derivada no nula, con lo que alrededor de ese punto ®*®* ~ O(r?), al igual
que sucedia en el caso de un s6lo monopolo en el punto en que el campo se anula (que coincide
con el limite 7 — 0). Sin embargo en este caso el valor de esta segunda derivada depende de la

direccion'®.

5. El limite en el cual nos aproximamos a la singularidad del monopolo de Dirac, u™ — 0, r™ —

{%+ Gz_“) %}+0(1). (5.14)

—d™. En este caso

1
7

PP —

0,8}
0,6 |
0,4+

0,2 +

0 0,5 1 1,5 P
ud

Figura 1: Localizacién de los ceros en la densidad de Higgs, medidos usando  como una funcién de la

variable adimensional de separacién pd.

9Para obtener la informacién contenida en este parrafo ha sido necesario un enfoque numérico, ya que las expresiones

son demasiado enredadas como para un tratamiento analitico.
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5.1.1. Adicién de pelo de Protogenov

Como hemos comentado con anterioridad, podemos anadir el pardmetro de pelo de Protogenov s
a la solucién de Cherkis y Durcan reemplazando el argumento £ en los seno y coseno hiperbélicos que
aparecen en las funciones K y L por ur + s. No es necesario escribir explicitamente la solucion, aunque
necesitamos reconsiderar los diferentes limites estudiados en la seccién anterior (recuperados aqui para
s =0).

1. En el limite en el que el antimonopolo BPS 't Hooft-Polyakov-Protogenov esta infinitamente alejado,
manteniendo el monopolo de Dirac en 1", los campos de Higgs y gauge se convierten, en el orden
dominante, en aquellos del monopolo de Dirac, con la cuerda de Dirac situada en la direccién —d™,

como en el caso con s = 0.

2. Cuando el monopolo de Dirac esta infinitamente alejado y el antimonopolo BPS 't Hooft-Polyakov-
Protogenov queda en z{]’, los campos son aquellos de un antimonopolo BPS 't Hooft Polyakov-

Protogenov con centro tnico en 2™ = z{* (las primeras dos ecuaciones en (4.11)).

3. En el limite en el que nos alejamos infinitamente de ambos monopolos (r — oo, u — ),

quedando éstos separados por una distancia finita, los campos toman la misma forma que en el
caso s = 0, (5.10-5.12).

4. El limite en el que nos aproximamos a la singularidad del antimonopolo BPS 't Hooft-Polyakov-
Protogenov ™ — 0, u™ — d™ (para s # 0) da lugar a

. 1., [1 1 rm
+P* ~ 55 m [r (u + d) coth s + O(r)} — (5.15)
1 1
PP ~ —+0|( - 5.16

lo que es similar al comportamiento cerca del monopolo de Dirac, como en la ecuacién (5.14) (con

u reemplazado por 7).

5. En el limite en el que nos acercamos a la singularidad del monopolo de Dirac, v™ — 0, ™ —

—d™ tenemos el mismo comportamiento que en el caso s = 0, (5.14).

Las soluciones con pelo de Protogenov admiten un nuevo limite (s — 0o), que estudiamos en una

seccion aparte.
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5.1.2. La solucién s — oo

En este limite obtenemos una solucién que describe el mismo monopolo de Dirac acompanado de

un antimonopolo de Wu-Yang (u # 0)

1 117

L3¢ = g0, [—,u—I— - —} T (5.17)
g roou| r

R A L P T (5.18)

g gu(ud +wurdr)” " r

Esta solucién es un ejemplo particular de una familia general que describe un ndmero arbitrario
de monopolos de Dirac junto con un antimonopolo de Wu-Yang. Estas soluciones pueden obtenerse
a partir de una solucién que describa tnicamente monopolos de Dirac embebidos en SU(2) via una
transformacion gauge singular que elimina la cuerda de Dirac de uno de ellos, el cual se convierte en el
antimonopolo de Wu-Yang. En lo sucesivo no usaremos la forma particular de esta familia general de

soluciones, una descripcion sobre su forma y algunas de sus propiedades aparecen en [1].

5.2. Embebimiento en modelos ST[2, 4] con gauge SU(2)

La métrica y los campos escalares de la solucién vienen dados por:

eV = 2\/2T'T,[(72)? — 2dada] (5.19)
e—QU T2 \/5@”

7' = =i 7= A 5.20

T [@)? — 20004] 7 7 620

donde ®“ es el campo de Higgs de la solucién de Cherkis & Durcan (deformado con el pardmetro de

pelo de Protogenov, s) y donde las funciones arménicas Z', 72, Z tienen polos en r = 0 y u = 0:

Il — 1-2 =

L2 pl/2 2/ /2 p2/\/2
A1+pr/r\/_+pu2\/_’ A2+pr/rx/_+pu/u\/_’

(5.21)

. 2 » 2
T, = AO+Q,07/0\/—+Q,01/L\/_.

Las cargas abelianas en cada centro deben de ser escogidas con el mismo criterio que las corres-

pondientes al caso de un solo centro. Esto significa que las cargas abelianas en u = 0, p.,, g0 no deben
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de ser nulas. p? deberé ser activada o no dependiendo de la rama considerada. Para las cargas en r = 0

obtenemos las mismas posibilidades si s # 0, pero cuando s = 0 encontramos dos posibilidades:

1. pl, ¢r0, p? no nulos. Encontramos un agujero negro en r = 0 en la rama +.

2U

2. pt = g0 = p? = 0. La funcién de la métrica e " es una constante complicada que depende de

d en el limite » = 0 y encontramos un monopolo global.

Aqui encontramos una diferencia importante con respecto al caso de un solo centro dado que
PP es una constante finita en el limite 7 — 0 en lugar de tender a cero con orden 72. Por ello, no
hay solucién con plq.o # 0y p? = 0. Para obtener una solucién global de monopolo con pqy # 0
y p? = 0 en equilibrio con el monopolo en u = 0 debemos intentar colocar esas cargas en el punto
en el que ®*®* = 0, pero la solucién resultante podria no estar bien definida ya que el coeficiente que
acomparfia al término en 72 en la expansién de ®*®“ en torno a ese punto depende de la direccién de

acercamiento al punto (Es decir, la derivada segunda en ese punto no es independiente de la direccion).

Las contribuciones del monopolo y el anti-monopolo a la masa se cancelan entre si, obteniendo

Xoo
M =31—">—p, +pr|+

1
4 Rint

Sm7,Sm Z2,
|Guo + Grol £ 3 | | s+ p2l. (5.22)

2X o0 00
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6. Conclusiones

En este trabajo presentamos la construccion, por vez primera, de una familia de soluciones su-
persimétricas de agujero negro con varios centros de una teorfa de Supergravedad N’ = 2, d = 4 no
abeliana. Ademas ofrecemos una generalizacién para las soluciones de un tnico centro de esa misma
clase. Cabe destacar el comportamiento genuinamente no abeliano en algunas de ellas, en el sentido de
que caracteristicas inherentes a modelos no abelianos (en concreto, la carga magnética asociada a un

monopolo) afectan a las propiedades fisicas de la solucién de agujero negro.

Para las soluciones propuestas, es posible seleccionar los pardmetros de manera que no hayga
singularidades y la solucién describa un monopolo global, tanto en los casos de un sélo centro como en

los multicentro.

La introduccion del parametro de Protogenov s permite establecer una relacion entre dos solucio-
nes cldsicas de tipo monopolo, la de Wu-Yang y la de 't Hooft-Polyakov, que pueden entenderse como
los casos extremos de toda una familia de soluciones (ver ecuacion (4.11) y discusién posterior). Ademas
debido a la presencia del parametro s, cuando estos monopolos son embebidos en teorias de supergrave-
dad las soluciones de agujero negro resultantes no quedan unequivocamente especificadas por su masa,
cargas I valores de los escalares en el infinito. Esto ilustra una violacién de la conjetura de no-pelo en la
teorfa. Lo mismo es cierto para el parametro A si se usa la segunda familia de soluciones que aparece en
(4.11).

El modelo de supergravedad en el que las soluciones han sido embebidas, el ST[2, 4], pertenece
a una clase mas general, conocida como modelos ctbicos. Esta clase de modelos aparecen de manera
natural en la compactificacion de Teorfas de Supercuerdas tipo II sobre variedades de Calabi-Yau de
dimensién compleja 3. La consistencia de estas teorias implica que han de ser capaces de explicar, desde
un punto de vista de microestados constituyentes, las propiedades macroscépicas del espectro de solu-
ciones de tipo agujero negro de su version efectiva a baja energia (es decir, de la teorfa de supergravedad

correspondiente), en particular de las soluciones aqui obtenidas.

La construccién de este tipo de soluciones puede también ser util para encontrar soluciones de
teorfas de Supergravedad N' = 1, d = 5. En efecto, la reduccién dimensional de estas teorfas resulta en
un modelo de Supergravedad N = 2, d = 4 (cuyo prepotencial de Kéhler es cibico), obteniéndose una
especie de diccionario que relaciona los campos de las teorfas cuatro- y cinco-dimensionales. Por tanto,
las soluciones de ambas supergravedades han de estar relacionadas. Planeamos utilizar los resultados de

este trabajo con esta finalidad en un futuro cercano.
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A. Complementos matematicos

Las teorfas de Supergravedad V' = 2, d = 4 admiten una formulacién geométrica que, ademés de
elegante, resulta ttil en una amplia variedad de aplicaciones. En este apéndice introducimos brevemente
las herramientas de geometria diferencial compleja’ necesarias para esta formulacién, que viene expuesta

en la seccién 2.

A.1. Variedades complejas

Una variedad compleja de dimension d es un espacio topolégico Haussdorff que localmente se
parece a C?, y por tanto a R?%; es decir, cada uno de los subconjuntos abiertos que cubren la variedad es
homeomorfo a un subconjunto abierto de C%. Esto proporciona simultdneamente un set de coordenadas
complejas y reales 2 = 2% +iy, donde el indice toma valores i = 1, ..., d. En ocasiones denotaremos las
2d coordenadas reales (2, ") como 2™, con m = 1, ..., 2d. Si el dominio de dos cartas se superpone,
las coordenadas estén relacionadas a través de un difeomorfismo dado por funciones holomorfas, esto
es, funciones F*(z) = f* + ig" que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

oft  0g' oft  0dg'

o0 “oy oy 0w )

definiendo asf la estructura compleja. Por las restricciones que esto impone, toda variedad compleja de
dimension d es a su vez una variedad real 2d-dimensional. Sin embargo la relacion inversa no se satisface

en general, y estamos interesados en encontrar bajo qué condiciones es satisfecha.

La existencia de un tensor J = J,,, "dx™ & % globalmente definido como

0 laxa
—Lixa 0
es condicion necesaria y suficiente para que la variedad tenga una estructura compleja. De hecho es
trivial comprobar que las componentes 7, ™ son las mismas en todo sistema de coordenadas si y s6lo

si los cambios de coordenadas son holomorfos (A.1).

El espacio tangente de una variedad compleja d-dimensional es simplemente su espacio tangente
como una variedad real 2d-dimensional, con el afadido de posibilidades que da la presencia de una

estructura compleja. Ahora podemos complexificar el espacio tangente permitiendo combinaciones del

2Las referencias sobre esta materia son abundantes. En particular recomendamos |2, 44]
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tipo £ +1n siendo £ y 7 vectores reales. De este modo, definimos una nueva base para el espacio tangente

complexificado

o 1[0 .0 0 1/0 .0
% 9z 2 (6mi - Z@yﬁ) ’ Or 9z 2 (89& i Z@yi) ’ (A3

asi como la base dual de 1-formas

dz' = dx' +idy", dz*" = dat — dy' (A4)
que trivialmente satisfacen
< dz'9; >= 6", < dz*"|0;. >= 6" ., < d2'|0j, >=<dz*"|0; >=0. (A5)
En esta base el tensor J estd dado por
J =idz' ® 0; — idz*" @ O . (A.6)
A través de €l podemos construir dos proyectores

Pen™ == (60" FiTm"™) (A7)

DO | —

que proyectan, respectivamente, las componentes holomorfas y antiholomorfas de tensores.

Asi mismo, en una variedad compleja la derivada exterior d puede descomponerse en los opera-
dores de Dolbeault 0, 0*

d=0+0", (A.8)
que acttian sobre (p+q)-formas a”% con p indices holomorfos y ¢ antiholomorfos segtin

1 . . . . -k
o) = P10 — _— g, @) d2' Ndz"" A ... ANdz' Ad2 N dzMe (A.9)

p|q| ? il...ipif...iz

9 P9 = Patl) — _(_1)7’81*04?&3 i
p'q' 1--ipi}...

Dichos operadores satisfacen las siguientes propiedades

2N A LN NdZT NN (A0)

?=00+00=0*=0. (A.11)
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A.2. Variedades Hermiticas

Una variedad compleja es Hermitica si esta equipada con una métrica Riemanniana G que satisface,

para los vectores &, 1) cualesquiera

G(TETn) =G(En) = Tn?Tn"Gpg = Gun (A.12)

en cuyo caso la métrica G se dice Hermitica. Esta propiedad puede escribirse como
Gmn = (P—mpP+nq+P+mpP—n q) gpq, (A13)

lo que implica que, en coordenadas complejas, una métrica Hermitica tiene tnicamente dos tipos de

componentes, G;;+ y G;;, con lo que siempre puede escribirse
ds® = gij*dzi ®dz*" + gi*jjdz*i* ®dz'. (A.14)

Toda variedad compleja admite una métrica Hermitica. En efecto, puesto que toda variedad admite una

métrica de Riemann g,,,,, entonces en todo caso es posible construir una métrica G,,,, de la forma

1
gmn = 5 (gmn + jm an quQ) ) (A15)

que es automaticamente Hermitica por construccién.

En una variedad Hermitica se define la 2-forma de Rdhler w a través de su accién sobre dos

vectores £ y 1

w(&n) =G (TEn) - (A.16)

En términos de sus componentes, la forma de Kahler esta dada por
Winn = JIm pgpna Wijx = —Wjrg = igij* . (A-17)

La forma producto w A ... A w (d veces) no se anula en ningtn punto de la variedad, constituyendo una
forma de volumen. Por lo que toda variedad hermitica es orientable. Asi mismo, como toda variedad
compleja admite una métrica hermitica a través de la cual se puede definir la forma Rahler, se sigue que
toda variedad compleja es orientable.
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A.3. Variedades de Kahler

Una variedad de Rihler es una variedad Hermitica cuya forma de Réhler es cerrada
dw = 0. (A.18)

En este caso, la métrica Hermitica G se dice una métrica de Kdhler. De esta manera, una variedad de
Réhler es una variedad Riemanniana (G), Compleja () y Simpléctica (w), incorporando de una manera

compatible (G(-, ) = w(+, J-)) las tres estructuras bésicas de la geometria diferencial.

Expandiendo (A.18) en términos de los operadores de Dolbeault (A.8 - A.10) y usando (A.17)
encontramos

En cada carta U, de la variedad, estas ecuaciones tienen como solucién (local)
Gije = 0i0;:K(z) , (A.20)

para cierta funcién real K(,)(Z, Z*)*', llamada potencial de Kdhler. La expresién para el potencial de

Rahler no es tnica, ya que (A.20) es invariante bajo transformaciones de Kihler
(2, 27) = Kw)(Z,Z7) + N Z) + X" (Z7), (A.21)

donde A\(Z) es cualquier funcién holomorfa de las coordenadas complejas Z°.

Las componentes no nulas de la conexién (Levi-Civita) y el tensor de Ricci asociados a la métrica

Réhler vienen dados por
Fij,k — gkl*aigjl* s Fz*j* k* — gk*lai*gj*l R (A22)

1
R = 581-8]-* (logdetG) . (A.23)
La forma de Ricci se define segtin
R=iRdZ' NdZ" . (A.24)

Se comprueba facilmente que ésta es una forma real R* = R y cerrada dR = 0. R define un elemento
no trivial del segundo grupo de cohomologia de la variedad [R/27] € H?*(M;R) conocido como
primera clase de Chern de la variedad: ¢; (M) = [R/27].

21En las variedades de Kahler usaremos letras maytsculas para las coordenadas complejas 2* — Z*
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A4. Variedades de Réhler-Hodge

En una variedad de Réhler es posible definir objetos que transformen de manera no trivial bajo
transformaciones de Kahler. Decimos que un objeto W(Z, Z*) (donde no indicamos posibles indices

tensoriales) tiene peso Réhler (g, ¢) si bajo (A.21) se comporta como
U = o~ ()2 (A.25)

Por ejemplo, de acuerdo a esta definicién, e* tiene peso Kahler (—2, —2). La derivada covariante de

Réhler que actda sobre estos objetos estd dada por

siendo V la derivada covariante estandar asociada a la conexion (A.22) y Q la 1-forma de Kéahler, definida

en cada carta Uy

/l: *
Q) = —5(0 = 0)Ke) - (A.27)
Un caso de especial interés se da para campos con ¢ = —¢, cuyas transformaciones de Rahler son de
tipo U(1)
P = ¢TIy (A.28)

La estructura compatible con estos campos cuando ¢ = 1 es un fibrado lineal complejo %* L' — M
sobre la variedad de Réhler M, y la consistencia de esta construccion requiere que la primera clase de
Chern del fibrado L' — M (dada por la 2-forma de Ricci R de la métrica de la fibra) sea igual a la

2-forma de Rahler w. Estas estructuras se conocen como variedades de Rihler-Hodge.

La variedad parametrizada por los escalares complejos de los multipletes quirales de la teorfa de
Supergravedad N' = 1,d = 4 debe ser Kéhler-Hodge. En esta teoria, objetos como el superpotencial
y los espinores tienen definido un peso de Rahler no trivial, transformando como secciones del fibrado.
Una variedad Réhler-Hodge proporciona el punto de partida formal para la definicién de variedad de
Kahler Especial, que aparece en la variedad parametrizada por los escalares (complejos) en Supergravedad
N = 2,d = 4. Puesto que supersimetria N' = 2 incluye supersimetria A" = 1, una variedad de Kéhler

Especial es también Rahler-Hodge, aunque debera satisfacer condiciones adicionales.

22Un fibrado lineal complejo es un fibrado vectorial complejo de rango 1 sobre la variedad compleja M tal que la
proyeccién 7 : Lt — M es holomorfa.
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A5. Geometria de Rahler Especial

Geometria de Rahler Especial es la estructura que da soporte a los acoplamientos entre los campos
de los ny supermultipletes en Supergravedad N = 2,d = 4. Estos acoplamientos estan codificados
en varies funciones de los escalares complejos: el potencial Rahler K y sus derivadas, la matriz periodo
Ny, la seccion simpléctica canénica V y su derivada covariante de Kéhler I4;. Ademas, en los casos en
que la teorfa estd gaugeada, algunos acoplamientos vienen dictados por los vectores de Killing holomorfos
K 4 y sus mapas de momento asociados P4. A continuacién detallaremos como se definen estos objetos

asi como algunas de sus aplicaciones que nos seran de utilidad.

A.5.1. Variedad de Rahler Especial

Consideremos una variedad Kéhler-Hodge L' — M de dimensién compleja ny y un fibrado
2n-dimensional (7 = ny + 1) SM — M con grupo de estructura Sp(27; R). El fibrado producto
SV = SM® L' — M serd una variedad de Kihler Especial si existe una seccién V 23 de ese fibrado,
llamada seccion simpléctica candnica, satisfaciendo las siguientes propiedades

(V| V) = LMy - LM = —i,
EA
V= — < DpV = (0p +30,K)V =0, (A.29)
M
DV |V) = U|V)=0.

\

Con A =0, ..., ny. Estas relaciones imponen restricciones en la seccién simpléctica, que debe describir
tinicamente ny grados de libertad (complejos), correspondientes a los escalares Z°. En efecto, la seccién
simpléctica V' puede entenderse como una descripcién muy redundante de los escalares Z° a través de
2ny + 2 funciones. Sin embargo esta estructura contiene una gran cantidad de informacién, hasta el
punto de que V define por completo el modelo de Supergravedad A = 2, d = 4 bajo consideracion.
La lista de propiedades matemdticas implicadas por (A.29) es extensa (ver por ejemplo [2]). En
este trabajo nos centraremos tnicamente en la aplicacion de esta estructura para construir una teorfa de

supergravedad.

23Nétese que ser una seccién del fibrado SM ® L' — M implica que V tiene peso Kahler ¢ = 1
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A5.2. El prepotencial F
La derivada covariante de la seccién canénica V puede escribirse de la forma
DY = e X0, (V) = U, DV = V20, (eM?V) =0, (A.30)
con lo que resulta interesante definir una nueva seccién, €2, como

Q=e*"p. (A.31)

Por construccion, €2 es una seccién simpléctica holomorfa de peso Kahler (2, 0), puesto que e=*/2 y

V tienen peso (1,1) y (1, —1) respectivamente. En términos de €2, las propiedades que definen una

variedad Especial Rahler (A.29) toman la forma

((Q|Q) = XMFy—XAF = —ie X
XA
Q:( ) — < 00 = 0, (A.32)
A
L @) = 0.

Definimos por otro lado la matriz periodo Nax a través de las propiedades
MA = ./\/’Azﬁz s DZMA = NXEDZ,CE . (A33)

La matriz periodo es simétrica y su parte imaginaria JmAx, es invertible y definida negativa. Este
objeto aparece en el término cinética de los campos vectoriales en acciones de supergravedad. Asi mismo

definimos el tensor C simétrico de 3 indices y peso Rahler 2

Debido a la ya mencionada redundancia en la descripcion de las ny coordenandas complejas a
través de las secciones simplécticas, es posible asumir que los componentes inferiores F, de €2 dependen
de las coordenadas Z? sélo a través de los componentes superiores X*. Si utilizamos esto en la tltima

de las expresiones de (A.32) es posible llegar a

—0, (A.35)

0 (X>F
0; [2.7:/\ — —(8XA Z)]
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cuya solucién genérica es

OF(X)
Fa = N (A.36)
donde hemos definido el prepotencial F(X') como
1
F(X) = 5)(2?2(2(). (A.37)
Combinando estas dos tltimas expresiones se tiene
oOF
xh =2 A.
BET F, (A.38)

lo cual implica que el prepotencial F es homogéneo de grado dos en los X's.

La existencia de un prepotencial puede ser siempre asumida. Por supuesto, la solucion genérica
(y por tanto el prepotencial) podria no existir para una cierta seccién holomorfa €2. Sin embargo, en
[45] fue demostrado que para todo €2 siempre hay una transformacién simpléctica Sp(2n, R) tal que el

prepotencial existe, que se correspondera con un cambio de coordenadas en la variedad escalar.

El prepotencial proporciona una alternativa a las secciones simplécticas (€2, V) a la hora de ca-
racterizar una geometria de Kahler Especial. Todo lo que se necesita es una eleccién de coordenadas Z°
para expresar las X* como funciones holomorfas de éstas. Una opcién recurrente es usar las conocidas

como coordenadas especiales
Z'=X"X°, X0 =1. (A.39)

Una transformacién de Kéhler dejarfa la primera ecuacién invariante, mientras que X se convertirfa en
una funcién holomorfa arbitraria.
A.5.3. Pasos para la construccion de una geometria de Rahler Especial

Los pasos para reconstruir la geometria de Rahler Especial relacionada con el supermultiplete
vectorial de una teorfa de Supergravedad N' = 2, d = 4 partiendo desde F(X'), una funcién holomorfa

de grado dos de las ny + 1 variables X son:

1. Construir la seccién simpléctica holomorfa €2, usando (A.36)

OF(X) P

44



A COMPLEMENTOS MATEMATICOS

2. Construir el potencial de Rahler a partir de (A.32)

e X =i (XN Fy — Frxh) . (A.41)

3. La seccién simpléctica canoénica V viene dada por

V=020 (A.42)

4. Obtenemos la matriz periodo como

ImFan XY TmFes XY

Nas = Fig +2i XV may XY ’ (A43)
donde hemos definido o
]:Al---An = W . (A44‘)

5. El tensor C tiene la forma
Ciji. = <0220, X% 0, X Fasq - (A.45)
A.5.4. Isometrias holomorfas de variedades de Rahler

Llegados a este punto resulta natural considerar los cambios de coordenadas Z! = f*(Z) que

dejan la métrica Kaler invariante. Estas son generadas por las componentes
57" = ek (2), 0k (Z) =0, (A.46)

de los vectores de Killing holomorfos K4(Z, Z*) = k'%(2)0; + k% (Z*)0;-. Estas transformaciones

preservan la estructura de Kahler si la derivada de Lie del potencial /C con respecto a K 4 satisface
LK = ks 0K + k570K = Ma(Z) + X(Z7), (A.47)
Esto lleva a la conservacion de la 2-forma de Kahler w
L4(w)=0. (A.48)

Ademés debido a que w es cerrado, se tiene localmente £ 4 (w) = d(i,w). Por tanto, las preservacién de
la estructura Kahler implica la existencia local de un set de 0-formas reales P4 conocidas como mapas

de momento tales que
ikAw = dPA s (A49)

45



A COMPLEMENTOS MATEMATICOS

con solucién local

iPa=ks 0K — My (A.50)

Los mapas de momento pueden entenderse como el prepotencial desde el cual los vectores de Killing

pueden derivarse

kai- = 10pPa, (A.51)

motivo por el cual en ocasiones se les llama prepotenciales de Rilling.

A5.5. Modelos ST[2,n]

Un modelo ST[2,n] es un tipo especial de modelo cabico®* con ny = n + 1 supermultipletes
vectoriales que, como todo modelo ctbico, puede embeberse en Teoria de Cuerdas tipo II compactificada
sobre una variedad de Calabi-Yau de dimension compleja 3. También aparecen estos modelos cuando

se considera la compactificacién en S' de Supergravedad N' = 1, d = 5.

La particularidad de los modelos ST[2, n| estriba en el tensor d;;x, cuyos tnicos componentes no
nulos son dyas = Nas, con (1.3) = diag(+ — - - - —) y donde los indices «,  toman n valores entre
2yny.

En estos modelos el escalar Z! = X1 /X juega un papel especial, parametrizando un espacio
de clases laterales SL(2, R)/SO(2). Es conocido como azxidilatén, denoténdolo como 7. Para el resto

de escalares mantenemos la notacién estindar Z* = X*/X° o = 2,--- , n. Estos parametrizan un
espacio de clases laterales SO(2,n)/(SO(2) xSO(n)).

Usando esta notacién y fijando el gauge X° = 1, la seccién simpléctica canénica €2, el potencial

de Rahler K y los componentes de la 1-forma de Rahler Q; y la métrica Rahler G;;- vienen dados por

24Un modelo cibico estd caracterizado porque el prepotencial de la variedad de Kéhler Especial es de la forma
= %ijk 310 -
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1
.
ch
Q = L gags | e ® = 4ASm7 7,Sm Z* Sm Z°,
27 "ap
_%na,BZaZﬂ
—7'7704625
1 NapSm 27
Q’T = ) Qa - of 5
43m T 21,5Sm Z7 Ym 29
G _ 1 G Ny Sm 2T 77,36%“126 Nap
T A(Smr)Y T o SmZe SmZeP | 20,Sm 2 Sm 2P
(A52)

El potencial de Rahler ha de ser real, lo que impone restricciones a los valores de los escalares. El

modelo tiene entonces dos posibles ramas, distinguidas por

Sm7 >0, NapSM Z% Sm Z° > 0, (A53)

SmT <0, NasSM Z* Sm Z° < 0, (A.54)

que deben ser consideradas independientemente, y serdn distinguidas mediante el uso de los indices

+ y — respectivamente.

Solamente el subgrupo SO(1,n) C SO(2,n) actda en la representacion fundamental de las coor-
denadas especiales Z“. El grupo SO(3) actia en la adjunta sobre las coordenadas « (por ejemplo
a = 3,4,5) si n > 4. Por simplicidad consideramos el caso mas simple que permite esta isome-
tria, es decir n = 4. Denotaremos los indices & = 3,4,5 como a, b, --- = 1,2, 3, escribiendo en un
abuso de notacién Z% en lugar de Z%2 para Z3, Z4yZ>. Los generadores y constantes de estructura

del dlgebra s0(3) y su accién sobre los escalares son

(T)e = faek = —€ae 602" = a’(T})" . Z° = —€ape’ Z¢ = a°ky*(Z), (A.55)

47



B EL MONOPOLO DE WU-YANG

(T y Z* son inertes a esta transformacién) lo que significa que los vectores de Killing y sus mapas de

momento asociados han de ser

€abe Zb 7% c*

kabZ:aczcu a— — .
(2) = ar P NapSM Zo Sm 2P

(A.56)

IS

El potencial escalar presenta una estructura complicada. Puesto que su forma exacta no es necesaria

en este trabajo no la explicitamos aqui.

B. El monopolo de Wu-Yang

El monopolo de Wu-Yang SU(2) [33] es una solucién de la teorfa Yang-Mills SU(2) que puede
obtenerse a través del embebimiento del monopolo de Dirac en SU(2) a través de una transformacién

gauge singular. Para dejar clara nuestra notacion comenzamos revisando la construccién de Dirac.

B.1. El monopolo de Dirac

El campo U(1) del monopolo de Dirac, que denotaremos como B, se define imponiendo que ha

de satisfacer la ecuacién del monopolo de Dirac?®, que puede escribirse de varias formas

F(B) = dB = *gd—— — — 402 20 By = — ey (B.1)
- BC)) 297 - 29 ) [mPn] = 2g5mnpr3 ) .
donde d©? es la 2-forma de volumen de una 2-esfera de radio unidad
m n p
d0® = —Lle, T aT A dS = sinfdo A dy. (B.2)
roor r

El valor de la carga magnética ha sido fijado a g~!. La ecuacién (B.1) no admite una solucién global

regular. Las expresiones BT y B~
1
B®) = —2—((3089 F D)dyp, (B.3)
g

son soluciones locales regulares en todo el espacio salvo en el eje x® negativo (respectivamente positivo). A

esta linea singular se le conoce como cuerda de Dirac. Una solucién globalmente regular puede construirse

25Esta no es otra que la versién abeliana de la ecuacién de Bogomol'nyi
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usando B* en cada uno de los hemisferios y relacionédndolos en las regiones de solape usando una
transformacion gauge

1
BW _ ) — _g (—s@) , (B4)
g

Resulta 1til disponer de la expresién del monopolo de Dirac en coordenadas cartesianas,

B(i) — i [(0707 :Fl) X (xlva’x3)] (B 5)
2 r2(r + z3) ’ '

donde la singularidad en » = F22 es evidente. En esta forma, uno puede facilmente cambiar la posicién
del monopolo de Dirac desde el origen hasta un punto arbitrario x(, y la posicién de la cuerda de Dirac
desde la semirrecta que empieza en el origen y se dirige en la direccién —(0, 0, F1) a la semirrecta que

parte de z{" y tiene la direccién s™ relativa a ese punto:

1 m ., m\ — m ,n D
B<s>:_(1_8_u_) e g (B56)
29 5 u S U U
con
ut =™ -y, ur=u"u™,  sP =" (B.7)

B.2. Desde el monopolo de Dirac hasta el monopolo de Wu-Yang SU(2)

Consideremos la solucién abeliana B* de la ecuacién (B.3) y su embebimiento en SU(2) como la

tercera componente del campo vectorial gauge
AWM = 2By F(AM) =2F(B)Ts. (B.8)

La transformacién gauge SU(2), que es evidentemente singular en el eje 2% negativo,

U = ﬁ 1+ =42 (§T2 = %Tl)} , (B.9)

hace desaparecer la cuerda de Dirac y relaciona el campo gauge A+ con
1 " 1

A= e da™T,, A = UOAUS) 4 ZquHUD) (B.10)
qr r )

que es el campo vectorial gauge del monopolo de Wu-Yang SU(2). Este campo es una solucién clasica
de la teorfa de Yang-Mills SU(2) pura.
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Esta construccion puede generalizarse a posiciones arbitrarias del monopolo y cuerda de Dirac. Si

consideramos el embebimiento de la solucién B de (B.6) en SU(2)

AW = 9B 25 ap (B.11)
s
Es facil comprobar que la transformacién gauge
1 m m m n
v = I e B.12)
9 (1 _ ﬂﬁ) S U S Uu

lo relaciona con el mismo campo del monopolo de Wu-Yang de (B.10) mediante

1
A = U AU~ 4 Zque)(U)) L (B.13)
g
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