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Introduccion

El Modelo Estandar de las interacciones fundamentales da una descripcién completa,
de las interacciones de las particulas elementales hasta la escala de energias a la que
ha sido verificado experimentalmente. Pero, ;qué sucede mas alla de esta escala de
energias? Una posibilidad es que siga siendo vélido para energias mucho més altas,
pero también podria ser que este modelo necesitase algunas modificaciones al ir a
escalas de energia mucho mayores que las que hoy en dia pueden alcanzarse en los
aceleradores.

El Modelo Estandar es basicamente una teoria cuantica relativista de campos
de Yang-Mills cuyo grupo es SU(3) x SU(2) x U(1), en el que el grupo SU(3) es
el de las interacciones fuertes y SU(2) x U(1) el de las interacciones electrodébiles.
Las interacciones gravitatorias vienen descritas por una teoria cldsica (es decir, no
cuantizada): la Relatividad General.

Uno de los ingredientes fundamentales del Modelo Estandar es el fenomeno de la
ruptura espontanea de simetria que separa a bajas energias las interacciones débiles
de las electromagnéticas. Invirtiendo el punto de vista, podemos hablar de unifi-
cacién de las interacciones electromagnética y débil a altas energias. Esta seria la
ultima de las unificaciones que constituyen la historia de la fisica (la inmediatamente
anterior seria la unificacién de la electricidad y el magnetismo lograda por Maxwell).

Es natural intentar avanzar en la unificacion de las interacciones. Esta es una de
las ideas que ha prevalecido en la fisica tedrica del siglo XX. La siguiente unificacién
que parece mas natural es la de la fuerza fuerte con la electrodébil (ambas son teorias
de Yang-Mills). Asi se ha propuesto que los respectivos grupos gauge son en realidad
subgrupos de un grupo mas grande que sufre una ruptura espontanea de simetria a
escalas de energia mas altas que la de unificacién eletrodébil. La hipétesis de que el
grupo SU(3) x SU(2) x U(1) estd contenido en un grupo gauge (semisimple) mas
grande se ha dado en conocer como gran unificacion.

En el marco de las teorias de gran unificacién las tres constantes de acoplo del
Modelo Estdndar se unifican a una escala de energia del orden de 10'% GeV, que es
la escala a la que tiene lugar la ruptura de simetria del grupo gauge que contiene al
SU(3) x SU(2) x U(1) del Modelo Estandar. La idea de que se pueda producir una
unificaciéon a una escala de energias tan elevada es una posibilidad muy atractiva
pero también plantea sus propios problemas, como vamos a ver.

Existe otra escala de energia enorme en teoria cuantica campos: la escala a la
que la atracciéon gravitatoria entre las particulas elementales se vuelve comparable
con el resto de las posibles interacciones (fuerte, débil, electromagnética) entre éstas.
Convencionalmente definimos la escala de Planck como la escala de energia a la que
la interaccién gravitatoria entre las particulas es del orden de la unidad:

Gy -1/2
M = <%> ~ 10"GeV . (1)
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Sin embargo, incluso a escalas de energia del orden de 10'® GeV, la atraccién
gravitatoria entre las particulas es comparable a la fuerza gauge debida a los bosones
de una teoria de gran unificacién. Aunque esta escala es todavia mayor que aquélla
a la que se unifican las constantes de acoplo del Modelo Estandar, puede parecer
razonable esperar que la gran unificacion esté relacionada de alguna forma con la
unificaciéon de la gravedad al resto de las interacciones de la fisica de particulas
elementales.

Por otro lado, la introduccién de una escala de energias tan elevada en fisica
conduce directamente a algunos problemas conceptuales. El primer problema que
inmediatamente nos encontramos cuando consideramos extensiones de gran unifi-
cacién del Modelo Estandar es la masa del bosén de Higgs. De alguna forma nece-
sitamos romper el grupo SU(2) x U(1). Una posibilidad es considerar que esta
ruptura se debe a la existencia de un campo escalar fundamental cuyo valor espera-
do de vacio (vev) es distinto de cero, o incluso podriamos pensar en un nuevo sector
de particulas con una determinada dinamica.

Si SU(2) x U(1) se rompiese gracias a un vev distinto de cero de un campo
escalar elemental', entonces dicho campo escalar deberfa formar parte de la teoria
de gran unificacién. Esto nos lleva a un problema conceptual importante. Para
producir un vev adecuado que reproduzca las masas observadas de los bosones W'y
Z, el campo escalar de Higgs debe tener un término de masa negativa del orden de
—u? ~ —(100GeV)?2. Desafortunadamente, la (masa)? de un campo escalar recibe
renormalizaciones aditivas. En una teoria con una escala de cut-off A, u? puede
ser mucho més pequefa que A? si y sélo si la masa desnuda del campo escalar es
del orden de —\2, y este valor se reduce a —u? debido a correcciones radiativas.
Si consideramos que la Naturaleza contiene las enormes escalas de energia de gran
unificacion, tenemos que considerar que un valor adecuado para el cut-off A deberia
ser del orden de 10'® GeV o mayor. En definitiva, la (masa)? del bosén de Higgs
estd 28 (o més) 6rdenes de magnitud por debajo de su valor natural, es decir, que
la masa del campo Higgs es mucho mds pequena que la escala de gran unificacion.
Esta cuestiéon que surge en teorias de gran unificacion es lo que se ha dado en llamar
el problema de las jerarquias gauge.

La enorme escala de energias que introducen las teorias de gran unificacion in-
troduce otro problema ademads del de la masa del bosén de Higgs. Al cuantizar
una teoria de campos escalares libres, la densidad de energia de vacio recibe una
contribucién positiva e infinita de las energias zero-point de los distintos modos de
oscilacién. Si la escala del cut-off es A\, esta energia zero-point viene aproximada-
mente dada por:

(03[0} ~ A%, (2)

siendo ‘H el Hamiltoniano. La ruptura espontanea de simetria da lugar a una con-
tribucion finita de la densidad de energia de vacio de la forma

(0[#[0) ~ —cv®, 3)

siendo ¢ una constante adimensional y v el vev. De esta forma, podriamos esperar
que tanto la ruptura espontdnea de la simetria de la interaccién electrodébil SU(2) x
U(1) como la de la simetria quiral de la interaccién fuerte podrian dar lugar a una
modificacion de la densidad de la energia de vacio.

1Esta es la opcién que mejor parece concordar con los datos experimentales.



En los experimentos de fisica de particulas elementales no podemos observar tales
modificaciones de la energia de vacio. Por ejemplo, las masas de particulas medidas
experimentalmente son diferencias de energia entre el vacio y ciertos estados excita-
dos de H, lo que implica que no podemos medir el valor real de la energia absoluta
de vacio. Sin embargo, existe un método mediante el cual quizas podriamos observar
la energia de vacio: acoplando esta energia a la gravedad, puesto que en gravitacién
si que hay una escala absoluta de energias. Segun la Relatividad General, el tensor
de energia-momento 7}, de la materia es la fuente del campo gravitatorio. Se acep-
ta comunmente que una densidad de energia de vacio (0|#|0) = A contribuye a la
fuente con un término proporcional a A de la forma:

Ty =N (Tw)+Agu - (4)

Aqui hemos separado T}, en dos partes: N (7),,) es la parte cuyo vev es cero, y
Ag,. es la parte que contribuye a la energia de vacio. Este ultimo término tiene
la forma de una constante cosmolégica en las ecuaciones de Einstein, y, por tanto,
afectara potencialmente a la expansion del universo. Las ecuaciones de Einstein con
constante cosmoldgica vienen dadas por:

R, — %g,w R + % Apguw = 87 G Ty (5)

siendo G¥ la constante de Newton en d dimensiones y Ap la constante cosmolégica
puramente gravitatoria®. De esta forma, podemos considerar que la constante cos-
moldgica se renormaliza, es decir, que la constante cosmoldgica efectiva A,y serd

167 G(4)
Ap — 626D 4

Las medidas que se han llevado a cabo acerca de la expansién cosmologica excluyen
una constante cosmolégica grande. De hecho, sabemos que A.s es menor que ~
(107 GeV)*. No se entiende por qué la constante cosmoldgica que observamos es
mucho mas pequena que los ajustes a la energia de vacio generados por transiciones
de fase conocidas en fisica de particulas y las energias de vacio de la teoria de campos.
Hay 120 6rdenes de magnitud de diferencia entre la cota experimental para Ay y el
valor A que se obtiene a partir de teoria de campos, lo que requiere una cancelacién
extraordinariamente precisa (y poco natural) entre A y Ag. Este problema se conoce
como el problema de la constante cosmoldgica.

Se han propuesto varias soluciones a estos dos problemas (jerarquias gauge y con-
stante cosmolGgica). Una de las més interesantes es la introduccién de supersimetria
que, sin embargo, produce nuevos problemas (en particular el de la propia ruptura
de supersimetria). No vamos a hablar aqui de esta posibilidad sino de una clase de
escenarios en los que estos dos problemas se resuelven a través de la introduccion
de dimensiones espaciales extra.

La introduccién de dimensiones espaciales tiene una larga historia que se remonta
a los trabajos de Kaluza, Klein, Einstein y Rosen. Originalmente, su motivacién era
la unificacion de la gravitacion con el electromagnetismo. Muy posteriormente se
utilizaron para unificar la gravitacién con las interacciones gauge conocidas. Mas
recientemente han aparecido de forma natural en las teorias de supercuerdas, que
estdn bien definidas en 10 dimensiones.

Al margen del éxito de estas teorias (cuyos problemas incluyen los de las teorias
supersimétricas y de gran unificacion), es licito preguntarse de forma general cudntas

2 Desnuda.



dimensiones tiene realmente nuestro universo y céomo, si tiene mas de 4, s6lo vemos
estas 4.

Si el universo tuviera méas de 4 dimensiones no compactas en las cuales se propa-
gase la gravedad, la primera consecuencia seria una modificacién de la ley de Newton
de la Gravitacion Universal ya que el potencial estatico gravitatorio sigue una ley
V(r) ~ 1/7(@3) siendo d el niimero de dimensiones del espacio-tiempo. Los exper-
imentos sobre el comportamiento de la gravedad que se han llevado a cabo hasta
nuestros dias siempre han verificado satisfactoriamente la ley de Newton, excepto a
distancias muy pequenas, donde es muy dificil hacer medidas.

Hasta ahora, la tinica solucién a conocida a este problema era la compactificacion
a la Kaluza-Klein que consiste en suponer que el espacio-tiempo es producto de dos
subespacios. Uno de estos subespacios representaria el espacio-tiempo 4-dimensional
no compacto que describe el universo que observamos, mientras que el otro sube-
spacio es compacto y muy pequefio, de forma que no podriamos percibirlo. Los
gravitones que se mueven en las direcciones compactas tienen el momento cuan-
tizado y se manifiestan en las 4 dimensiones visibles como una espectro discreto
(pero infinito) de gravitones masivos. El primer estado masivo estd separado del
estado sin masa por una energia inversamente proporcional al volumen del subespa-
cio compacto. Haciendo a éste muy pequefio las contribuciones de los gravitones
masivos a la ley de Newton son despreciables excepto a muy pequenas distancias
(energias comparables a las del primer estado masivo), donde estas desviaciones no
estan excluidas experimentalmente.

Hace dos afnios se propuso una solucion al problema de las jerarquias gauge basado
en la existencia de dimensiones extra. En los modelos mas sencillos, el espacio-
tiempo es H-dimensional, y contiene una hipersuperficie 4-dimensional, que se ha
dado en llamar 3-brana, que contiene el universo que conocemos. Sin embargo, estos
modelos no resolvian el problema que acabamos de explicar, que es fundamental.

Randall y Sundrum han propuesto mds recientemente un modelo de este tipo
para resolver el problema de las jerarquias gauge [1]. El modelo incluye una segunda
3-brana y el espacio-tiempo 5-dimensional estarfa limitado por ambas 3-branas®. La
dimension extra seria compacta, aunque no seria una variedad diferenciable como
en las teorias usuales de Kaluza-Klein sino un orbifold, y de nuevo se tendria un
espectro masivo discreto de gravitones en 4 dimensiones. En un segundo articulo
observaron que si se eliminara la segunda 3-brana, aunque el espectro de gravitones
masivos seria continuo, por un lado el modo sin masa estaria confinado en la 3-brana
dando lugar a una interaccién gravitatoria 4-dimensional acorde a la ley de Newton.

Este tipo de modelos de Randall-Sundrum son, pues, una alternativa a la com-
pactificacién a la Kaluza-Klein. En este trabajo vamos a estudiar los modelos orig-
inales de Randall y Sundrum, vamos a buscar generalizaciones y vamos a ver como
podrian ademds resolver el problema de la constante cosmolégica. A continuacion
hacemos un resumen detallado de los contenidos de esta tesina.

En el capitulo 1 estudiamos los modelos que propusieron originalmente Randall
y Sundrum [1, 2].

El primer modelo [1] se propuso, como hemos dicho, con la idea de entender el
problema de las jerarquias gauge desde un punto de vista diferente. Veremos cémo la
escala débil es generada por una escala del orden de la escala de Planck por medio de

3Este modelo est4 en cierto sentido inspirado en el de Horawa y Witten para obtener la cuerda
heterética a partir de la teoria M.



un factor exponencial debido a la métrica 5-dimensional que no es factorizable, y que
serd un trozo de aDS. Béasicamente, este mecanismo se fundamenta en la existencia
de una dimensién extra. En definitiva, el escenario en el que este problema se ve
resuelto serd un trozo de aDS5 entre dos 3-branas. Una de estas 3-branas, a la que
llamameremos oculta, contiene los campos del Modelo Estandar.

En el segundo modelo [2], muy similar al anterior, analizaremos cémo la gravedad
en cuatro dimensiones se ve confinada en la 3-brana. El escenario en este caso es
una 3-brana en aD.Ss, donde la quinta dimension es, en principio, semi-infinita. Por
tanto, en este caso tenemos un escenario con cinco dimensiones no compactas. El
confinamiento de la gravedad se debe a que existe un estado ligado del gravitén
5-dimensional que estd localizado sobre la 3-brana. Aparte del estado ligado, existe
un espectro de Kaluza-Klein continuo (es decir, una torre de gravitones masivos).
El estado ligado reproduce perfectamente la Ley de Newton, mientras que los modos
masivos dan lugar a una correccion muy pequena a la misma.

Los modelos de Randall-Sundrum consideran que el espacio-tiempo en cuatro
dimensiones es el espacio-tiempo de Minkowski. Es inmediato generalizar estos
escenarios al caso en que la brana sea curva; la tinica condicion que debe satisfacerse
es que el espacio 4-dimensional sea Ricci-flat, es decir, que el tensor de Ricci asociado
a la métrica en cuatro dimensiones sea cero [17, 19, 20].

El propésito de la seccion 2.1 es generalizar estos modelos a aquellos casos en los
que la curvatura de la brana pueda ser no nula, lo que basicamente significa que ésta
pueda albergar una constante cosmoldgica distinta de cero [3, 16]. Consideraremos
también la posibilidad de que la constante cosmoldgica 5-dimensional pueda ser
positiva, negativa o cero, a fin de obtener todos los posibles escenarios. Una de
las propiedades mas importantes de estas soluciones es que cuando la métrica en
cuatro dimensiones es maximalmente simétrica (y es, por tanto, el vacio de la teoria
efectiva 4-dimensional), entonces la métrica correspondiente en cinco dimensiones
es también maximalmente simétrica (es decir, el vacio 5-dimensional).

En la seccién 2.3 centraremos nuestro estudio en las propiedades de supersimetria
de los escenarios tipo Randall-Sundrum que construimos en la seccién 2.1 [3]. No
todos los escenarios posibles (dependiendo de las constantes cosmoldgicas en cua-
tro y cinco dimensiones) pueden ser supersimétricos. De hecho, antes de introducir
las fuentes (branas), Unicamente existen dos casos en los que se puede tener su-
persimetria no rota: el escenario original de Randall y Sundrum, y un escenario
con constante cosmoldgica 5-dimensional nula y De Sitter en cuatro dimensiones.
En ambos casos, la cantidad de supersimetria preservada dependera de la métrica
4-dimensional. Si ésta es maximalmente simétrica, entonces la supersimetria preser-
vada serd maximal.

Al introducir las branas rompemos la supersimetria en el bulk (espacio entre
las branas). Sin embargo, en estos casos la supersimetria en el bulk no se rompe
localmente, ya que la solucion es ahi igual que si no existieran las branas. Pero
queremos que la supersimetria no rota sea global, y no s6lamente entre las branas.
Esto requiere, de nuevo, considerar que las constantes cosmolégicas son en realidad
constantes a intervalos, es decir, que éstas puedan ser diferentes a ambos lados de
la brana. La condicién necesaria para tener supersimetria global no rota serd poder
empalmar las soluciones de la ecuacion de Killing a ambos lados de la brana. Esta
condicién implica directamente que la constante cosmolégica 4-dimensional debe
ser nula. Esto no crea problemas en el caso de Randall-Sundrum, aunque resulta
imprescindible imponer una condicién sobre el espinor de Killing, una proyeccion



que rompe la mitad de la supersimetria. En el segundo caso, por el contrario, toda
la supersimetria se rompe a no ser que la solucién sea trivial.

Llegados a este punto, nos planteamos si podemos reproducir los modelos de
Randall-Sundrum utilizando una formulacién que nos acerque a las teorias de cuer-
das. La idea consiste en encontrar una formulacion de estos escenarios utilizando
una accion efectiva de una brana que se comporte como una fuente para la solu-
cion de Randall-Sundrum. Partimos de la base de que una constante puede verse
como el dual de una (d — 1)-forma potencial. La ecuacién de movimiento para el
tensor de campo asociado a este potencial implica directamente que el dual de éste
es constante a intervalos. Por tanto, la idea consiste en que podemos formular nues-
tra teoria utilizando un tensor de campo en vez de la constante cosmoldgica. Esta
misma filosoffa se utilizé en el caso de la teoria IIA masiva de Romans [8], en la
que podemos sustituir el parametro de masa por un potencial al que se acopla la
D8-brana [9].

Esta formulacién va a implicar una generalizacién de la teoria [3], dado que
ahora podemos tener soluciones en las que la constante cosmolégica es diferente en
distintas regiones del espacio-tiempo. Los puntos de discontinuidad en la constante
cosmoldgica serdn muros de dominio (defectos topoldgicos de dimensién d = (d —
1), siendo d la dimensién del espacio-tiempo en el que viven) que se comportan
como fuentes del potencial asociado al tensor de campo, el dual de la constante
cosmolégica. Interpretamos estos muros de dominio como los volimenes del universo
de (cz —2)-branas cargadas con este potencial. Trataremos esta cuestién en la seccién
2.4.

En el capitulo 3 introducimos el dilatén en los escenarios tipo Randall-Sundrum
[10, 11, 12, 13, 14, 15] con el objetivo de acercar aiin més estos modelos a las teorias
de cuerdas, ya que en estas teorias este campo escalar aparece de forma natural en
el espectro. La fisica de estos modelos es diferente que la de aquéllos sin dilaton,
ya que éste introduce una singularidad desnuda en el espacio 5-dimensional que
puede alcanzarse en tiempo finito. De nuevo, existird un estado ligado del gravitén
localizado en la brana, cuya funciéon de onda asociada decae al alejarse de ésta, es
decir, que la probabilidad de encontrar al garvitén fuera de la brana es muy pequeia.

Un problema importante que surge en los escenarios tipo Randall-Sundrum es
que la tension de la brana queda fijada en funcién de los pardametros de la teoria
5-dimensional. Si la tension de la brana cambia debido a fluctuaciones cuanticas, en-
tonces la alguno de estos pardmetros (o varios) también debe cambiar. Este resultado
no parece logico, ya que no resultaria natural que un parametro de la accién variase.
En la seccién 3.4 explicamos un mecanismo que podria resolver esta cuestién [10, 11],
y que ademads nos permitiria entender el problema de la constante cosmoldgica desde
una perspectiva diferente. El mecanismo se basa en acoplar un campo escalar a la
brana y a la gravedad (nos centraremos en el caso en el que el campo escalar es el
dilatén). La idea consiste en que este campo escalar se autoajuste para compensar
las variaciones de la tension de la brana. Veremos los diferentes casos en los que
este mecanismo se puede aplicar. En todos ellos, el dilatén absorbe las variaciones
de la tensién de la brana de forma que la constante cosmolégica 5-dimensional no
se ve afectada por estos cambios. Ademads, la constante cosmoldgica 4-dimensional
no varia. Si ésta es nula, seguird siendo nula, de modo que un observador que viva
en la brana no notara cambio alguno. La generalizacién de este mecanismo al caso
en el que la constante cosmolégica sobre la brana es distinta de cero [15] implica
que las variaciones en la tensién de la brana debidas a fluctuaciones cuanticas se



ven absorbidas por el campo escalar, la constante cosmolégica 4-dimensional y un
re-escaleo de la métrica, compensandose estos dos ultimos, de forma que en la teoria
efectiva en cuatro dimensiones todo pareceria seguir exactamente igual. Por tanto,
lo que estamos diciendo es que la constante cosmoldgica sobre la brana no esta rela-
cionada con la energia de vacio, sino que inicamente es la curvatura de la brana, es
decir, una propiedad puramente geométrica.

Nos preguntamos ahora cémo un observador que viva en 5 dimensiones ve un
objeto localizado en la brana. En concreto, centraremos nuestro interés en objetos
tipo agujero negro [17, 18, 19, 20|, aunque perfectamente pueden estudiarse otra
clase de soluciones®.

Nos centraremos primero en aquellas soluciones con constante cosmolégica nula
en cuatro dimensiones. Por simplicidad y a modo de ejemplo ilustrativo analizare-
mos el caso de un agujero negro tipo Schwarzschild en la brana. Esta solucion se
extenderd en la quinta dimensién dando lugar a una cuerda negra. De hecho, inter-
pretamos la solucién de Schwarzschild como la interseccion de esta cuerda negra con
la brana, induciendo asi un agujero negro tipo Schwarzschild sobre ésta. Este tipo
de soluciones tiene una singularidad de curvatura en el horizonte de aDS5, z = o0,
que, en el caso de Schwarzschild, se acopla a la masa del agujero negro. Un andlisis
detallado de la solucién nos permite entender lo que sucede. La cuerda negra in-
tersecta con la brana, situada en z = 0, dando lugar al agujero negro en la brana.
Sin embargo, cerca del horizonte la cuerda negra tiende a convertirse en una ristra
de agujeros negros °, para finalmente dar lugar a una linea de agujeros negros. La
forma de “puro” que adopta esta solucién hace que la llamemos puro negro.

El problema que surge en la solucién anterior es que no sabemos cémo interpre-
tar fisicamente la singularidad en el horizonte de aDS5. Esta singularidad puede
evitarse introduciendo una constante cosmolégica sobre la brana. De esta forma, la
solucion no tiene singularidades, y de nuevo la interpretamos como una cuerda negra
intersectando con la brana, de forma que se induce sobre ésta un agujero negro, en
este caso, asintéticamente (a)DS.

4Los modelos cosmolégicos en este tipo de escenarios han sido objeto de gran interés, aunque
en este trabajo no entraremos en el estudio de este tipo de soluciones.
5Con la forma de una ristra de chorizos.



Capitulo 1

La idea original

1.1 El problema de las jerarquias gauge

En esta seccién vamos a explicar el trabajo que originalmente llevaron a cabo Randall
y Sundrum en [1]', en el que propusieron una forma alternativa de entender el
problema de las jerarquias gauge considerando métricas no factorizables de la forma?:

d3? = a®(y)nudatde” — dy?, (1.1)

donde 7,, es el vacio de Minkowski en (d — 1) dimensiones y a(y) es un factor que
unicamente depende de la coordenada extra y, conocido como el factor warp. Esta
métrica es solucién de las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica A para
un factor warp concreto.

La accién de gravedad con constante cosmoldgica A es:

A

1 7 = A ~ ~
Sgr(w = %/ddz" ‘g‘ [R - (d_ 2)A (1'2)
Esta accién nos da las siguientes ecuaciones de movimiento:
Rup = Ngs (1.3)

Con el Ansatz tipo warped (1.1), las ecuaciones de movimiento (1.3) en d=5se
traducen en:

A
0 = (a)’+ ZaQ
(1.4)
0 = d'+ 7%
donde o’ = dya(y). La solucién de (1.4) es:
ds? = e %y, dr"dz” — dy?, (1.5)

'En adelante nos referiremos a este escenario como RS1.

2De forma general, utilizamos los convenios propuestos en [25]. Todos los objetos que aparecen
con sombrerito son objetos J—dimensionales, mientras que los que no aparecen con sombrerito son
d = (d — 1)-dimensionales. Los indices curvos se expresan con letras griegas (u,v...) (o mediante el
subrayado), mientras que para los indices planos utilizamos el alfabeto latino (a, b...). En la mayor
parte del trabajo particularizaremos a d=>5.
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donde §? = 7 siendo ¢ el inverso del radio de aDS. Esta solucién es aDSs. La

dimension extra y en estas coordenadas es infinita.

Introducimos ahora dos 3-branas en y = 0 e y = £ y hacemos la identificacién (z*, y)
con (z#, —y), es decir, trabajamos con el orbifold S*/Z; en la dimensién extra y. El
rango de y es —¢ < y < £, con ¢ x 7, aunque la métrica quedara completamente
especificada con el rango 0 < y < /. Entonces, las posiciones de las branas son los
puntos fijos del orbifold y = 0, ¢, es decir, que son las fronteras del espacio-tiempo
5-dimensional. Supongamos que el universo que conocemos (4-dimensional) vive
en una de las branas, que llamaremos wisible, y llamaremos brana oculta a la otra.
Después de hacer el orbifolding, el intervalo de la dimensién extra es £. En la seccion
2.1 veremos que este escenario proviene en realidad de considerar una red infinita
de branas y anti-branas, y recuperaremos el escenario que acabamos de describir al
restringir nuestro estudio a una regién fundamental cuya frontera serdn dos branas
(anti-branas) con una anti-brana (brana) en medio.

Las 3-branas se acoplan a las componentes 4-dimensionales de la métrica 5-dimensional,
es decir, sobre las branas se inducen las siguientes métricas:
g:ﬁf = guu(xp: Yy = K) = gﬂﬁ(xpa Yy = E) 5ﬁ55 3
(1.6)
gzcu = gull(xp: y= 0) = gﬂﬁ(a:p; y= 0) 556111/ )
donde g;; es la métrica 5-dimensional.

La accién clésica que describe este tipo de escenario viene dada por:

g = SA’gr(w +/ d&_lx V |gvis| (Evis - V;st) +/ dti_lx V |goc| ('Coc - V;)c) ’ (17)
y=£ y=

0

En la accién (1.7) hemos separado los lagrangianos sobre las branas en dos partes.
Lyis ¥ Loc son las partes de los lagrangianos de las teorias gauge que pueden vivir
sobre las branas cuyos vev 3 son cero. Vi, y V,. son las contribuciones a la energia
de vacio de los campos de estas teorias gauge cuyos vev son distintos de cero. Las
partes de los lagrangianos sobre las branas cuyas energias de vacio son distintas
de cero actiian como fuentes gravitatorias incluso en ausencia de excitaciones de las
particulas de la teoria gauge. Por tanto, la forma explicita de los lagrangianos L,;s y
L,c 10 serd necesaria para determinar la métrica 5-dimensional (cldsica) en el estado
fundamental (solucién de vacio), ya que las tnicas partes de los lagrangianos sobre
las branas cuyas contribuciones a la energia de vacio son distintas de cero son, por
definicién, Vs v Voe.

Por tanto, la parte de la acciéon de cada una de las branas cuya contribucién serd
distinta de cero a la hora de encontrar soluciones de vacio de la teoria 5-dimensional
es de la forma:

-V /d‘i_lx\/\gvis|, (1.8)

3Valores esperados de vacio.



que podemos interpretar como la accién de una brana con tension V. De este modo,
interpretamos las energias de vaio V,;s y V,. como las tensiones de las branas visible
y oculta, respectivamente.

Las ecuaciones de movimiento que obtenemos de la accién S son:

0 = /19 [R;m - %Rﬁﬁﬁ + dff\f]w]

(1.9)
+v/|Gvis| EVaisgins 0505 0(y — £) + \/1Goc| A Vocgps 05056 (y) ,
que con el Ansatz (1.1) en d = 5 quedan:
A
0 = () + o
(1.10)

A2 2R
0 = a"+ 1 + ga%isé(y -0+ ga%cé(y)

La solucién de estas ecuaciones que respeta la simetria del orbifold y — —y y la
invariancia Poincaré 4-dimensional es:

ds? = e %Yy, datdx” — dy? . (1.11)

~

donde de nuevo §> = ——. Hemos hecho cero la constante de integracién arbitraria

que aparece en el factor warp a(y), ya que puede absorberse en un re-escaleo del
espacio-tiempo 4-dimensional. Esta solucién sélo tiene sentido si A < 0, lo que
asumiremos a lo largo de todo este capitulo. El espacio que queda entre las branas
es, por tanto, un trozo de aDSs.

Las tensiones de las branas quedan fijadas mediante:

[—A
oc — —Vuwis — < ; 1.12
V. Vi \ (1.12)

es decir, las ecuaciones de movimiento se satisfacen si y sélo si se verifica (1.12).
En principio esta identidad puede parecer poco natural, ya que implica que si la
tensién de la brana varia (debido a fluctuaciones cudnticas), entonces A o & deben
cambiar para acomodar estas variaciones. Sin embargo, A y k son parametros de la
accion, de modo que no resulta légico que varien. Por el momento olvidaremos este
problema. En la seccién 3.4 explicaremos una posible solucién.

w

Béasicamente, la idea es que tenemos teorias en cuatro dimensiones viviendo so-
bre la brana, que habita en un espacio-tiempo 5-dimensional. Entonces, la teoria
de gravedad sobre la brana debe estar relacionada con aquélla en el bulk: la con-
stante de Newton de la teoria de gravedad 4-dimensional estd dada en funcion de
los pardmetros del bulk y del tamano de la dimensién extra. Podemos ver esto de
una forma sencilla a partir de la accién de la teoria.

Sustituyendo nuestra solucién (1.11) en la accién (1.7) podemos ver, después de
algin calculo, que el término de la constante cosmoldgica 5-dimensional se cancela
con el término de la brana y los que aparecen al reducir de R a R con el Ansatz
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tipo warped. De esta forma, obtenemos la accion efectiva de gravedad 4-dimensional
sobre la brana:

1
S = %/agdy/d‘lx\/\g\R, (1.13)

donde R es el escalar de Ricci asociado a la métrica 4-dimensional g,,. Haciendo la
integral en y obtenemos la accion efectiva 4-dimensional, lo que nos induce a pensar
que las constantes gravitatorias & y x deben estar relacionadas de la forma:

K (1.14)

- Ja?dy
Teniendo en cuenta que

/ Iy =2 / F)dy, (1.15)

obtenemos

A

— 9 -
K= T g i (1.16)
Nos interesa conocer la relacién existente entre las masas de Planck en 4 y 5 dimen-
siones M y M, respectivamente. La masa de Planck en d dimensiones viene dada

por [25]

1

hd—S -2
My=|— , 1.17
= () o

de modo que, teniendo en cuenta que k x Gy y trabajando en unidades A =c =1,
la relacion entre las masas de Planck en 4 y 5 dimensiones es:

M? = M3/a2dy. (1.18)

Por tanto, en nuestro caso:

~

M? = i

~

g
En este tltimo resultado vemos cémo depende la masa de Planck 4-dimensional M
de la constante cosmoldgica A (dada por g) y el intervalo de la quinta dimensién
(¢). En el limite con ¢¢ grande, la exponencial en (1.19) es muy pequena, de modo
que no influye de manera apreciable a la hora de determinar la escala de Planck
4-dimensional.

[1—e7] . (1.19)

Aunque, como hemos visto, la exponencial tiene un efecto muy pequeiio al determi-
nar la escala de Planck cuando ¢ > 1, veremos que juega un papel fundamental a
la hora de determinar las masas del sector visible, es decir, la escala de masas sobre
la brana que hemos llamado wvisible.

Las branas oculta y visible estdn situadas en y = 0 e y = /¢, respectivamente.
Entonces, en (1.6) vemos que g5, = g, mientras que g’ = e~%tg,,. Vamos a ver
que normalizando adecuadamente los campos podemos determinar las masas fisicas.
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Consideremos un ejemplo sencillo: un campo Higgs H fundamental que vive en la
brana visible. La accién para este campo de Higgs es:

Svis D) /d4$ V |gvis| [QS;VMHTVVH - A (‘H|2 - Ug)2i| ’ (120)
donde vy es un pardmetro de masa. Sustituyendo g}ﬁf = 6_25759“,, en esta accion
obtenemos

Sois O / d*z ¢4, /g [eWgWVNHTvVH ~A(H]? - vg)z] . (1.21)

Podemos renormalizar el Higgs de la forma H — e%H, de forma que la accién
efectiva que obtenemos es

Sef D / d*z+/]g| [g‘“’VuHJ‘V,,H ~A(JHP? - 6—2@%3)2} : (1.22)

Por tanto, las escalas de masa fisica quedan fijadas por una escala de ruptura de
simetria,

v=e%y. (1.23)
Este resultado es completamente general:

Cualquier pardmetro de masa my en la brana visible corresponderd a una masa fisica

m = e % my (1.24)

medida con la métrica g,,, que es la métrica que aparece en la accion efectiva de
Einstein.

Si €% es del orden de 10', entonces este mecanismo produce escalas de masa fisica
del orden del TeV a partir de pardmetros de masa fundamentales del orden de la
masa de Planck, 10'° GeV.

Hasta aqui hemos considerado M como la escala fundamental, y las escala del TeV
como una escala derivada a consecuencia del factor exponencial que aparece en
la métrica. Sin embargo, podriamos haber considerado la escala del TeV como
la fundamental y la de Planck como la escala derivada. Este punto de vista es
basicamente el punto de vista natural para un observador 4-dimensional que viva
en la brana visible. Técnicamente este cambio de punto de vista se establece con
una redefinicién de las coordenadas 4-dimensionales de la forma z# — e¥z*. En
este caso, el factor warp en y = ¢ es la unidad, mientras que en y = 0 es e,
De esta forma, ya que no hay rescaleo del pardmetro de masa v en el potencial de
Higgs (puesto que el Higgs estd canénicamente normalizado), la escala v toma su
valor fisico. Por tanto, como estamos asumiendo que todos los parametros de masa
fundamentales son del mismo orden, todos estos parametros son del orden del TeV.

Experimentalmente este modelo resulta muy interesante, ya que el acoplo de una
excitacién de Kaluza-Klein individual a materia o a otros modos gravitatorios queda
fijado por la escala débil, y no por la escala de Planck. Es decir, en vez de acoplos
gravitatorios ~ energia/M pjanck, €l acoplo de cada estado excitado es ~ energia/TeV,
de modo que pueden detectarse individualmente. Si el modelo fuese correcto, estas
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resonancias gravitatorias podrian detectarse en la proxima generacién de aceler-
adores a través de productos de desintegracién, lo que nos permitiria determinar el
espin y la masa de estos modos gravitatorios.

1.2 Confinando la gravedad

El universo que observamos se manifiesta en cuatro dimensiones que no son com-
pactas (tres dimensiones espaciales y una temporal). Por tanto, podemos acep-
tar que el universo realmente sélo tiene cuatro dimensiones e intentar explicar los
fenémenos que observamos a partir de teorias 4-dimensionales.

Adoptando una visién alternativa, podriamos considerar que en realidad la Natu-
raleza vive en mas de cuatro dimensiones, de las que tinicamente vemos cuatro que
no son compactas, es decir, que las teorias que describen el comportamiento del
universo viven en mas de cuatro dimensiones, y que, por algiin motivo, tiene lugar
un “proceso de compactificacién” que da lugar a teorias efectivas 4-dimensionales.

Uno de los mecanismos méas poderosos que se conocen para reducir el nimero de
dimensiones (es decir, obtener teorias 4-dimensionales a partir de teorias en dimen-
siones mds altas) es la compactificacion & la Kaluza-Klein. Utilizando este tipo
de compactificacién se han propuesto muchos modelos que describen el espacio-
tiempo como producto de dos subespacios. Uno de estos subespacios representaria
el espacio-tiempo 4-dimensional no compacto que describe el universo que observa-
mos, mientras que el otro subespacio es compacto y muy pequeiio, de forma que no
podriamos percibirlo.

En un segundo modelo muy parecido al de la seccién anterior, Randall y Sundrum [2]
propusieron una alternativa a la compactificacién ¢ la Kaluza-Klein basada en la su-
posicion de que el universo podria describirse como un espacio-tiempo 5-dimensional
no factorizable (es decir, que no fuese el producto directo de dos subespacios) en el

que el universo 4-dimensional que observamos estaria localizado en una hipersuper-
ficie (3-brana)*,

En la seccién anterior hemos visto que una solucién de gravedad con constante
cosmolégica en 5 dimensiones (en este caso, la solucién de vacio, aDSs) es

ds? = e %y, dx"dz” — dy? . (1.25)

Perturbando la métrica (1.5) en el gauge de RS y trabajando en el gauge transverso
sin traza (TT)?, hallamos que el modo no masivo del gravitén en la expansién:

;l/.u/(x’ y) = Z ¢a(y)hffi) (.’E) (1'26)

€8s

Yo =e Y, (1.27)

4Nos referiremos a este modelo como RS2.
5En el apéndice A desarrollamos detalladamente el célculo del gravitén sin masa en el caso més
general posible.
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Figura 1.1: Comportamiento del modo no masivo vy del graviton antes de introducir
el corte: vemos que no es normalizable, ya que se crece exponencialmente en una
region del espacio.

que no es normalizable en todo el espacio, como vemos en la figura 1.1. Para que
este graviton sea normalizable, necesitamos introducir un corte en algin punto de la
quinta coordenada, que elegimos, sin pérdida de generalidad, en y = 0. Este corte
elimina la parte del espacio con y < 0, donde vy se vuelve no normalizable. Podemos
reemplazar la parte que hemos cortado del espacio con una copia de la parte que
no hemos cortado, es decir, y > 0 (ver figura 1.2). A efectos de la solucién, esto
representa hacer un cambio de variable y — |y|, de modo que el factor warp ahora
depende |y| en vez de y. Esto genera un comportamiento tipo delta de Dirac en las
ecuaciones de movimiento, que compensamos introduciendo en la accién un término
tipo muro de dominio, de forma que la accién de la teoria es ahora

A

S = Spraw +/ d12/13] (Lo — Vi) . (1.28)
y=0

donde L es la parte del lagrangiano de la teoria gauge que vive en la brana cuyo vev
es cero, Vj la parte del Lagrangiano cuyo vev es distinto de cero (como en la seccién
anterior, interpretamos Vj como la tensién de la brana) y g, = g0 (y = 0)(5,’}(5,’3 es la
métrica inducida sobre la brana. La tnica parte del lagrangiano de la teoria gauge
localizada en la brana cuya contribuciéon es distinta cero al considerar soluciones
clasicas de vacio es V4, ya que la energia de vacio de L, es cero.

Las ecuaciones de movimiento que obtenemos a partir de la accién (1.28) son, por
tanto:

0= V13| | Rao — 5R3po + —5— A ao | + V131 & Vo G 05 67 6(y) , (1.29)

que con el Ansatz tipo warped (1.1) en d = 5 se traducen en:
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Figura 1.2: Comportamiento del modo no masivo vy del graviton después de intro-
ducir el corte: en este caso si que es normalizable, y ademds decae exponencialmente
al alejarse de la brana, de modo que podemos considerar que estd “confinado”.

A
0 = (a')2+za2
(1.30)
A2
0 = a”—l—Za—F?ﬁaVO(S(y)

La solucién de estas ecuaciones que respeta la simetria y — —y ademas de la invari-
ancia Poincaré 4-dimensional es:

ds? = e7 %y, datdz” — dy? . (1.31)

La tensién de la brana viene dada por:

3 [—A
= — 1.32
Vo -\ (1.32)

que es exactamente la tension de la brana oculta que obtuvimos en la secciéon an-
terior. Por tanto, hemos conseguido que el modo no masivo 9, del gravitén sea
normalizable, y ademas que esté confinado en la brana, es decir, que tiende a cero al
alejarse de ésta (en este caso decae exponencialmente), lo que nos hace pensar que
este es un mecanismo para confinar la gravedad (en la brana).

Hasta aqui hemos visto que el gravitén no masivo de la teoria 4-dimensional estéd
confinado en la brana. Pero, ;qué sucede con los modos masivos? Vamos a estudiar
estos modos con el proposito de conocer el espectro completo de las fluctuaciones
tensoriales lineales de g5, es decir, §,, = a(y) g,w+iz,“,, donde en este caso tenemos

Guw = Nuv-

En el apéndice A derivamos la ecuacién de movimiento de un gravitén 4-dimensional
para métricas tipo warped, que, en los gauges TT y de RS, es:
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a 2 | V2hu + 2R () hpe | — HI,
(1.33)
—(d—5)a'a'h, +2[(d— a*(@')? + 0" ol = 0.

Cond=>5 y haciendo la separacion de variables iALW = @b(y)eip"”ew,, con p? = m?,
siendo m la masa 4-dimensional de la excitacién de Kaluza-Klein (KK), la ecuacién
anterior queda:

(y) + [mPe 2 4+ 438(y) — 45°] (y) = 0, (1.34)

donde las condiciones de orbifold que hemos escogido nos dicen que s6lo podemos
considerar funciones pares de y. Haciendo una transformacion de coordenadas de la
forma

z = sgn(y) (e-‘ﬂy| -1) /g, (1.35)

y definiendo 1/7(2) = (y)edv/? y iLl“, = iLWeﬂy'/Q, obtenemos una ecuacién analoga
al de un problema de mecanica cuantica no relativista:

302+ V(2| 96e) = 2 G2,

(1.36)
__ 15" 3g,
- i),

Estudiar el potencial V(z) puede ayudarnos a comprender un poco mejor nuestro
problema. La funcién 6(z) que aparece en el potencial nos dice que existe un modo
normalizable que es estado ligado, que interpretamos como el gravitén sin masa de la
teoria efectiva en 4 dimensiones. El resto de los autoestados forman un continuo de
modos masivos cuyas propiedades pueden entenderse a partir de la forma explicita
de V(z). En primer lugar, como el potencial tiende a cero en el limite |z| — oo, no
existe un gap, y los modos continuos son asintéticamente ondas planas. Ademas,
las amplitudes de estos modos masivos se ven suprimidas cerca del origen, ya que
existe una barrera de potencial en z = 0. Finalmente, estos modos de KK pueden
tener cualquier masa m tal que m? > 0.

V(z)

Las soluciones de la ecuacién (1.36) nos dicen que los modos masivos vienen dados
en términos de funciones de Bessel, y son combinaciones lineales de

(121 +1/9)"* Yz (m (2] + 1/9)) (1.37)

(I2| +1/8)" Jo (m (|2] +1/3)) - (1.38)

El modo cero (gravitén 4-dimensional sin masa) se obtiene de estas soluciones en el
limite m — 0, que, después de hacer los cambios de variable adecuados, queda de la
forma 1 (y) = e=291%| como habiamos visto anteriormente.

Para entender bien el comportamiento de los modos masivos nos interesa los limites
en los que el argumento de las funciones de Bessel, m (|z| + 1/g), tiende a 0 y a oc.
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En el limite m (|z| + 1/§) — 0 tenemos [26]:
m? (|2 +1/9)"
8 ’
4 1
am? (|z| +1/9) =

Por tanto, para que se satisfaga la condicién de frontera en la brana (z = 0), en el
limite m pequenio tenemos que elegir una combinacién lineal de la forma

Ja (m (|2 +1/9))

(1.39)

Yy (m (|2 +1/9))

e N (e +1/9)* [ (o ]+ 1/0)) + 0

J (m(\z|+1/g>>] C (140)

donde N,, es una constante de normalizaciéon adecuada.

En el limite m|z| — oo tenemos

Bon (21 +1/0) ~ y[2cos (m\z\ - jw) ,

w™m

(1.41)

. 2 . 5
Valm (2] +1/0) ~ |2 s (mm - Zvr) .

Hasta ahora, en esta seccion hemos trabajado en el problema en el que sélo hay
una brana en el espacio-tiempo 5-dimensional. Si incluyéramos dos branas en vez
de una, en analogia con la seccién anterior, el resultado seria similar, pero con
alguna diferencia que merece la pena mencionar. Supongamos que, efectivamente,
tuviésemos una segunda brana en 1, = £, es decir, en 2o = (e — 1)/§. Esto
simplemente exige una condicién de frontera en z; en relacién al problema con una
sola brana. Esta condicion es

A

. 39

3,21/1(20) - 2(_@20 + 1)

condicién que satisface el modo cero que hemos hallado. Sin embargo, (1.42) impone

una restriccion sobre los modos continuos y cuantiza los valores permitidos de m.

En el limite zy — oo todos estos modos se encuentran en el régimen asintético (1.41)

de ondas planas cuando satisfacen la nueva condicion de frontera en z,. Por tanto,
sus masas quedan aproximadamente cuantizadas en multiplos de z; L

¥(20) , (1.42)

Hemos obtenido el comportamiento asintético para £ grande pero finito. Nos intere-
sa ahora estudiar el caso £ — oo, es decir, recuperar el caso del que partiamos (una
sola brana). Este limite da lugar a una teoria con una dimensién extra semi-infinita.
Sin embargo, estdbamos interesados en una teoria sin la condicién de frontera del
orbifold, es decir, con una dimension extra infinita. Resulta trivial extender el esce-
nario que hemos estudiado a aquél cuya quinta dimension sea infinita: simplemente
hay que permitir la existencia de funciones tanto pares como impares de z, en vez
de considerar solo funciones pares, restriccién que proviene de las condiciones del

orbifold.

Una vez encontrado el espectro de KK de la teoria efectiva en 4 dimensiones, pode-
mos preguntarnos cudl es el potencial gravitatorio no relativista entre dos particulas
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de masas m; y my sobre la brana en z = 0, es decir, el potencial estatico generado
por el intercambio del modo cero y del espectro continuo de modos masivos. Este
potencial viene dado por:

V(T) NGN

= (1.43)

A A

g r g
donde el factor m /g se debe a la supresién de las funciones de onda en z = 0 en (1.39),
mientras que el factor Gy/g es simplemente el acoplo fundamental gravitatorio.
Integrando, el potencial queda:

mims * Gy mimeoe ™™ m
+ dn— ———
0

AR UD) 1
V(r)=Gn— (1 + 9273) : (1.44)
El término dominante se debe al estado ligado (gravitén 4-dimensional sin masa), y
es simplemente el potencial gravitatorio de Newton. El espectro continuo de modos
masivos da lugar una correccién a la gravedad Newtoniana. que unicamente es
importante a distancias pequefias, ya que se comporta como 1/r3. A gran escala
esta correccién de la gravedad de Newton es practicamente cero.

En el limite con m pequena, la producciéon de modos gravitatorios continuos en la
brana en z = 0 queda suprimida por (dm/g)(m/g) debido a la supresién de las
funciones de onda de los modos masivos en z = 0. Este resultado es de vital impor-
tancia, ya que significa que la amplitud para producir modos masivos en procesos
de baja energia en la brana es extremadamente pequena, mucho mas pequena que
la fuerza gravitatoria. Si no fuese asi podriamos estar perdiendo energia de la brana
de forma continua a la quinta dimensién. Gracias a este factor de supresion, la
probabilidad de producir modos KK queda suprimida por (p/g)? en relacién al mo-
do cero, siendo p el momento de los procesos en cuestién. Si § es del orden de la
escala de Planck, esta probabilidad es muy pequena para los procesos que hoy en
dia observamos.
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Capitulo 2

(Generalizaciones del escenario de
Randall-Sundrum

Nos preguntamos ahora si existen otros escenarios similares al de RS que puedan
tener propiedades parecidas. En este capitulo presentamos ciertas generalizaciones
del modelo de RS que pueden ser utilizadas como alternativas a la compactificacién
de Kaluza-Klein.

En el capitulo anterior hemos visto que la soluciéon de RS, dada por:

ds?* = e Wy, dotdz” — dy? (2.1)

da lugar a una accion efectiva 4-dimensional de gravedad pura

1
S = %/any/d4x\/|g|R. (2.2)

Podemos sustituir el vacio de Minkowski 4-dimensional 7, que aparece en la solucién
de RS por una métrica g, que sea Ricci-flat (es decir, cuyo tensor de Ricci sea cero)
[17, 19, 20], y el problema es exactamente igual al del capitulo anterior. Es facil
ver esta propiedad en las ecuaciones de movimiento (1.9), donde, al utilizar un
Ansatz tipo warp, aparece el tensor de Ricci de la métrica 4-dimensional g,,. En
los escenarios originales de RS tenemos g¢,, = 7,,, de forma que el tensor de Ricci
es nulo. Por tanto, podemos considerar simplemente que la métrica 4-dimensional
es Ricci-flat y todo funciona de forma similar. Esto significa que asumimos que la
constante cosmoldgica sobre la brana es nula. Por tanto, un camino légico para
generalizar este tipo de soluciones es proponer que la constante cosmolégica sobre la
brana no sea nula [3], es decir, que la métrica 4-dimensional satisfaga las ecuaciones
de Einstein con constante cosmoldgica A:

R;w = Aguu . (23)

Las soluciones que obtenemos en este capitulo son validas para un nimero de di-
mensiones d arbitrario.

2.1 Las soluciones

De esta forma, vamos a buscar escenarios que sean solucién de las ecuaciones de
Einstein con constante cosmoldgica arbitraria en d dimensiones y que contengan
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métricas que resuelvan las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica arbi-

traria en d = (d — 1) dimensiones. Por tanto, estamos interesados en métricas tipo
warped de la forma:

ds? = a*(y)ds®> —dy?,

(2.4)
ds* = gu(z)dztds”,
que sean soluciéon de
Rﬂﬁ = Aﬁﬂa,
(2.5)
R;w = Aguua

donde A y A son, respectivamente, las constantes cosmolégicas en d y d dimensiones,
cuyos signos son, en principio, arbitrarios. Por conveniencia definimos ¢ y g como:

~

A A
> = —— : 2= _ . 2.6
g G- g @-1 (2.6)
Utilizando el ansatz (2.4) las ecuaciones de movimiento (2.5) son:
A
0 a4+ ——a,
d—1
(2.7)
A A
_ "2 2
0 = (a)—i—J_la o1
Podemos clasificar las soluciones de (2.7) en dos clases:
1. §#0
1, B
a(y) = 3 (34 +1e %), (2.8)

con J,J_ = ¢*/9*. Eligiendo J_ = 4], tenemos

a(y) = 5v/+¢%/¢* (e £ e %) , (2.9)

donde elegimos el signo de forma que a(y) sea real. Esto es siempre posible
excepto en el caso § € I, g € R. En los dem4s casos tenemos!, con g # 0

(a) g,9€R

a=g/g cosh gy, (2.10)

(b) geR,g€el

a =1ig/g sinh gy, (2.11)

LEl caso en el que a no es real puede fijarse mediante una rotacién de Wick de y en una
coordenada temporal.

20



(c) g,9€l

a=g/ig cosgy. (2.12)

En este caso, la coordenada y vive en un circulo de longitud f—g

Con g = 0 la tnica posibilidad es § € Ry

a= et (2.13)
que es el caso de RS que vimos en el capitulo anterior.

2. =0

a=1gy, (2.14)
lo que significa que debemos tener g € I.

La propiedad més importante de estas dos clases de soluciones es que si elegimos
9w como la métrica maximalmente simétrica en d dimensiones con curvatura dada
por A, entonces gz es la métrica maximalmente simétrica en d dimensiones con
curvatura dada por A. La solucién de RS encaja en el caso g € R, g = 0: escogiendo
Guw = v, arriba® tenemos (localmente) aDS. Las posibilidades nuevas que estamos
introduciendo son:

e aDS arriba y aDS abajo;
e aDS arriba y DS abajo;
e DS arriba y DS abajo;

e Minkowski arriba y DS abajo.

En el apéndice A vemos que la parte dependiente de la dimension extra del modo
sin masa del gravitén es

Poly) = a*(y), (2.15)

que no es normalizable en todo el espacio para cualquiera de los casos que hemos
visto.

Siguiendo los pasos de RS que explicdbamos en el capitulo anterior, introducimos
fuentes (branas) en las soluciones que acabamos de encontrar. Consideramos n
fuentes con métricas inducidas g,(ff,). Separamos los lagrangianos de las teorias gauge
que pueden vivir sobre las branas en dos partes: £,, la parte del lagrangiano cuyo
vev es cero, y V,, la parte del lagrangiano cuyo vev es diferente de cero. La nueva
accién es, por tanto:

§=8pm+ Y / =151 /1g®)] (Lo — V) (2.16)

2Llamamos arriba a §as y abajo a gu..
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donde S;,4, es la accién de gravedad en d dimensiones con constante cosmolégica

A dada por (1.2). Buscamos soluciones clésicas de vacio que minimicen la accién
(2.16), de modo que, bajo esta consideracién, no hay contribucién de la parte £, de
los lagrangianos sobre las branas, ya que su energia de vacio es cero. Las ecuaciones
de movimiento que obtenemos son, por tanto:

R — Rgh" — & 9’5, g7 L gpagpa } ZV 5y — yn) (2.17)

y consideraremos que g, satisface

Ry, = Ag,,. (2.18)

Las constantes cosmolégicas no son en realidad funciones constantes, sino que son
constantes a intervalos. Veremos que nuestro estudio podra restringirse a un inter-
valo concreto de la dimension extra en el que A y A toman un tnico valor, es decir,
que en dicho intervalo podremos tratarlas como verdaderas constantes.

Escogiendo el ansatz (2.4), las ecuaciones (2.17) quedan:

A 2%
0 = a,”—i—cz a-f—dﬁzaznvné(y_yn)a

(2.19)

A
_ 12 2
0 = (a)—i—cz_la T

Es inmediato comprobar que las soluciones toman ahora la forma

L. g,9g#0

a(y) = L/£g2/52 (eXnenlvnl4C 4 o= T caly=val-CY (2.20)

donde § y g quedan definidas como antes, pero ahora § toma el valor
f) = ch[Qe(y - yn) - 1] ’ (2'21)
n

y g es proporcional a § con una constante de proporcionalidad tal que g/g es
realmente una constante (real o imaginaria). Las constantes ¢, vienen dadas
por

(2.22)

RV,
¢, = —— tanh™! Cmly — ym| +C
2 (Lol

Y=Ym

a(y) = eXn onlv=unl (2.23)

donde ¢ toma el valor
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g= ch[%(y - yn) - 1] ) (2'24)

n

y las constantes c, son

AV
Cn = — (2.25)
d—2
de modo que
a(y) = e 2 2 Vnlyvnl (2.26)
3. 5=0
a:ch|y—yn\+C, (2.27)
con
g = ch[Qa(y - yn) - 1] ) (2'28)
y
K 1
ey = ——Vn . (2.29)

(d = 2) X Cmly = ym| +C| _
En general, las ecuaciones para las constantes ¢, sélo tienen solucién si todas ellas (y,
por tanto, las tensiones) tienen el mismo signo, excepto en el caso g = 0 (RS), en el
que se pueden obtener soluciones para valores arbitrarios de las tensiones (ecuacién
(2.26)). En particular, un sistema con dos branas sélamente tiene solucién si ambas
branas tienen las misma tensién.

El problema de encontrar las diferentes ¢, no aparece si consideramos una red in-
finita de branas y anti-branas con tensiones opuestas. Podemos restringirnos a una
region fundamental cuya frontera sean dos branas (anti-branas) con una anti-brana
(brana) en medio. El sistema tiene simetria especular con respecto a la (anti-)brana
que estd en medio y podemos hacer una identificacion Zs; que nos deja con una
parte del espacio-tiempo limitado por una brana y una anti-brana en el que A y A
son constantes (y en la que sélo importa una constante ¢,). En estas condiciones,
tomando como regién fundamental el intervalo y € [0, £] con una brana colocada en
y =0y otra en y = ¢, el factor warp a(y) toma la misma forma que si sélamente
hubiese una brana con tensién V; en todo el espacio-tiempo. En las soluciones, in-
cluir las branas se traduce en hacer el cambio de variable y — C =+ |y| (el signo + o
— depende de cada caso, de forma que el gravitén quede localizado alrededor de la
brana en y = 0), siendo C una constante. Por tanto, en los casos que nos interesan,
tenemos:

1. g,9#0
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(a) g,9€R

a=g/§ cosh (C = gly) , (2.30)

N

— 2)a
con Vg = %tanh ().
(b) geR,gel

a =1ig/g sinh (C' — gly|) , (2.31)
con Vy = ~— ) coth (C).
R
(c) g,9€l
a=g/§ cos (C +igly) . (2.32)
1—2)ig >
con Vp = - tan (C). En este caso, £ debe ser una fraccién entera
2
del periodo natural de la coordenada vy, es decir, £ = mi?
2.#0,9=0. geR
a=e W (2.33)
d—2)g
con Vy = ( - )g
R
g=20
(d - 2)ig
Vo =
con vy IYe;

2.2 Accién efectiva y constante de Newton en 4

dimensiones

En el capitulo anterior vimos cémo la accién de gravedad en 5 dimensiones con
constante cosmoldgica A y con los términos fuente (branas) reproducia la accién
4-dimensional de gravedad pura (1.13). También vimos cémo las masas de Planck
en 4 y 5 dimensiones estaban relacionadas entre si en el modelo de RS. Veamos qué
sucede en casos mas generales.

La accién que hemos utilizado es:

$= i / d%\/[a] [R — (d - 2)A] + branas (2.35)
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Para métricas tipo warped (2.4) esta accién se reduce a:

S = i / dy a®3 / d*z+/|g| [R — (d — 2)A], (2.36)

que es la accion de la teoria d = d — 1-dimensional que obtenemos. Esto es de-
bido a que los términos de las branas se cancelan con las constante cosmolédgica 5-
dimensional y ademas contribuyen introduciendo el término de A. Para que podamos
identificar la accién (2.36) con la accién 4-dimensional de gravedad con constante
cosmologica A, la constante de Newton d-dimensional x debe estar relacionada con
la d-dimensional # de la forma:

K

K= ——"—. 2.37
[ dy a3 (2:37)
En d = 5 obtenemos esta relacién para los diferentes casos®:
1. (a) a=g/gcosh(C — glyl)
En este caso hallamos:
~37 .2
9*/9 X
) 2.38
sinh (2§¢ — 20 + 2g¢ (2:38)
(b) @ =1ig/gsinh (C — glyl)
En este caso obtenemos:
~3 /(5 \2
k=2 7/ (ig) i (2.39)

sinh (2gf — 2C) — 2g¢
(c) a=g/gcos(C +igy)
En este caso los limites de integracién son 0 y 27/ig, y encontramos:
(19)°

m(ig)?

k. (2.40)

2. a = efmy‘
Este caso es el de RS, y obtenemos (como vimos en el capitulo anterior):

~

9 .

K

3. a=C —igly|

En este caso se obtiene:

3 g .
K==

, 3 k.
2(igt —C)’' +C?3

(2.42)

3De nuevo, integramos entre £ y —£ y utilizamos la propiedad ffe f(y))dy =2 f(f fy)dy.
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En el capitulo anterior vimos que la relacién entre las masas de Planck 4 y 5-
dimensionales en unidades & = ¢ = 1 viene dada por
M? = M3/a2dy. (2.43)

En el caso de RS la dependencia de M es muy pequiia en el limite £ > 1. Sin
embargo, en los casos en los que la constante cosmoldgica 4-dimensional A es no
nula, la dependencia de M con £ si es importante en este limite.

2.3 Supersimetria de los escenarios tipo Randall-
Sundrum

Vamos a estudiar ahora la supersimetria residual de las soluciones encontradas en
la seccién 2.1 [3]. En primer lugar veremos las propiedades de supersimetria de las
soluciones antes de introducir las branas. Después estudiaremos estas propiedades
en las soluciones al sistema con branas.

En cualquier dimensién y en ausencia de otros campos, la ley de transformacion de
supersimetria del gravitino tiene la forma*

Sethp = Djé, (2.44)
donde D es la derivada covariante Lorentz (§ = 0) o de aDS (§ € R)®
D = 05 — 103" %3 — 399 - (2.45)

Entonces, la ecuacién para los espinores de Killing d:1; = 0 tiene las siguientes
soluciones:

1. G#0

P % (egy/z + goe_gy/Q) s+ % (egy/2 — gpe—ﬁyﬂ) e, (2.46)

con ¢ = (g9/§)/|g/g|, y donde e son dos espinores que satisfacen

(DuF 597) €x =0, (2:47)

siendo D, la derivada covariante de Lorentz estdndar y v, = 4,. El nimero
de soluciones de estas ecuaciones es maximal cuando el espacio d-dimensional
es maximalmente simétrico.

2. =0

La solucion en este caso es cualquier espinor independiente de la coordenada
y que satisfaga

“Dependiendo de la dimensién, tendremos una u otra clase de espinores minimales asociados
a las representaciones de las matrices gamma con propiedades especiales. Los resultados que
exponemos aqui pueden adaptarse a todos los casos de interés.

SFormalmente también podemos considerar el caso de DS (§ € ). Las supergravedades en DS
existen, aunque sean inconsistentes como teorias cudnticas.
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(D) — tgvu) €=0, (2.48)

donde ahora v, = Y,7y-

En este caso tenemos g € I y, por tanto, es la derivada covariante de DS en d
dimensiones. Esta ecuacion tiene un nimero maximal de soluciones cuando el
espacio-tiempo es DS.

Es interesante darse cuenta de que, a pesar de que la supergravedad (y, en gen-
eral, cualquier teoria cudntica de campos) en DS sea inconsistente, cualquier
solucién de gravedad pura de esta teoria puede considerarse como una com-
pactificacién tipo warped de la supergravedad estdndar (Poincaré) en una di-
mension mas.

Aunque hemos sido capaces de reducir las ecuaciones de Killing en d dimensiones a
unas ecuaciones que parecen ecuaciones de Killing en d = (cf — 1) dimensiones, esto
no quiere decir que tengamos supersimetria en el espacio d-dimensional. En el caso
g # 0, no podemos tener dos signos diferentes de g. Tener un solo signo significa
tener o €, 0 €_, pero esta truncacién es consistente con invariancia Lorentz en d
dimensiones si y sélo si ¢ = 0 (caso de RS). Por otra parte, en el caso con § = 0
parece que no hay problema en tener supersimetria DS.

Veamos ahora las propiedades de supersimetria de las soluciones que resuelven el
sistema con branas. Ahora podemos hablar de supersimetria en el bulk (el espacio 5-
dimensional) y en el brane-world (la brana). Como hemos visto, s6lo podemos tener
supersimetria en la brana en el caso de RS (§ # 0,9 = 0) y en el caso Minkowski-
DS (g =0,9 # 0,9 € I). En estos dos casos, la supersimetria preservada depende
de la métrica d-dimensional g,,. Si g, es maximalmente simétrica, entonces la
supersimetria en la brana sera maximal.

La presencia de branas rompe genéricamente la supersimetria d-dimensional en el
bulk ®. Sin embargo, en los casos que estamos considerando, la supersimetria no se
rompe localmente en el bulk entre dos pares de branas, ya que ahi la métrica tiene
exactamente la misma forma que en ausencia de branas.

Pero en principio queremos tener supersimetria global no rota, y no sélo entre las
branas. Primero, debemos definir la ecuaciéon para los espinores de Killing glob-
almente. Para hacer esto, tenemos que permitir que § sea una funcién constante
a intervalos en vez de globalmente constante (la caracteristica principal de estas
branas es que el valor de § es diferente en ambos lados). En el capitulo anterior
aceptabamos esta consideracién para obtener las soluciones. Por otra parte, pode-
mos utilizar una formulaciéon dual en la que la constante cosmoldgica se reemplaza
por el potencial de una d-forma’ [3, 9]. Una vez que aceptamos esta generalizacion,
la condicién necesaria para tener supersimetria global no rota es poder empalmar
las soluciones de la ecuacién espinorial de Killing en ambos lados de una brana da-
da. Consideremos, por ejemplo, una brana localizada en y = 0. Tanto ¢ como g
cambian de signo a través de la brana. En el lado y > 0 de la brana, las soluciones
de la ecuacion de Killing son las que hemos visto al comienzo de este capitulo. En

5No incluimos fuentes en las transformaciones de supersimetria.
"En el capitulo 2.4 desarrollaremos esta formulacién en detalle.
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la regién y < 0 encontramos soluciones de la misma forma, pero ahora los espinores
€+ satisfacen

(Du £ 597) e =0, (2.49)

(D + 2974) €=0, (2.50)

es decir, las mismas ecuaciones pero con el signo contrario de g. Necesitamos imponer
g = 0, lo que significa que en el segundo caso toda la supersimetria se rompe a menos
que tengamos la solucion trivial.

En el primer caso, no es suficiente imponer g = 0, lo que nos lleva al caso de RS de
nuevo. Ademds tenemos que imponer la condicién

Ay = +¢, (2.51)

sobre el espinor de Killing, que reduce la supersimetria a la mitad. Esta condicién
es la misma que impondriamos si estuviésemos haciendo un orbifolding del espacio
entre las branas.

Es importante resaltar que estos resultados se aplican estrictamente a los casos que
estamos considerando: las branas infinitamente delgadas (descritas por las soluciones
que hemos visto) que hacen que la métrica a través de ellas sea discontinua. Por
tanto, estos resultados no contradicen los que obtienen Kallosh y Linde [6], que
no estudiaron sélo supergravedad, sino que incluyeron materia supersimétrica. En
este trabajo, Kallosh y Linde intentaron, utilizando superpotenciales consistentes,
encontrar muros de dominio gruesos supersimétricos para los que la métrica fuese
suave, pero no encontraron ninguno.

2.4 Una accién de branas para el escenario de
Randall-Sundrum

En esta seccion vamos a buscar una formulacién del escenario de RS a partir de una
accion efectiva de una (cz — 2)-brana que actia como fuente para la solucién de RS
[3]. Veremos que existe una relacién directa con el caso de la teoria masiva ITA de
Romans [8] y la D8-brana.

Podemos ver una constante como el dual de una forma de volumen que represente
el tensor de campo. Una forma de volumen (es decir, una d—forma), que denotamos
por F(lj), es el tensor de campo de un potencial fl(d), que es una d = (cZ — 1)-forma.
La ecuacién de movimiento para F (d) dada por @*ﬁ'( Q) = 0, implica univocamente
que el dual de 13’((3) sea constante o, desde un punto de vista mas general, que sea
constante a intervalos. Por tanto, podemos sustituir de forma genérica una constante
que aparezca en la accién (en nuestro caso, la constante cosmolégica) por una d-
forma A(d), el potencial. El ejemplo méas conocido es el caso de la supergravedad
masiva ITA 10-dimensional de Romans, en la que podemos remplazar el parametro
de masa m por un potencial Ramond-Ramond, una 9-forma a la que la D8-brana se
acopla [9].
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Esto implica una generalizacion de la teoria, ya que ahora podemos tener soluciones
en las que el valor de la constante cosmoldgica es diferente en diferentes regiones
del espacio-tiempo: esto es exactamente lo que necesitan las soluciones tipo RS. Las
discontinuidades en esta constante son defectos topoldgicos d-dimensionales (muros
de dominio) que actian como fuentes de la d-forma y pueden interpretarse como los
volimenes del universo® de (cz — 2)-branas cargadas con el potencial fl(d) (D8-branas
en el caso de [9]). Por tanto, una accién tipo volumen del universo (Nambu-Goto)
para estas branas debe contener un término de Wess-Zumino, que es basicamente el
acoplo de una particula al campo fl(d)

Todo esto parece funcionar perfectamente en el caso de la D8-brana y, de hecho,
resulta necesario, y casi crucial, reescribir todo en funcién de la 9-forma (potencial).
Parece natural intentar algo similar en nuestro caso. Por tanto, proponemos una
accion que consista en una accién del bulk que contenga gravedad, g;s, acoplada a

una d-forma fl(d) y las acciones estdndar tipo Nambu-Goto de n (d — 2)-branas que
contengan los términos de Wess-Zumino con coordenadas dindmicas (campos) X2

La accion es, por tanto:
(_1)d_2 2
o e

U
Il

1 P
3 [ 5/l
{5 [Pl [okiottae(%) - @-3)] @5

(_1)dﬂn
d!

+ /ddé-nﬁ(d)ﬂl"'ﬂd (Xn)ailXﬂl T aidX'adeil'"id} .

Las soluciones que minimizan esta accién satisfacen las siguientes ecuaciones de
movimiento para la métrica:

—1)(d-2)
SN

1 ...
fp1-- de(d) oy — — gqu%} +

5, Vi [ a0/ Pl 20,560,526 — () = 0,

K
+ A~
varl
para la d-forma (potencial):
@ﬂﬁ(d)ﬂﬁl"'ﬁd_i_
2R o A U -

+ \/% Zn iun/ddg’ﬂe“mzdailX“l e &'dX“d(Sd(fﬁ - Xn(g)) = 0,

g

para las métricas del volumen del universo (después de algunos célculos):

A~

Ynij — O XE0; XY 4 (Xn) = 0, (2.55)

8 Worldvolumes.



y los escalares del volumen del universo (coordenadas):
V() X8+ Dps(9) 0, X50; X770+

—1)¢ P . s
MF . uﬁr--ﬁdathl .. .az.dXPdell---Zd = 0.

+
Vad! /170 @ 2.56)
2.56

La ecuacién (2.55) simplemente nos dice que las métricas del volumen del universo
son aquéllas inducidas en los volimenes del universo por medio de las coordenadas
de inmersién X#. Utilizando la invariancia bajo reparametrizaciones en el volumen
del universo podemos fijar d coordenadas (gauge estético) a los valores

Xk = glet . (2.57)

El Ansatz que hacemos sobre la coordenada que falta es

Xi=Y, =y,, (2.58)

donde las y,, son constantes. Podemos hacer las integrales en (2.53) y (2.54) dejando
sélamente funciones §(y — y,) 1-dimensionales. Ademads, esto implica que para las
métricas del volumen del universo tenemos (identificando los indices del volumen
del universo y los del espacio-tiempo d-dimensional):

TYnpw = g,uu = a2(yn)gwj . (259)
El Ansatz sobre el potencial es

- €y
A(d) pivpg Cad% ) (260)
donde c es una constante en principio arbitraria (que fijaremos més adelante) y € es
el tensor de Levi-Civita d-dimensional calculado con la métrica d-dimensional. Por
tanto, el campo F' queda

Il _ d 1 Cuipg

F(d)gul---ud = cda®log a \/ﬂ ) (2.61)
Llegados a este punto, estamos preparados para resolver las ecuaciones de movimien-
to (2.56). F\ 4 solo contribuye a las ecuaciones de las Y. Las ecuaciones para las

coordenadas X/ se satisfacen automaticamente sin imponer condicién alguna. Las
ecuaciones para las Y,, quedan resueltas con:

c=—Vo/un =V/u. (2.62)

Esto implica que todos los cocientes V,,/u, deben tener el mismo valor, lo que es
caracteristico de los objetos BPS. Vemos que p, no pueden hacerse cero, es decir,
que si hubieramos intentado resolver el problema con branas no cargadas no lo
habriamos conseguido.

La ecuacion para el potencial queda
V " A, —
" dlog" a + 2k E Und(y —yn) =0, (2.63)
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que queda resuelta con un factor warp del tipo de RS

Ap/V

a= e " Tabnly—yn| (2.64)

Para resolver las ecuaciones de Einstein calculamos primero el tensor energia-momento
del potencial, es decir

/ 2
F Aﬂﬁl"'ﬁdﬁ’ D P igﬂ‘;ﬁ‘% _ (cdlog a) g[“} _
2
(2.65)

= (g > Hnl0(y — yn) — 1])2 9",

que describle una constante cosmoldgica constante a trozos. Siconsideramos inicamente
dos branas con tensiones opuestas, entonces las ecuaciones de Einstein son idénticas

a las de [1] en los intervalos en los que las constante cosmoldgica es constante vy,
por tanto, admite las mismas soluciones. De hecho, asumiendo que la métrica d-
dimensional es Ricci-flat, entonces las ecuaciones de Einstein quedan resueltas para

el factor warp que hemos visto si

(W/V): =2 ( ‘ ) , (2.66)

2\d—2
lo que implica que
@ = e @ Ta vl (267)

como vimos en el capitulo 2, que es exactamente el resultado que obtienen Randall
y Sundrum en [1].
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Capitulo 3

Escenarios tipo Randall-Sundrum
con dilaton

En este capitulo extendemos el escenario de RS introduciendo el dilaton. La razoén
mas importante que motiva este estudio es acercar este tipo de modelos a las teorias
de cuerdas, en las que el dilatéon aparece de forma natural. La fisica de estos modelos
es diferente a la de RS, pues aparece una singularidad desnuda en el bulk que puede
alcanzarse desde el muro de dominio en tiempo finito.

Analizaremos, con un espiritu generalizador, todos los casos posibles en funcién de
las constantes cosmoldgicas en 4 y 5 dimensiones.

3.1 Branas con constante cosmolégica nula

En este primer caso analizamos un escenario con una brana con constante cos-
moldgica nula en un bulk con constante cosmolégica no nula [11, 13, 14], es decir, la
generalizacion del escenario de RS a “gravedad dilaténica”.

Partimos de la accién de un campo escalar (dilatén) acoplado a la gravedad en
presencia de una constante cosmoldgica:

A 1 i — | A 4 - \2 - A oeg

Surar—s = 5 /d 21§ [R-i— — (Vo) —@-2he=|, (3)
donde «a es un parametro libre que determina el acoplo del dilaton a la constante
cosmoldgica. Esta accién nos da las siguientes ecuaciones de movimiento:

(3.2)
3 —Na -~ a
0 = V2¢+7( - )0 Reds?

Proponemos ahora el Ansatz
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ds = d*(y)gudzrdz” — dy?

¢ = o¢(y)=qlogal(y)

R, =0

(3.3)

Y

siendo ¢ una constante, en d = 5 las ecuaciones de movimiento (3.2) se traducen

en':

0 = ¢"+4a'd¢ — %Ae%¢

1 A .
0 = a2(d)” — = (¢)° + —e3? (3.4)
9 4
1 A .
0 = atd"+ 3 (¢")* + Ze§¢

La solucién de las ecuaciones de movimiento (3.4) es:

e

ds> = [N(a)(y+ yo)]z_% gudztdz” — dy?

=

2

e = [N()(y+w)l=

o [ A
Ne)» = T\ e

\
donde y toma valores en [0,00) e yo es una constante de integracién arbitraria.
Dependiendo del signo de la constante cosmolégica A, 1a solucién sélo tendr4 sentido
para ciertos rangos del acoplo a. Esta solucion tiene una singularidad desnuda en
Y = Yo, Ya que:

. . of—40

B at(y + yo)?
(3.6)

> N ot — 32a% + 640
RAIA/AOA_RILV,DU — a—4R s O_R;u/pa + 212 [ :|

fi0p pvp By + o)
Perturbando la solucién que hemos obtenido podemos hallar el perfil del modo no

masivo del gravitén, dado por:

o(y) = [N(@)(y + yo)]* (3.7)

que no es normalizable en todo el espacio. Siguiendo los pasos de RS, introducimos
un corte en y = N(a)~!, que tiene el efecto de eliminar la parte del espacio con
y > N(a)™ !, donde el modo no masivo del gravitén se vuelve no normalizable.
Podemos reemplazar la parte cortada por una copia de la parte con y < N(a) L.

'El Ansatz que escogemos para el dilatén implica que sélo depende de la dimensién extra, es
decir, que la teoria 5-dimensional s tenemos un campo escalar acoplado a la gravedad, pero en la
teoria efectiva de gravedad 4-dimensional que vive sobre la brana no aparece ningtin campo escalar
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En la solucién esto se traduce a cambiar la variable y por N(a)~! —|y|, donde ahora
ly| varfa entre 0 y N(a)~!. Para que el gravitén se haga cero en la singularidad,
tomamos yg = 0. Como hemos visto en los capitulos anteriores, esto genera un
comportamiento tipo delta de Dirac en las ecuaciones de movimiento, que podemos
compensar introduciendo en la accién un término tipo muro de dominio:

S = Spar o+ / d1z/[g] (zo - voeﬁ“’) (3.8)

donde ahora la teoria gauge que vive sobre la brana tiene acoplado el dilatén (po-
driamos considerar que es una generalizacion del Modelo Estandar en la que tenemos
un campo escalar acoplado, el dilatén). Ly es la parte del lagrangiano de la teoria
que vive en la brana cuya contribucién a la energia de vacio es cero, 5 es una con-
stante que regula el acoplo del dilat6n a la tensién de ésta, Vi (que basicamente es la
contribucién a la energia de vacio de aquellos campos cuyo vev es distinto de cero),
Y gu la métrica inducida sobre la brana. La parte del lagrangiano sobre la brana
que es relevante a la hora de obtener soluciones clasicas de vacio en este escenario
es Vy. De esta forma, las ecuaciones de movimiento que obtenemos de la accion S
son:

R . 4 o . 2 o \2 d—2. a
0 = 9| | Rao — =GR + 7 ﬂ¢vo¢—m(v2¢> Gui + Ae ”%rm

l\DIn—\
|
[\
|

+/TG1Voe 2%5,,61555(y)

A

~ -2 o K
O = V2¢+ wAed 2¢+ ﬁ4 %edﬁ2¢5(y)’
R (3.9)
que con el Ansatz tipo warp en d =5y ¢ = ¢(y) quedan:
0 = ¢"+4atd'¢' — 2 Aea¢ - %Vbe 25 (y)
1 A o
0 = a?(a)" =5 (&) + Sei? (3.10)
9 4
0 = a—la//+ (¢/) 463¢+ %63 5( )
La solucion queda de la forma:
( 32
ds* = [1—=N(a)|y|]*® gudatdz” — dy?
e = [1-N(a)yll*
4 (3.11)
o? A
N(@) = &
() 1\ 264

\

y la tensién de la brana viene dada por:
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24 A
%_E a? — 64

y el acoplo del dilatén a ésta satisface 5 = /2.

(3.12)

En el sistema de referencia holografico, que es el que estamos utilizando, el limite de
RS a — 0 es singular. Sin embargo, podemos ver que este limite esta bien definido
en el sistema de referencia conforme. Para verlo, hacemos una transformaciéon de
coordenadas de la forma

a?-16
=Nyl = —=[1-0()], (3.13)

16 — 2
donde |z| € [0,0(a) ') y O(a) = 6a2a N(a). Por tanto, en estas coordenadas la

solucién es
ds? = [1—0(a)|z|]=~5 (gudatda” — dz?)
(3.14)
e = [1-Ofa)ly]=5 .

Por tanto, vemos que efectivamente en el limite @ — 0 recuperamos el caso origi-
nal de RS [1, 2]. Haciendo un anélisis sencillo de esta familia de soluciones y del
comportamiento del modo cero del gravitén encontramos [13]:

e En el limite de RS @ — 0 el modo cero del gravitén viene dado por:

Yo(2) = [1 - O(a)|2]] 77 . (3.15)

e En los casos 0 < o? < 16 tenemos:

Wo(2) = [1 — O(a)|2[] 5 . (3.16)

que confina cada vez mas cuando nos acercamos a a = +4, pero sin alcanzar
estos valores, ya que el cambio de coordenadas (3.13) es singular para o = +4.
El caso de RS es el menos confinante de esta familia.

e Si 16 < a? < 64 vemos que el modo cero sélo es normalizable en un intervalo
finito de la quinta coordenada, pero podemos hacer un cambio de coordenadas
de forma que el rango de la z se haga infinito. Sin embargo, esta transformacién
de coordenadas hace que la soluciéon ya no esté en el sistema de referencia
conforme, de modo que la comparacién con el caso de RS ya no puede verse
de forma tan sencilla.

e Para o = +4 el cambio de coordenadas dado por (3.13) deja de ser vélido. En
estos dos casos, la solucién en el sistema conforme es:

dg2 = e 2V-ABE (g, datde” — dz?)

e 20 — FV-3Az|

De nuevo, este caso no podemos compararlo con el caso de RS.

Y

(3.17)
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3.2 Branas con constante cosmoldgica no nula

En esta seccién nos proponemos extender los resultados de la seccién anterior al
caso en el que la constante cosmoldgica 4-dimensional es no nula [15].

El Ansatz que proponemos ahora es

ds = d*(y)gudatds” — dy?

¢ = o¢(y)=qlogal(y) (3.18)
R;w = Ag/w

I

que se diferencia de (3.3) en que la métrica 4-dimensional no es Ricci-flat, sino que
tiene curvatura escalar constante distinta de cero. Las ecuaciones de movimien-
to (3.4) se ven ahora modificadas por el término de la constante cosmolégica 4-
dimensional A de la siguiente forma:

0 = ¢"+4atd¢ — %/A\eﬁ‘z’

1 Ao, A
0 == Cl,_2 (Cl,')2 — § (¢I)2 + Z€§¢ — ga_Z (319)
1 A .
0 = alad"+ 3 (¢')° + ¢

La soluciéon a estas ecuaciones de movimiento es:

( ds? = [N(a)(y+ )] gudrtde” — dy?

-

2

J e = [N(e)(y+ o)~ (3.20)

Ve = T

donde y, es una constante de integracién arbitraria.

Por consistencia de las soluciones, las constantes cosmoldgicas 4 y 5-dimensionales
satisfacen:

16 — a? -
A= A 21
16 (321)
Esta solucién tiene una singularidad desnuda en y = —yq:
- 192
R=———77"——
o*(y + yo)?
(3.22)
Riops RI7P = a4 Ry, 00 R + 24 [76”2 9 }
Hvp QY p C¥2(y + y0)4
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En este caso, la parte dependiente de la dimension extra del modo sin masa del
gravitén viene dada por:

Yo(y) = [N () (y + yo)]2 5 (3.23)

que no es normalizable en todo el espacio. Siguiendo los pasos del apartado anterior,
introducimos un corte en y = N'(a) ™!, que, igual que antes, tiene el efecto de eliminar
la parte del espacio con y > AN (a)™!, donde el modo no masivo del gravitén se
vuelve no normalizable. Reemplazamos la parte cortada por una copia de la parte
con y < N(a)~!. De nuevo, esto se traduce en hacer en la solucién el cambio de
variable y — N (a)™! — |y|, donde ahora y varia entre 0 y N (a)™" (igual que en la
secci6én anterior, haremos yo = 0). Introduciendo en la accién un término tipo muro
de dominio para compensar las deltas de Dirac generadas por el corte, obtenemos
las ecuaciones de movimiento:

32 2
0 = ¢// + 4a—1a'q§' . §Ae§¢ _ %%egfﬁé(y)

a_2 (3.24)

1 a R
0 = a'd"+ 3 (¢")? + Ze§¢ + g%e§¢6(y)

cuya solucién es:

( d8® = [1-N()|y|] gudatds” — dy?
—2¢ — [1— r
| e = n-n@pl 55
a [—A
|V =g\

La tension de la brana es

0% ~
Vo= %\/ —3A (3.26)

y el acoplo del dilatén a las branas viene dado por 5 = 8/a.

En principio esperariamos que las soluciones de la seccién anterior pudieran recu-
perarse en el limite A — 0 a partir de las que acabamos de obtener. Sin embargo, la
familia de soluciones (3.25) no se reduce genéricamente a la familia (3.14) de la sec-
ci6n anterior. Si hacemos A = 0 en (3.21) vemos que existen dos posible soluciones:
A =0y a= =44, pero la solucién sélamente se reduce a (3.14) en el caso a = 4.
Por tanto, no podemos recuperar las soluciones de la seccién anterior en el limite
A =0, ya que las familias de soluciones (3.14) y (3.25) son disconexas en el espacio
de soluciones, aunque, como hemos visto, estan conectadas por el caso a = 4, caso
en el que la métrica, el dilatén y la tensién de la brana coinciden obteniéndolo a
partir de una solucién u otra. Esto es facil de entender mediante un andlisis del
sistema de ecuaciones diferenciales para a(y) y ¢(y)-
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Llegados a este punto, nos gustaria comparar estos casos con el de RS y los de
la seccién anterior para ver en cudles el confinamiento es mas o menos fuerte. Sin
embargo, sélo podemos comparar con las soluciones con o = +4 obtenidas entonces,
pues son las tinicas que podemos obtener a partir de éstas, como hemos visto.

3.3 Escenarios con constante cosmolégica en cin-
co dimensiones nula

Hasta ahora hemos trabajado con la suposicion de que A # 0. Para completar el
estudio llevado a cabo en este capitulo debemos estudiar aquellos casos en los que
la constante cosmolégica 5-dimensional sea nula, A= 0, para lo que existen dos
posibilidades: que la constante cosmolégica 4-dimensional A sea cero [10, 11, 13|, y
que no lo sea [12].

Las ecuaciones antes de introducir las branas son

0 — ¢"+4a‘1a'gb'

_ 2 1 2 A
0 = a 2(&’) - §(¢I) — ga 2 (327)
—1 1 1 Y
0 = a'td+ §(¢) .
De la primera de ellas obtenemos
¢ =~at, (3.28)

siendo <y una constante de integracién arbitraria. Las dos ecuaciones restantes se
reducen a la tnica ecuacion

2
N2 T 6 A
= — — 3.29
(@2 =La+2 (329)
Para el caso A = 0 la solucién es
d$? = [%fy(y + yo)] 1/ Gudrrdz’ — dy?
(3.30)
e = (y+yo)*s
De nuevo vemos que el modo no masivo del gravitén viene dado por:
1
4 3
i) = [+ m)] 3:31)

Siguiendo los pasos de las demés secciones, introducimos un corte en y = % para

normalizar el gravitén, lo que se traduce en hacer el cambio de variable y — P ly|.

Introduciendo el término de la 3-brana, la accién (3.8) nos da las ecuaciones de
movimiento
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Bk

0 = ¢”+4a_1a'q§’——V063 d(y)
—_92 N2 1 n2
0 = o @) (@) (3.32)
0 = a '+ = (¢) + SViedoo(y),
3 3
cuya solucion es
ds? = [1—§’y|y”1/2 Gudztdz” — dy?
(3.33)
¢ = [1-3ypyl]*.

donde de nuevo 7y es una constante de integracién arbitraria. La tensién de la brana
viene fijada por:

y el acoplo del dilatén a la brana es § = —4.

El caso con A # 0 fue estudiado en [11]. Hemos visto que las ecuaciones de movimien-
to se reducen a (3.28) y (3.29). Esta tltima ecuacién puede reescribirse como
,YQ

A
I = —a %4+ — 3.35
a € ga +3, ( )

donde € = £1 simplemente determina el signo que escogemos de la raiz. Es intere-
sante darse cuenta de que esta solucion sélo tiene sentido cuando el radicando en
(3.35) es positivo. Si A > 0 es positivo, es decir, si la brana es DS, el radicando
siempre es positivo. Sin embargo, si la brana es aDS, A < 0, esta condiciéon nos
dard una restriccién sobre A [12].

Integrando (3.35) obtenemos:

eda
/2—A=y+yo, (3.36)
7_a—6+_
V 9 3
que queda resuelta de la forma
31 , 125 3A
P - 22 = = 3.37

siendo oFy (3,%,3,¢) = F() una funcién hipergeométrica. F() es analitica en
C—-{[1,0)} C R, y aumenta monétonamente desde F(—oc) = 0 pasando por

5)p (L
F(0) = 1 hasta alcanzar su méximo en F (1) = Fu = % = 1.725. Debido
6
aque FF >0, la solucién que hemos obtenido so6lamente es valida a un lado de
y=—1Y. Eny= ——yo nuestra solucién tiene una singularidad de curvatura.

Introducimos ahora un muro de dominio en y = 0. Las ecuaciones de movimiento
que obtenemos son:
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0 = ¢"+4ad¢ — %Voeg‘ﬁé(y)
1 A
0 = a?2(d) - 5 (¢')% — g0’ (3.38)

) A
0 = ala"+3 () + 5Vees0(y).

Debemos ahora empalmar las soluciones a ambos de la brana. Llamamos 1, 71 ¥
¢ a las constantes de integracién en el lado izquierdo (y < 0), e yo2, Y2 ¥ ¢2 en el
lado derecho (y > 0). Las constantes d; (i = 1,2) se refieren al modo cero ¢(0) del
dilatén en el lado ¢ de la brana.

Definiendo
- Yoi
Uoi = —— (3.39)
" F |y:0
obtenemos la tensién de la brana:
4 o1 o1y —Ee0)
Vo=— (ym + Yoo ) € 3 (3.40)
kp
y la expresion para el acoplo 8 del dilatén en funcién de las constantes de integraciéon:
S 1 =1
B=—4 Yo1 + Yoo (3.41)

Vil A+ Vi + A

En los calculos que hemos llevado a cabo en esta seccién nos hemos centrado en un

acoplo del dilatén a la brana de la forma f(¢) = Voe§¢, pero pueden generalizarse
a un acoplo f(¢) arbitrario [10, 11, 12].

3.4 El problema de la constante cosmologica

En el marco de las teorias tipo RS con dilatén, no existe una relacion entre la energia
del vacio de la teoria gauge que vive sobre la brana y la constante cosmolégica
4-dimensional, sino que esta ultima es una propiedad puramente geométrica, que
interpretamos como la curvatura de la brana. Esto hace desaparecer el problema de
la constante cosmolégica.

En [10, 11] se observé que las fluctuaciones de la tensién de la brana debidas a las
correcciones cudnticas de la teoria que vive sobre ésta no generan una constante
cosmoldgica 4-dimensional. Por medio del mecanismo conocido como autoajuste 2,
estas fluctuaciones en la tensién de la brana pueden absorberse en ajustes del dilatén
(o de un campo escalar acoplado a nuestra teoria de gravedad), de modo que las
correciones cudnticas no generan una constante cosmoldgica sobre la brana. Por
tanto, comenzando con branas Ricci-flat, no se genera curvatura.

Partimos de la accién (3.8) con A=0 y proponemos el Ansatz

2 Self-tuning.
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ds* = a(y)?gudztdz” — dy?
(3.42)
¢ = qloga(y) + ¢o,
donde ¢ y ¢ son constantes arbitrarias, y g, es una métrica Ricci-flat. Es facil ver

que la tnica diferencia con la seccién 3.3 es el valor del dilatén sobre la brana ¢,.
De nuevo, las soluciones quedan:

. 1/2 .
ds* = [1-37yl] / gudatdz’ — dy?
(3.43)
3
e = [1—39l]” .
y la tensién de la brana:
27 1,

Vo = —e3® (3.44)

K
donde 7 es una constante de integracién arbitraria. Las variaciones de la tensién de
la brana Vy — &V debidas a las fluctuaciones cudnticas puede absorberse mediante
un ajuste del campo escalar de la forma:

b0~ b0+ S10gE (3.45)

de modo que no se genera una constante cosmolégica 4-dimensional, es decir, que los
habitantes de la brana siguen midiendo constante cosmolégica nula. Podemos hacer
este tipo de transformaciones (ajustes del valor esperado del campo del dilat6n sobre
la brana ¢y), gracias a que las ecuaciones de movimiento (3.32) son invariantes bajo
ellas. En este caso, ademds, también la accién (3.8) (con A = 0) es invariante.

Sin embargo, recientes observaciones astronémicas parecen indicar la existencia de
una constante cosmolégica positiva pequena, pero distinta de cero. Por tanto, resulta
interesante estudiar si existe un mecanismo de auto-ajuste para el caso de branas
con constante cosmoldgica 4-dimensional no nula. A partir de las soluciones tipo RS
con dilaton con constante cosmoldgica en la brana que construimos en la seccion 3.2
anterior, analizaremos las correcciones procedentes de las fluctuaciones de la tension
de la brana y definiremos una generalizacién del mecanismo de auto-ajuste para este
tipo de soluciones.

El mecanismo de auto-ajuste no funciona en el caso de branas que sean Ricci-flat
si incluimos una constante cosmoldgica 5-dimensional. Sin embargo, si es posible
generalizar este mecansimo al caso con constante cosmoldgica 5-dimensional no nu-
la. La condiciéon necesaria para poder generalizar el mecanismo de auto-ajuste es
considerar que la constante cosmolégica 4-dimensional es distinta de cero, es decir,
que las branas tengan curvatura constante. Veamos cémo sucede esto.

Consideremos, pues, el caso en el que las branas albergan constante cosmolégica
no nula A. Al construir la solucién proponemos el Ansatz (3.42), donde ahora la
métrica g,, no es Ricci-flat, sino que tiene curvatura constante distinta de cero. La
tnica diferencia en este caso con la seccién (3.2) es la constante ¢y. La familia de
soluciones que se obtiene es, por tanto:
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2
es®g,, drtdr” — dy?

) a | A
ds® = ll—z —§|?J|

(3.46)
6 o} A
= ——log|l——\/—= .
¢ - log [ V3 |y|]
Las constantes cosmolégicas satisfacen:
ey P (3.47)
=16 e3? .

donde A es la constante cosmolégica 4-dimensional, es decir, las ecuaciones de Ein-
stein sobre las brana son:

R/J,u = Aguu . (348)

La tension de la brana viene dada por

IN a2—1
Vo= %\/ —3Ae"w %0 (3.49)

y el acoplo del dilatén a ésta es § = 2.

Veamos ahora cémo las variaciones de la tensién V; afectan a la solucion. Hemos
visto que, en ausencia de la constante cosmolégica 5-dimensional, las variaciones
de V, son absorbidas en ajustes del dilaton, de modo que no se genera constante
cosmoldgica 4-dimensional. Debido al acoplo del dilatén a la constante cosmolégica
b-dimensional, los ajustes del dilatén ya no son una simetria de la teoria. Sin
embargo, en modelos con branas cuya constante cosmoldgica es distinta de cero, es
posible absorber los ajustes del dilatén en cambios de A y g,

El mecanismo funciona de la siguiente forma. Variando la tensién de la brana de la
forma Vy — &V4, se induce el cambio:

b
—1 .
¢0—>¢0+a2_16 0g¢, (3.50)

de forma que el ajuste de A que absorbe este cambio es

2

A — Agattie (3.51)

En la solucién (3.46), el ajuste (3.50) es absorbido por la métrica 4-dimensional g,
redefiniéndola de la forma

—2a2
guu — guy€a2_16 , (352)
de modo que la ecuacién (3.48) queda invariante bajo esta transformacién, ya que
(3.51) y (3.52) se cancelan entre si.

Por tanto, para los habitantes de la brana, la constante cosmolégica no cambia bajo
ajustes del dilatéon que compensen los cambios en la tension de la brana. La métrica
5-dimensional se adapta para acomodar las variaciones de los valores esperados de
vacio de la teoria que vive en la brana. De nuevo, las ecuaciones de movimiento son
invariantes bajo ajustes del dilaton.
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Algo que podria llamarnos la atencién en esta generalizacion del mecanismo de auto-
ajuste es que las transformaciones (3.50), (3.51) y (3.52) son singulares para o« = +4.
Esto se debe a que para estos valores del acoplo « la constante cosmolégica sobre la
brana es nula, como puede verse en (3.47).
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Capitulo 4

Agujeros negros en la brana

Supongamos que realmente el universo en cuatro dimensiones que conocemos es
una 3-brana 4-dimensional que vive en un espacio 5-dimensional. Queremos ahora
estudiar algunas de las posibles implicaciones de esta hipdtesis. Si la materia que
vive confinada en la brana sufre un proceso de colapso gravitatorio, entonces se
formara un agujero negro sobre la brana. Entonces, el horizonte de dicho agujero
negro se extenderd a lo largo de la quinta dimensién, es decir, el agujero negro sera
un objeto 5-dimensional.

En primer lugar analizaremos un escenario con un agujero negro asintéticamente
plano en la brana [17]. Completaremos nuestro andlisis considerando agujeros negros
asintéticamente (a)DS [23].

4.1 Agujeros negros asintéticamente planos

Los modelos de RS que consideramos utilizan aD S5, cuya métrica en coordenadas
holograficas viene dada por:

ds? = e %y, dr"dz” — dy?, (4.1)

donde 7, es la métrica de Minkowski 4-dimensional. Hemos visto en el capitulo
2 que podemos sustituir 77,, por una métrica que sea Ricci-flat y la solucion sigue
siendo vélida. Vamos a estudiar qué sucede si g, es una solucién tipo agujero negro,
es decir, cémo se ve este objeto desde el punto de vista 5-dimensional (en concreto,
estudiaremos la solucién de Schwarzschild).

Nos interesa trabajar en el sistema de referencia conforme, para lo que hacemos la
transformacién de coordenadas y — z dada por

1 .
z=—e¥ 4.2
p (4.2)
de modo que la métrica (4.1) queda
1
ds* = — [guwdztds” — d2*] , (4.3)

(92)?
que representa una solucién de cuerda negra, y que en este caso tiene dos singulari-
dades: z =0 (frontera de aDS) y z = oo (horizonte de aDS).
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Tanto el escalar de curvatura como el tensor de Ricci son siempre finitos para esta
solucién, de modo que, para analizar las singularidades, calculamos el tensor de
Riemann al cuadrado. Para la solucién (4.3) tenemos:

Rﬂﬁﬁ&Rﬂﬁﬁ& = 40.@4 + (92)4 RuupaRw/pa (44)
que es singular en z = o0, el horizonte de aDS.

Para estudiar la singularidad que aparece en esta solucién haremos un andlisis de
las geodésicas del espacio-tiempo 5-dimensional. Concentraremos nuestro estudio
principalmente en las geodésicas null o tipo luz, ya que describen el movimiento de
la luz en un campo gravitatorio dado.

Sea # el vector velocidad a lo largo de una geodésica tipo luz o tipo tiempo con
respecto a un parametro afin 7. La condicién de compatibilidad de 1la métrica implica
que, a lo largo de la trayectoria, la cantidad

dzt dz?

£ = G -

dr dr

es constante [24]. Nos concentramos en geodésicas tipo luz, para las que € = 0. La
ecuacion general de las geodésicas es:

(4.5)

FRE TN ﬁda:ﬂ dz?

POV i =0 4.6
dr? Wodr dr (4.6)
Para un Ansatz tipo warped en el sistema conforme:
ds* = A*(z) [gudatdz” — d2*] , (4.7)
la componente p =y de la ecuacién (4.6) es:
d dz
— |A%(2)—| =0 4.8
dr [ (2) dT:| ’ (48)
de donde
dz
— =RA? 4.9
T —na(e), (49)

siendo N es una constante de integracién arbitraria. Definiendo un cambio del
pardmetro afin 7 — o(7) de la forma

o _
dr
y usando (4.9), la ecuacién radial (4.5) queda:

RA2 (2(7)) (4.10)

dz* dz”

Juw g = 1, (4.11)
que es exactamente la ecuacién radial de una particula masiva en el espacio-tiempo
4-dimensional (geodésica tipo tiempo, € = 1), de modo que o es el tiempo propio a
lo largo la geodésica. Un cdlculo sencillo nos dice que la ecuacién de las geodésicas
(4.6) con p = p con el nuevo pardmetro o es:

d?xP dz* dx?
—d0'2 + 'UVPE dO’ :0, (412)
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que es la ecuacién de las geodésicas para la métrica g,,. Por tanto, a partir de
las geodésicas tipo luz en el espacio 5-dimensional (bulk) hemos obtenido geodésicas
tipo tiempo en el espacio-tiempo 4-dimensional, que describen el movimiento de una
particula masiva. Este resultado resulta légico, ya que el movimiento no trivial en
la quinta dimensién genera una masa en 4 dimensiones.

En el caso que nos interesa tenemos A(z) = (9z) !, de modo que la ecuacién (4.9)
queda resuelta con:

z2(1) = —(Rg°r) . (4.13)

Teniendo en cuenta que el cambio de pardmetro (4.10) queda

o=—-Ng*r)™", (4.14)
obtenemos z(0) = o.

Estamos interesados en el comportamiento cerca de la singularidad en z = oo, es
decir, 7 — 0_, que es equivalente a ¢ — oo. Por tanto, necesitamos estudiar el
comportamiento de las geodésicas 4-dimensionales a tiempos muy grandes.

Para entender bien lo que sucede en la singularidad, usaremos un ejemplo sencillo:
Schwarzschild. En este caso, tenemos:

1
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d§® =
(92)

[U(r)dt® — U (r)dr® — r*d6* — r*sin® fdp® — d2°] , (4.15)

con U(r) =1 — 24 siendo M la masa del agujero negro. La métrica (4.15) tiene
dos vectores de Killing asociados, k= 0y y m = 0y, que dan lugar a dos cantidades
conservadas, E=ka y L = —m-a. Restringiendo el movimiento al plano ecuatorial,
0= g, obtenemos:

. dt - dy
= A2 hidl L = A%(2)r2 =2 . 4.1
U Ol (4.16)
En funcién del nuevo pardmetro o, (4.16) son:
dt dy
E = — L=r"—"% 4.1
v % (4.17)

donde F = RE y L = RL, e interpretamos AE como la energia total del fotén 5-
dimensional, y iL como su momento angular total [24]. La ecuacién de movimiento
que finalmente obtenemos es la ecuacién

(Y 4 (14 2) (1-20) < 19

que es exactamente la ecuacién radial de una geodésica tipo tiempo (particula ma-
siva) para la solucién de Schwarzschild en 4 dimensiones. En general, interpretamos
E como la energia total por unidad de masa de una particula moviéndose a lo largo
de éstas geodésicas con respecto a un observador estdtico en el infinito, ya que es la
energia que necesitaria tal observador para colocar una particula de prueba (masa
unidad) en dicha 6rbita. Interpretamos L como el momento angular total de la
particula por unidad de masa [24].
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Hemos visto que para entender qué sucede cerca de la singularidad tenemos que estu-
diar el comportamiento de las geodésicas 4-dimensionales a tiempos o muy grandes
(0 — o0). Si éstas geodésicas chocan contra la singularidad de Schwarzschild en
r = 0, lo hacen en o finito. Para o infinito existen dos posibilidades [24]. La primera
es que la geodésica alcance r = oo. La segunda sélo tiene lugar si L2 > 12M?, cuan-
do es posible tener estado ligados ligados (es decir, érbitas restringidas a un rango
finito de r) fuera del horizonte de Schwarzschild.

Las orbitas que alcanzan r = oo tienen un comportamiento a o grande del tipo

r~ovVE? -1, (4.19)

es decir,

T~ —

2 _

NG E?2 -1 (4.20)
para 7 — 0_. A lo largo de estas geodésicas el tensor de Riemann al cuadrado no
diverge. Los estados ligados se comportan de forma diferente. Estos permanecen a
r finita, de forma que el tensor de Riemann al cuadrado diverge cuando 7 — 0_, y
lo que sucede es que orbitan la cuerda negra infinitas veces antes de chocar con la
singularidad, lo que sucede en parametro afin finito.

Da la impresién de que algunas geodésicas se encuentran una singularidad en el
horizonte de aDJS, mientras que otras no se la encuentran, ya que los invariantes
de curvatura no divergen a lo largo de ellas. Podemos pensar que sélamente una
parte de la superficie z = oo es singular. Para ver esto claramente, simplemente
tenemos que calcular el tensor de Riemann en un sistema de referencia ortonormal
que se propague paralelamente a lo largo de una geodésica tipo tiempo que alcance
z = oo, pero para la que el tensor de Riemann al cuadrado no diverja (es decir,
una geodésica que no sea estado ligado). Haciendo este cédlculo [17] vemos que
efectivamente nuestra solucién tiene una singularidad de curvatura en z = oo.

Las soluciones tipo cuerda negra en espacios asintéticamente planos son inestables
ante perturbaciones de longitud de onda grande [21]. La entropia de un agujero
negro es mayor que la de un segmento lo suficientemente grande de una cuerda,
de modo que la cuerda tiende a convertirse en una ristra de agujeros negros, para
después formar una linea de agujeros negros. Podemos pensar que algo parecido
sucede en nuestra soluciéon. Sin embargo, aDS actia como una caja confinante
que previene de las fluctuaciones de longitud de onda mucho mayor que su radio
R.,ps = §~'. Si se da una inestabilidad, tiene que ser a longitudes de onda més
pequenas.

Si el radio de curvatura del horizonte de la cuerda es suficientemente pequeno,
entonces la curvatura de aD.S sera despreciable, de modo que la cuerda se comporta
como si estuviese en un espacio asintéticamente plano. Esto que significa que serd
inestable ante perturbaciones con longitudes de onda del radio del horizonte (~ z71),
es decir, para z suficientemente grande, estas perturbaciones caben en la caja de aDS.
Por tanto, cerca del horizonte puede tener lugar una inestabilidad. Sin embargo,
para z pequenas la inestabilidad se da con longitudes de onda mucho mayores que
el radio de aDS, es decir, que no caben en la caja. Si unicamente introducimos
una brana (RS2) en el espacio, la singularidad en el horizonte puede verse desde
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la brana. También podemos plantearnos introducir dos branas (RS1) en nuestro
espacio en vez de una, de forma que la quinta coordenada sea compacta, evitando
asi la singularidad que aparece en el horizonte.

Concluyendo, la solucién de cuerda negra es estable lejos del horizonte de a DS, pero
inestable cerca de él, donde el horizonte de la cuerda tiende a cerrarse. Después
de que el horizonte de la cuerda se cierre, la cuerda se convierte en un puro negro
estable, que se extenderia hacia el infinito en a DS si el muro de dominio no estuviese
presente, pero que no llegaria al horizonte. Lejos del éste, la métrica de la cuerda
negra describe aproximadamente el puro, de modo que la solucién inducida en la
brana es Schwarzschild (casi-Schwarzschild) en 4 dimensiones.

4.2 Agujeros negros asintéticamente (a)DS

Vamos a intentar ahora completar el estudio comenzado en la secciéon anterior. Es-
tudiaremos agujeros negros en la brana con constante cosmoldgica no nula A [23].

En el capitulo 2 vimos que la solucién con constantes cosmolégicas 4 y 5-dimensionales
es:

ds* = a*(y) gdatdz” — dy?
a(y) = 5 (Jre® +I_e %) (4.21)

I -=g¢%/9".

La transformacion de coordenadas dada por

2 J -
z = — arctan (Lrgegy) : (4.22)
g g
con 0 < 2z < %, nos permite escribir la métrica en el sistema de referencia conforme:
9/d \’
d§? = | — Jdrtdry — dz2?] . 4.23
(sem) o | 42

Esta solucién tiene dos singularidades: z = 0 (frontera de aDS) y z = 7 (horizonte
de aDS). En este sistema de coordenadas también resulta ficil ver que la solucién
se reduce a la solucién (4.3) en el limite g — 0.

El tensor de Riemann al cuadrado en este caso queda:

. 4
Rpnps RF7P7 = 40g* + §* (#) Ry p0 RMP° (4.24)

que no tiene singularidades en z, ya que sin(gz) es finita Vz. Las unicas singular-
idades verdaderas de la solucién seran aquéllas que lo sean de g,,. Por tanto, la
presencia de una constante cosmolégica no nula sobre el muro de dominio elimina
la singularidad en el horizonte de aDS que aparecia en el caso de un muro con
constante cosmolégica nula.

Al introducir la constante cosmoldgica 4-dimensional estamos haciendo desaparecer
la singularidad que aparecia en el horizonte de a DS en el caso de branas Ricci-flat,
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de forma que no necesitamos hacer el estudio de las geodésicas que hicimos en la
seccién anterior.
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Conclusiones

Los escenarios tipo RS son modelos basados en geometrias no-factorizables del
espacio-tiempo. Esta clase de geometrias permiten proponer soluciones a dos im-
portantes problemas de la fisica tedrica de altas energias. En primer lugar, podrian
dar una solucién al problema de las jerarquias gauge basada en un escenario con
dos 3-branas separadas entre si por una porciéon de aDS. En una de las branas
vive el universo 4-dimensional que conocemos. La geometria del espacio-tiempo 5-
dimensional genera una jerarquia entre las dos branas que explica el porqué de la
enorme diferencia entre la escala débil y la escala de Planck. En segundo lugar,
en un modelo con una sola brana es posible confinar la gravedad 4-dimensional,
es decir, que se reproduce la gravedad 4-dimensional en un escenario con cinco di-
mensiones no-compactas, lo que representa una alternativa a la compactificacion de
Kaluza-Klein.

Si el modelo de RS es correcto, serd posible detectar experimentalmente gravitones
y excitaciones de KK (modos masivos). Entre otras manifestaciones de los mismos,
habria una correccion a la ley de Newton debida a los modos de KK. Este es, quiza,
uno de los flancos mas débiles de este tipo de modelos, ya que esta ley de Newton
ha sido verificada experimentalmente en un rango de distancias enorme.

En el escenario original de RS tenemos una (n) 3-brana plana en aDSj5. En este tra-
bajo hemos generalizado estos modelos, obteniendo asi todos los posibles escenarios
de este tipo en funcion de las constantes cosmolégicas 4 y 5-dimensionales. También
hemos estudiado las propiedades de supersimetria de estos modelos y una formu-
lacion de branas que los acerca a las teorias de cuerdas. Hemos dado un paso mas
alla introduciendo el dilatén en este tipo de escenarios, lo que nos permite proponer
una solucién al problema de la constante cosmoldgica. Finalmente, hemos querido
entender qué sucede cuando la materia confinada en la brana sufre un proceso de
colapso gravitatorio, es decir, cuando se forma un agujero negro en la brana. Un
agujero negro en la brana se extiende a lo largo de la quinta dimensién dando lugar
a diferentes objetos, dependiendo de si el agujero negro es asintéticamente plano o
(a)DS.
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Apéndice A

Ecuacion de movimiento del
graviton

En este apéndice vamos a obtener la ecuaciéon de movimiento del gravitén para
métricas generales tipo warped:

d8® = a*(y)gdztdz” — dy?, (A.1)

donde consideramos que la métrica g,, no depende de la quinta coordenada (y)
y satisface las ecuaciones de movimiento de Einstein con constante cosmolégica
arbitraria A. Obtendremos también la solucién para el modo no masivo del gravitéon.

Partimos de la accion de gravedad con constante cosmolégica en d dimensiones, que
viene dada por:

2

De esta acciéon se derivan las siguientes ecuaciones de movimiento:

~ 1 5 N ~ ~
Syan = 55 [ @'/l [R= (-2 (A2)
Rﬁ,} - Agﬁ;. (A3)

Perturbando la métrica de la forma guy — gpo + iz,;,; alrededor de un background
Gap que satisface (A.3), y queddndonos a primer orden en hy;, encontramos que las
ecuaciones de movimiento para h;; en el gauge transverso sin traza (TT)?

Vih =h=0, (A.4)

siendo h = §#”h;; es la traza de la perturbacién, son:

@271[“9 + QRﬁ(ﬂilp,;) + QRS‘(ﬂ,;)&ilj\ﬁ = QZA\}AL[“;. (A5)
Usando (A.3) obtenemos:
@2}},1,; + QR;\(ﬂg)&;lj\& =0 (A.6)
Introducimos ahora el gauge de RS
Buy_;lyyzo- (A7)

! Transverse Traceless gauge.
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En realidad éste no es un gauge, ya que no respeta el nimero de grados de libertad
de la perturbacién. Es decir, iLﬂ,} en 5 dimensiones tiene cinco grados de libertad,
dos del tensor izuy, dos del vector ;luy y uno del escalar izyy. Al hacer el gauge de
RS estamos perdiendo tres grados de libertad (dos del vector y uno del escalar),
de modo que éste no es un verdadero gauge. Sin embargo, la condicién huy =0es
necesaria al hacer el orbifolding 2, ya que el vector se transforma como huy — huy
bajo y — —y.

Utilizando entonces el gauge de RS y trabajando con la métrica tipo warped general
(A.1), vemos que las ecuaciones para hy, y hy, se satisfacen idénticamente, de modo
que la ecuacién de movimiento para el resto de la perturbacién queda:

G,_2 |:V2ilw/+2Rp(uu)gi7’p0' _BZV ( )
A8
(= D), + 2@ = a2 + Ny = 0.

Asumimos que la perturbacién puede expandirse en modos de la forma

Z% )& () . (A.9)

(0)

S6lo estamos interesados en el modo no masivo hyy = hy,. La ecuacién de movimien-
to (sin fuentes) de un gravitén sin masa en el gauge TT en un background g,, que
satisface las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica A viene dada por:

V2hy + 2R () hpe = 0, (A.10)

de modo que la ecuacién (A.8) queda:
hy, = (6—d)a" a'h), +2 [a™ a" + (d — 4)a_z(a')2] Py (A.11)
que en d = 5 con Ay, = ¥o(y)hu queda resuelta por

Yoly) = a*(y) - (A.12)

En general este graviton no serd normalizable en todo el espacio. Para que el modo
cero 1y del gravitén sea normalizable necesitamos introducir un cut-off en algin
punto de la quinta coordenada. La inclusién del cut-off tiene dos efectos a tener
en cuenta. En primer lugar, corta la parte del espacio donde el gravitén se vuelve
no normalizable. Podemos reemplazar la parte del espacio que hemos cortado con
una copia de la parte que no hemos quitado. Matematicamente, esto se traduce
basicamente en sustituir y por |y| en la solucién (A.1). Esto genera un compor-
tamiento tipo delta de Dirac en las ecuaciones de movimiento, que puede compen-
sarse introduciendo en la accién términos de fuente tipo muro de dominio en las
fronteras. El segundo efecto al que da lugar el cut-off es que discretiza el espectro
de KK, que es continuo antes de introducir el cut-off .

Introducimos entonces los términos de fuente tipo muro en la accion, de modo que
la nueva accioén es:

2Esto implica que tengamos invariancia y — —y.
3Esto se debe a que el espacio de Hilbert de un espacio compacto es discreto.
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S = Sgrav + Y / A1z /|g™| (L, — V) (A.13)

donde L,, son los lagrangianos sobre las branas, V,, sus tensiones y g,(“,) las métricas

inducidas sobre ellas. Las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir de la
accién (A.13) son:

A ~

~ P o 1 ~pO ~
Rﬂf/ = Agﬂﬁ — kK [9;;05'0,15 v d 2g;w g 9po :| ZV 6 Yy — yn . (A14)

Si expandimos estas ecuaciones alrededor de un background que las satisfaga, la
ecuacion de movimiento que obtenemos para la perturbacion es:

@2}},1,9 + QR,;( he ») T+ QR)‘ Uh — QAiLﬂ,g—

1 R L
+2k { [th(ugu) — ﬁ (hfpagﬂﬁ + hﬂﬁg/’”)] (A.15)

- . 1
—he? (gpﬂgaﬁ — 0ol u) } 22 Vad(y =) = 0.
Usando la primera ecuacién de (A.14) para eliminar R;;, obtenemos:

V2hys + 2B )P b, [(gpvi}p(ﬁ - izpagp(ﬂ) in)o
(A.16)
1 700 % ~po T ~
+m (h 9po — 9 hpa) 9pp Zn Vné(y - yn) = 0.

Utilizando el gauge de RS (A.7) y teniendo en cuenta el hecho de que la métrica
(A.1) es diagonal por bloques, vemos que los términos de las fuentes se cancelan.
De nuevo, las ecuaciones para h,, y hy, se satisfacen idénticamente, y la ecuacién
para el resto de la perturbacién es:

a”? VQ}ALW + 2Rp(w)ai"p0 - }A’Zu
(A.17)
—(d = 5, + 20(d - Da~X(@)? + a ]y, = 0.

Si asumimos la expansién de la perturbacién en modos de RS (A.9), y tenemos en
cuenta que la ecuacién de movimiento de un gravitén no masivo sin fuentes en el
gauge TT viene dada por (A.10), tenemos de nuevo:

Bt = (5— dya ta'h, +2 [a 1" + (d — 4)a 2(d)?| by, (A.18)

cuya solucion en d = 5 es:

Yoly) = a®(y) - (A19)
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El confinamiento de la gravedad 4-dimensional dependera de la forma explicita de la
solucién. En general, la inclusién de las branas y el orbifolding es necesario para que
se produzca confinamiento en una sola brana, ya que a? tiene mas de un maximo en
el intervalo de interés. La unica excepcion parece ser el caso de RS.
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