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INTRODUCCION

1.1 Motivacion

Las soluciones supersimétricas de las diferentes teorias de las supergravedad han
jugado un papel destacado en Teoria de Cuerdas y Teoria M principalmente en tres

areas:

1. En el andlisis de la termodindmica de objetos gravitantes extendidos como
agujeros negros y anillos negros. Desde hace ya un buen tiempo se conoce que
los agujeros negros estan gobernados por leyes que son iguales en estructura
a las leyes de la Termodindmica [1]. Precisamente uno de los logros de la
Teoria de Cuerdas es que ofrece una descripcién estadistica para la mecénica
de estos objetos y por lo tanto dentro del marco de la Teoria de Cuerdas
la interpretacién termodindmica es natural. En particular cuando se trabaja
con configuraciones supersimétricas de las supergravedades se pueden hacer
calculos concretos de variables termodinamicas. Una revisién de este tema

puede verse en [2] y un resumen de resultados recientes se encuentra en [3].

2. Las compactificaciones de la Teoria de Cuerdas y Teoria M de diez y once
dimensiones respectivamente a cuatro dimensiones basadas en vacios super-
simétricos son interesantes para hacer fenomenologia de cuerdas. Las super-
simetrias preservadas por las soluciones constituyen el germen para construir
modelos de particulas supersimétricos en cuatro dimensiones que han de con-
ducir al Modelo Estandar por medio de algiin mecanismo de ruptura de super-
simetria. En [4] se presentan lecciones sobre el tema de las compactificaciones

en Teoria de Cuerdas a nivel introductorio.

3. Los modelos de prueba para la correspondencia entre teorias cuanticas de

campos conformes y la Teoria de Cuerdas colocan a la cuerda en un espacio
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AdSs x S°, el cual es una solucién supersimétrica de la Supergravedad. Un

andlisis amplio de esta correspondecia se puede encontrar en [5].

Estas razones le otorgan sobrado interés a la clasificacion de todas las soluciones
supersimétricas de las teorias de supergravedad. En este trabajo se persiguen dos
objetivos: en primer lugar se quiere conseguir la clasificacion de todas las confi-
guraciones supersimétricas de la Supergravedad N = 4, d = 4. Una vez hecho el
trabajo con las configuraciones, como fin tultimo queremos usar los resultados para
encontrar nuevas soluciones supersimétricas de la teoria. El interés fisico que nos
guia es fundamentalmente el punto 1 de los mencionados anteriormente. Se podria
estudiar por ejemplo la fisica de las soluciones supersimétricas en cuatro dimensiones

haciendo cédlculos de masa, area, entropia, cotas de Bogomol'nyi, etc.

Estrictamente desde el punto de vista de la Teoria de Cuerdas las supergrave-
dades que gozan de mayor interés son aquellas que viven en diez dimensiones, las
cuales son la teorfas efectivas de baja energia de la Teoria de Cuerdas, y la mas
fundamental Supergravedad d = 11. En este sentido el mayor logro seria elaborar
la clasificacién de las configuraciones y soluciones supersimétricas en diez y once
dimensiones. Sin embargo, la alta dimensionalidad de estas teorias hace que sea
técnicamente muy dificil la empresa y de hecho ain no se cuenta con ninguna clasi-
ficacion completa para tales dimensiones. Sélo se conoce la clasificacion para once y
diez dimensiones de las soluciones méximalmente supersimétricas [6]. El problema
se hace mas factible de resolver cuando se abordan supergravedades en dimensiones
menores. Algunas de estas teorias pueden ser vistas como compactificaciones y trun-
caciones de las teorias en once y diez dimensiones, por lo tanto una configuracion
supersimétrica de esas teorfas en baja dimensién es también una configuracién su-
persimétrica de la teorias en diez u once dimensiones. Por otra parte la fisica de

agujeros negros es claramente mds interesante en cuatro dimensiones.

La Supergravedad N = 4, d = 4 estd conectada directamente con la Teoria de
Cuerdas. La teoria efectiva de la Cuerda Heterdtica, bien sea Eg x Eg 6 SO(32),
es la Supergravedad N = 1, d = 10 acoplada a 16 supermultipletes vectoriales
los cuales implementan la simetria gauge correspondiente [7,8]. En el contexto de
supergravedad a estos supermultipletes vectoriales se les denomina supermultipletes
de materia. Si en la Supegravedad N = 1, d = 10 se realiza una compactificacion
toroidal sobre seis de las dimensiones espaciales se llega entonces a la Supergravedad
N =4, d = 4 acoplada a 22 multipletes de materia [9]. Los multipletes de materia

se pueden desacoplar consistentemente para dejar la teoria de supergravedad.
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Una propiedad importante de la Supergravedad N =4, d =4 es que es un mo-
delo simple que posee simetrias relacionadas a las dualidades S y T' de la Teoria de
Cuerdas. El sector bosénico de la Supergravedad N = 4, d = 4 contiene el graviton,
dilatén, axion y seis vectores con simetria gauge U(1) cada uno. El dilatén y el axién
se pueden combinar en un escalar complejo, al cual denominaremos azidilaton. Hay
una simetria SL(2,R) a nivel de las ecuaciones de movimiento que rota a las partes
eléctrica y magnética de los vectores y actia sobre el axidilatéon por medio de trans-
formaciones lineales fraccionales, como veremos mas adelante. En particular estas
transformaciones sobre el axidilatén incluyen a las inversiones. Como hemos dicho
anteriormente esta supergravedad es la teoria efectiva de baja energia de la Teoria
de Cuerdas compactificada y en ésta el dilatén juega el papel de constante de acoplo.
En este sentido se ha conjeturado [10-15] que este grupo de transformaciones es una
simetria de la Teoria de Cuerdas que relaciona los limites de acoplo fuerte/débil. A
este mecanismo se le denomina dualidad S. En realidad, la cuantizacién en Teoria
de Cuerdas rompe el grupo SL(2,R) al grupo discreto SL(2,Z). Ello es debido
basicamente a que bajo compactificacion las cargas eléctricas y magnéticas se dis-
cretizan y el grupo de simetria actia sobre estas cargas, de modo que al cuantizar
el grupo de simetria debe ser discreto. Adicionalmente la Supergravedad N = 4,
d = 4 contiene como simetria global al grupo SU(4) o equivalentemente a SO(6).
Precisamente el grupo O(6,22,7Z) es el grupo de dualidad 7" de la Teoria de Cuerdas
Heterdtica compactificada a cuatro dimensiones. La dualidad T' bésicamente dice
que la Teoria de cuerdas compactificada en un circulo es la misma si se invierte el

radio de compactificacién.

Dada la importancia de las simetrias SL(2,R) y SU(4), en este trabajo utilizamos
un lenguaje completamente covariante respecto a ellos. Incluso podemos presentar
clases de soluciones agrupadas por conjuntos invariantes bajo las simetrias. Claro

estd, las simetrias se romperan a la hora de escribir alguna solucién en concreto.

1.2 Precedentes

El trabajo pionero en la clasificacién sistematica de las soluciones supersimétricas a
alguna supergravedad mediante el andlisis de las Ecuaciones de Espinores de Killing
(KSEs, por sus siglas en inglés) fue realizado por Tod [16] hace més de veinte anos,
motivado por el resultado de Gibbons y Hull [17] acerca de la presencia de una
cota de Bogomol’'nyi en Gravitacién que es saturada precisamente por las soluciones
supersimétricas de la Supergravedad N = 2, d = 4. En ese trabajo Tod basicamente

consiguié la forma mads general de una solucién supersimétrica de Supergravedad
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N = 2, d = 4. Una caracteristica fundamental de esas soluciones es que todas
aceptan un vector de Killing el cual puede ser tipo tiempo o nulo, consecuentemente
las soluciones se clasifican entre el caso tipo tiempo y el nulo. En lineas generales
se puede decir que las soluciones del caso tipo tiempo son configuraciones masivas,
agujeros negros por ejemplo, mientras que las del caso nulo son basicamente ondas
gravitacionales y cuerdas césmicas. En todos los trabajos posteriores sobre el tema,
a los cuales nos referiremos més adelante, se ha conseguido un vector de Killing
analogo en base al cual se separan similarmente las soluciones entre el caso tipo

tiempo y el caso nulo.

Algunos anos después Tod [18] ahondé en su andlisis de soluciones supersimétri-
cas. Aparte de presentar diferentes variantes de la Supergravedad N = 2, d = 4,
inicié el andlisis para la teoria N = 4, d = 4, la cual es la que nos ocupa en este
trabajo. Si bien Tod completé la clasificacién de las configuraciones supersimétricas
de esta teoria para el caso nulo, en el caso tipo tiempo sélo arrojé resultados par-
ciales imponiendo una fuerte condicién sobre el espacio de espinores de Killing, a
la cual llamé la hipdtesis de rigidez interna. Esta hipotesis basicamente rompe la
supersimetria original de N =4 a N = 2 y ademas rompe explicitamente la simetria
SU(4). Aun asf las soluciones son altamente no triviales y gozan de gran interés. De
forma independiente, estas mismas soluciones fueron encontradas por Bergshoeff,
Kallosh y Ortin [19], quienes demostraron que estas soluciones generalizan las solu-
ciones de Israel-Wilson-Perjés [20,21] de la teorfa de Einstein-Maxwell e incluyen
a todos los agujeros negros supersimétricos de la teoria hasta entonces conocidos y

que han sido obtenidos en multiples trabajos [22-35].

El tema de las soluciones supersimétricas de las teorias de supergravedad recibio
un gran empuje a partir de la publicacién de [36] donde se presenta una nueva
solucién maximalmente supersimétrica a la Supergravedad IIB. Esta solucion es
analoga a una de las soluciones maximalmente supersimétricas de la Supergravedad
d = 11 descrita por Kowalski-Glikman [37, 38]. Prontamente soluciones similares
fueron encontradas para supergravedades en cinco y seis dimensiones [39] y luego
se demostré [6] que todas las soluciones maximalmente supersimétricas en once y
diez dimensiones son: (i) Minkowski, AdS7; x S*, AdSs x S7 y Kowalski-Glikman
para Supergravedad d = 11, las ultimas identificadas como Hpp-waves en [36], y (ii)
Minkowski, AdSs x S° y Hpp-waves para las supergravedades en diez dimensiones.
Hay una teoria, la Supergravedad ITA masiva, que no acepta ninguna solucién maxi-
malmente supersimétrica. Cabe destacar que la condicién de supersimetria maximal
es muy restrictiva y que tales configuraciones constituyen el caso més simple de es-

tudiar, el hecho fundamental en este caso es que la curvatura de la superconexién
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es trivial.

Poco tiempo después de estos trabajos en altas dimensiones aparecieron clasi-
ficaciones completas para supergravedades en dimensiones menores, siguiendo el
espiritu de los trabajos de Tod, explotar las condiciones de consistencia de las KSEs.
En [40] se presenté la clasificacién de todas las soluciones supersimétricas de la Su-
pergravedad minimal N =1, d = 5. Poco tiempo después, dos de los autores de ese
trabajo extendieron en [41] el anélisis para la versién gaugeada de la misma teoria.
En la misma oleada, Caldarelli y Klemm [42] presentaron la clasificacién de todas
las soluciones supersimétricas de la Supergravedad N = 2, d = 4 gaugeada, com-
plementando asf el trabajo de Tod [18]. Similarmente se encontraron en [43], ver
ademds [44], todas las soluciones supersimétricas para la Supergravedad minimal en

seis dimensiones

1.3  Metodologia

Como hemos mencionado anteriormente, en este trabajo primero queremos clasificar
completamente a todas las configuraciones supersimétricas para luego ver qué pode-
mos decir acerca de las soluciones supersimétricas. Clasificar las configuraciones
supersimétricas significa escribir de forma general a las configuraciones en términos
de un conjunto minimo de variables de tal forma que las ecuaciones de espinores
de Killing se satisfagan. Para concretar, llamaremos a estas variables “variables su-
persimétricas”. Luego se plantean las ecuaciones de movimiento para las variables
supersimétricas y se buscan posibles soluciones. Siguiendo este orden las soluciones

serdn claramente supersimétricas.

Como veremos en el capitulo II, la condicién de ser supersimétrica para una
configuracién en principo no esté relacionada con el hecho de ser una solucion de la
teoria; sin embargo, uno puede ver que la supersimetria ofrece una ruta clara para
encontrar soluciones. En la préactica, lo que ocurre es que la supersimetria se impone
como ecuaciones diferenciales de primer orden y ecuaciones algebraicas que son re-
lativamente mas faciles de manejar y que ademds sus condiciones de integrabilidad
contienen informacién sobre las ecuaciones de movimiento. Es por esta razén que es

conveniente resolver primero las KSEs y luego las ecuaciones de movimiento.

El punto de partida para resolver las KSEs es asumir la existencia de los espinores
de Killing, es decir se asume que existe al menos una solucién no trivial de las KSEs.
Uno puede entonces obtener la forma genérica de los campos bosénicos, en particular
de la métrica y de los vectores, en términos de bilineales de los espinores segun lo

dictan las KSEs. Una vez obtenida la expresion de los campos en términos de los
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bilineales, la idea entonces es interpretar a éstos como variables independientes de
los espinores. A continuacion se reintroduce la informacién que se tiene sobre los
campos supersimétricos en las KSEs y se resuelven los espinores de Killing. En la
resolucién de las KSEs ha de imponerse las condiciones de integrabiliad de éstas la
cuales restringen a las variables supersimétricas y son precisamente las condiciones

que garantizan la existencia de los espinores de Killing.

Uno puede avanzar ain mas dando un ansatz que resuelve completamente a la
condicion de integrabilidad de las KSEs. De esta manera se consigue un conjunto
de configuraciones supersimétricas escritas en términos de variables supersimétricas
realmente independientes. Es sobre este conjunto que se van a buscar las soluciones

supersimétricas.

Una vez que las configuraciones supersimétricas estan dadas en términos de las
variables supersimétricas independientes pasamos a buscar soluciones. Una ventaja
es que se cuenta con informacién acerca de las ecuaciones de movimiento para una
configuraciéon supersimétrica proveniente de las identidades de espinores de Killing
(KSIs, por sus siglas en inglés). Estas nos dicen que para cualquier configuracién
supersimétrica algunas de las ecuaciones de movimiento se resuelven si se resuelven
las demas, es decir, que no todas las ecuaciones de movimiento han de imponerse
por separado. Este hecho nos ahorra mucho trabajo, en particular nos evita el
tener que enfrentarnos directamente a las ecuaciones de Einstein. En este trabajo
reproducimos el algoritmo para derivar las KSIs, las cuales se encontraron en [45].
Las KSIs también se pueden derivar de las condiciones de integrabilidad de las KSEs,

pero ya no de manera tan simple.

El andlisis que presentamos permite caracterizar a todas las configuraciones su-
persimétricas de la Supergravedad N = 4, d = 4. Nuestro estudio nos permite
ademas dar nuevas soluciones supersimétricas y también encaminar el estudio de
otras teorias relacionadas, como la version gaugeada de la misma y la teoria con
acoplo a materia. El acoplo a supermultipletes de materia es de particular interés
ya que, como mencionamos anteriormente, establece la conexién con la Teoria de

Cuerdas Heterética. Actualmente se estd trabajando en esa direccién.



II

MARCO TEORICO

2.1 Unas palabras sobre supersimetria y supergravedad

La Relatividad General plantea a la gravitacion como la interaccion del espacio-
tiempo con la energia. En lineas generales se puede decir que en Relatividad General
la “forma” del espacio tiempo es dindmica y cambia de acuerdo a la distribucién de

energia. El campo dindamico de la Relatividad General es por tanto una métrica

La forma conceptualmente correcta de formular a la Relatividad General es a
partir de postulados que engloban la independencia de la fisica respecto a todos los
observadores. Esto técnicamente se formula como la invariancia bajo el grupo de
difeomorfismos del espacio-tiempo. En contraposicién, la Teoria Cudntica de Cam-
pos se formula sobre un espacio-tiempo fijo, el espacio de Minkowski. La cinematica

de esta teoria es la Relatividad Especial.

Heuristicamente se le puede dar un enfoque a la gravitacién de tal forma que
las simetrias subyacentes sean la simetrias del espacio de Minkowski, concretamente
presentar a la Gravitacién como la teoria gauge del grupo de Poincaré [46, 47],
un revisién reciente de este tema se puede encontrar en [48]. En este enfoque la
Gravitacién “se parece” a las teorias gauge que se utilizan en la Teoria Cuantica de

Campos.

Conforme avanzé nuestro conocimiento sobre el mundo de las particulas en el
siglo XX aprendimos que éstas se dividen en dos grandes grupos claramente diferen-
ciados de acuerdo a su comportamiento colectivo: bosones y fermiones. Las ultimas
se rigen por el Principio de Exclusién de Pauli mientras que las primeras no. A
nivel tedrico, en Teoria Cuantica de Campos, los bosones se modelan con campos
con conmutan entre si y los fermiones con campos que anticonmutan. Al mismo

tiempo, hay una estrecha conexién entre el caracter estadistico de las particulas y
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un rasgo cinematico de ellas, el espin. El espin caracteriza la representacion en la
cual transforma el campo bajo el grupo de Lorentz. Los bosones tienen espin entero

mientras que los fermiones tienen espin semientero.

Si bien la diferenciacién entre bosones y fermiones es un hecho, en las ultimas
décadas del pasado siglo y en lo que va de éste ha venido madurando una idea,
si se quiere, de filosofia unificadora: que exista una simetria bajo la cual bosones
y fermiones puedan ser entendidos como dos versiones de un mismo elemento. A
esta idea de unificacién se le llama supersimetria. Los trabajos pioneros son [49,50].
Sobre la supersimetria se ha trabajado bastante a nivel tedrico. Sin embargo, ain
no se cuenta con evidencia experimental de que la supersimetria exista. Tal vez a
algiin un nivel de energia por encima de los que se consiguen actualmente en los

aceleradores de particulas se pueda hallar evidencia de supersimetria.

La Supersimetria esta ligada a las simetrias del propio espacio-tiempo. Resulta
entonces concebible que la simetria fundamental del espacio-tiempo plano no sea
el grupo de Poincaré sino el de SuperPoincaré, el cual contiene los componentes
de la simetria de Poincaré pero ademés incorpora un sector fermidnico formado
precisamente, a nivel del algebra, por los generadores de la Supersimetria. Uno
puede entonces repetir el programa de presentar la Gravitacién como teoria gauge,
pero esta vez del grupo de SuperPoincaré. Con este programa lo que se consigue es

la teoria de Supergravedad, como mostraremos maés adelante.

Casi paralelamente al desarrollo de la Supersimetria y muy ligada a ésta nace la
Teoria de Cuerdas con la promesa, ain vigente, de convertirse en la “teoria del todo”.
La progresiva diversificacién de los elementos del Modelo Estandar de Particulas
hace desear que, como ha ocurrido antes en la historia de la Fisica, exista una
estructura maés elemental que los describa a todos. Con esta premisa se emprendio
la teoria cuéntica que describe objetos unidimensionales incorporando de entrada a
la supersimetria y a la cual se le llamé la Teoria de (Super)Cuerdas. La Teoria de
Cuerdas viene con un valor agregado: contiene a la Supergravedad como su limite de
bajas energias. La descripcién cuantica de la gravitacién ha sido un viejo problema
en la Fisica fundamental y que la Teoria de Cuerdas ofrezca un mecanismo para
resolverlo constituye indudablemente un punto fuerte a favor de ella. En cualquier
caso, la Supergravedad es una teoria clasica consistente en si misma, de hecho es

una extension de la Relatividad General, y como tal es estudiada en este trabajo.
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2.2 Gaugear un dlgebra

A continuacién presentaremos una teoria de supergravedad en el caso mas simple de
interés: un espacio-tiempo de cuatro dimensiones con el minimo contenido del sector
fermidnico, la Supergravedad N = 1, d = 4. Vamos a hacer una construccién de la
supergravedad como teoria gauge. Debemos decir que ésta es una visién heuristica

que conceptualmente no es totalmente consistente.

La supergravedad la presentaremos como la teoria gauge del grupo de Super-
Poincaré. En este enfoque la parte del grupo que realmente interesa es el algebra.
Un algebra de Lie es el espacio vectorial que corresponde al espacio tangente a un
grupo de Lie en el elemento identidad. Buena parte de la informacién de un grupo de
Lie esta contenida en su algebra. Para describir a un algebra se introduce una base
a cuyos elementos se les denomina generadores. La éstructura de la dlgebra queda
codificada entonces en las relaciones de conmutacién que verifican los generadores.
El conmutador es una aplicacién bilineal antisimétrica el cual le asigna un elemento
de la dlgebra a cada par de la misma y que verifica la identidad de Jacobi. En
términos fisicos los generadores de una algebra estan asociados a campos bosénicos
en una forma que mostraremos pronto, por lo tanto para introducir fermiones se
debe extender el concepto de algebra al de superdlgebra. En un superalgebra de
Lie hay generadores que verifican relaciones en términos de conmutadores y otros
en términos de anticonmutadores. La identidad de Jacobi se generaliza para incluir
anticonmutadores. Consecuentemente, los generadores que anticonmutan se asocian

a fermiones.

Un ejemplo de dlgebra de Lie sencillo y que nos es 1til es precisamente el algebra
de Poincaré cuyos generadores son las rotaciones de Lorentz M, v las traslaciones

P,. Las relaciones de conmutacion son

[Maba Mcd] = 2na[c]\4d}b - 2nb[ch]a (21)
[Pm Mbc] = 277a[bpc] (22)
[Pm Pb] =0 (2'3>

La primera de estas relaciones es un algebra en si misma, en este caso de rotacién
so(1,3) (Lorentz). La segunda nos dice que P se transforma como un vector bajo
transformaciones de Lorentz y la 1ltima expresa el hecho de que las traslaciones son

independientes entre si.

Si bien un algebra como la anterior pertenece a un grupo que a su vez representa
las simetrias de una variedad base, en este caso el grupo de Poincaré y el espacio-

tiempo plano, uno puede trasladar la algebra a una variedad base mas general por
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medio del gaugeo. A cada elemento de la algebra se le asocia un campo sobre la
variedad base, es decir se introduce un campo que toma valores en el dlgebra. Por
ejemplo el campo vectorial

1
A, = 5wﬂ”“’Mab + e, Py (2.4)

realiza el gaugeo del dlgebra de Poincaré sobre una variedad pseudoriemanniana (de
signatura lorentziana). De este modo uno construye una coleccién de dlgebras, una
por cada punto sobre la variedad. Por supuesto, los tipos de algebras que se puedan
gaugear dependeran de la variedad base. Bajo una transformacién generada por los

elementos del dlgebra la conexién se transforma como
OAA, =0, A+ [A AL (2.5)

donde A(z) es el pardmetro de la transformacién, que también toma valores en el
algebra. Sobre este mecanismo descansa la estructura matemética de las teorias

gauge de interaccién de particulas.

La extensién supersimétrica mas simple que uno puede hacer del dlgebra de
Poincaré es anadir un generador de fermiénico @, el cual es el generador de la
supersimetria. La superalgebra de SuperPoincaré se compone entonces de los gene-
radores { My, P,, @}. Como convenio vamos a usar que ) es un espinor de Majorana
de cuatro componentes y sus componentes las denotamos como Qa, A = 1,...,4.
En este punto de la discusion es importante aclarar si los espinores son variables que
conmutan o anticonmutan. En esta seccién vamos a usar espinores que anticonmu-
tan ya que esta es la forma correcta de representar a fermiones. Sin embargo, en los
captitulo siguientes usaremos espinores que conmutan aprovechando el hecho de que
éste caracter no afecta la construccién de las configuraciones supersimétricas. La
razén para ello que las ecuaciones que definen a las configuraciones supersimétricas

son lineales en los espinores.

Las relaciones de conmutacién y anticonmutaciéon del dlgebra son, aparte de

(2.1)-(2.3),

[Qa, Map] = [Eap] ap @B (2.6)
[QA7 Pa] =0 (27)
{Qa.QB} = [v*7°] 4 Pa (2.8)

donde los corchetes representan el conmutador y las llaves el anticonmutador. La

primera de ellas indica que () es un espinor, en efecto

1
2ab = §7ab (29)



2.2. Gaugear un dlgebra 11

es la representacion espinorial de las rotaciones so(1,3). El aspecto cinemético fun-
damental de la supersimetria estd expresado en la relacién (2.8): las supersimetrias

son las raices cuadradas de las traslaciones.

Se puede extender la superalgebra anterior anadiendo més generadores de super-

simetria, en ese caso se dice que la supersimetria es extendida.

La superalgebra de arriba se gaugea por medio de la conexién
1 _
A, = §wuabMab + e, Py + 1,Q (2.10)
y una transformacion infinitesimal generada por el algebra es
1
A= §>\“”Mab + &P, + €Q (2.11)

donde A, ¢ y € son pardmetros infinitesimales. v, y € son espinores de espin 3/2
y 1/2 respectivamente, ambos de Majorana. En la denominacién tradicional wu‘lb
es la conexion de espin o de Lorentz, e,* los vielbein (gravitén) y ¢, el gravitino.
Aunque en la presentacion que estamos haciendo de la gravitacién como teoria gauge
la conexion de espin aparece como un campo independiente, estrictamente no lo
es. En la formulacién rigurosa de la gravitacion la conexién de espin se escribe
en términos de los vielbeins y en el caso de la supergravedad en términos de los
vielbeins y el gravitino. Se dice entonces que el gravitén e, y el gravitino 1, forman
el supermultiplete de esta supergravedad. Como puede verse de (2.11), A(z) es el
pardmetro de una transformacién de Lorentz infinitesimal, £(z) el de una translacién
y €(z) el pardmetro de la supersimetria. Bajo una eventual cuantizacion, los campos
eua y wuab

Y, es un fermién; la conexién es por tanto un supercampo par. Como ya hemos

asociados a generadores bosénicos son también bosones mientras que

dicho, estamos usando espinores de Majorana de cuatro componentes. Sin embargo,
cuando pasemos a analizar la Supergravedad N = 4, d = 4 vamos a utilizar espinores

de Weyl de cuatro componentes.

De la transformacién gauge general (2.5) se obtiene en particular la transfor-

macién de supersimetria del supermultiplete’

dee, = —iey™,, , (2.12)

Sew, ™ =0, (2.13)
1

Sty = <a“ - Zw“ab%b> €. (2.14)

La construccién 0, — %wuabwab es la derivada covariante de Lorentz, que haya apare-

cido es un reflejo de que la supersimetria es parte de la simetria de SuperPoincaré

!Si el corchete [A, A,] ha de calcularse sobre dos fermiones entonces se entiende como el anti-

conmutador.
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local. Nétese que en estas transformaciones esta recogido el espiritu de la Super-
simetria: bosones pasan a fermiones y viceversa. Véase ademds que el conmutador

de dos transformaciones de supersimetria es una traslacién
[66756/]6,&(1 = d.e,”, (2.15)
donde el pardmetro de la traslacion estd dado por los parametros de supersimetria
e® = id'y% (2.16)

El hecho de que dos transformaciones de supersimetria generen una traslacién esta
codificado en (2.8).

Hasta ahora hemos hablado de las simetrias sobre las que se basa la Super-
gravedad, ahora debemos preguntarnos por la dindmica que gobierna a estos cam-
pos. Como es natural, la dindmica (clésica) del supermultiplete de la supergravedad

se resume en una accién. La accién de la Supergravedad N =1, d = 4 [51,52] es

S = /d4x (\/—gR + QE“Vaﬁl/;M’y5’yyva¢g> . (2.17)

La accién anterior esté escrita en el formalismo de 1¢* orden, en el cual se considera
a la conexion de espin como campo independiente y la accion sélo contine derivadas
de primer orden. Esta accién es invariante bajo la transformacién de supersimetria
local (2.12)-(2.14) y bajo el resto de simetrias locales de el dlgebra de Poincaré, ya

que esta teoria es una generalizacion de la Relatividad General.

2.3  Configuraciones supersimétricas

Por definicién, una configuracién supersimétrica es aquella que es invariante bajo
una transformacién de supersimetria con pardmetro no nulo. Esqueméticamente

esto es

S.b=Fe=0 (2.18)
dcf =0e+ Be=10 (2.19)

donde denotamos genéricamente a los campos bosénicos y fermiénicos independi-
entes con las letras by f respectivamente y las letras mayusculas B y F' denotan ex-
presiones pares e impares en potencias de fermiones respectivamente. Ademds, como
es el caso de los dilatinos en la Supergravedad N = 4, d = 4, puede haber fermiones

cuya transformacién de supersimetria no involucre a derivadas del parametro,

Sef=Be=0. (2.20)
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En particular estudiaremos configuraciones con fermiones iguales a cero, de modo
que la primera ecuacién queda autométicamente resuelta y tanto B como B’ sélo
involucran a bosones. La razén de porque no consideramos fermiones es que estamos
interesados en configuraciones clasicas que representan estados macroscépicos. Los

fermiones son estados puramente cudnticos, es decir de escala microscopica.

Ahora podemos dejar clara la distincién entre configuracién supersimétrica y
solucidn supersimétrica. La primera, como hemos dicho, es una configuracién bosé-
nica que acepta al menos un espinor que verifica (2.19) y (2.20). La udltima es una
configuracién supersimétrica que ademas resuelve las ecuaciones de movimiento de

la teoria.

Una configuracién supersimétrica que no sea solucién siempre puede ser inter-
pretada como solucién de las ecuaciones de campo con fuentes externas. En este

caso la supersimetria impone restricciones sobre las fuentes.

2.4  Fraccion de supersimetrias preservadas

Podemos exponer brevemente un aspecto importante frecuentemente mencionado en
toda la literatura relativa a la supersimetria: la fraccién de supersimetrias preser-
vadas por una solucién (unbroken supersymmetries). Una extensa discusién sobre

este punto se puede hallar en [53].

Toda teoria posee un cierto numero de simetrias, sean estas de cualquier natu-
raleza. Sin embargo, una solucién dada a las ecuaciones de movimiento en general
rompe algunas simetrias y preserva otras, en particular puede haber soluciones que
las rompan todas. Con la supersimetria ocurre lo mismo. No toda configuracién
acepta al menos un espinor que resuelva el sistema (2.19)-(2.20). En el caso de que

no lo acepte la configuracién no seria supersimétrica.

Las KSEs son ecuaciones lineales en los espinores de Killing. Por lo tanto, para
un configuracion dada, los espinores de Killing forman un espacio vectorial. Una
forma simple de calcular la fraccién de supersimetrias preservadas por una configu-
racién consiste en calcular el cociente de la dimensién del espacio de soluciones de
las KSEs entre dos veces el nimero de supercargas de la teoria. Las supercargas
las contamos doblemente porque cada una tiene dos grados de libertad reales. Por
ejemplo, la Supergravedad N = 1, d = 4 posee dos supercargas las cuales forman un
espinor de Majorana, por lo tanto la fraccién de supersimetrias preservadas por las
configuraciones supersimétricas vendran dadas por n/4, n = 1,...,4. Una configu-

racion se dice que es mazrimalmente supersimétrica si la fraccién de supersimetrias
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es justamente igual a uno.

2.5 Configuraciones supersimétricas de las supergravedades

Para nosotros es importante especializar las ecuaciones que definen a una configu-
racion supersimétrica para el caso de las supergravedades. El gravitino es el campo
fermionico asociado a los generadores de supersimetria y por ello su variaciéon siem-
pre incluye a la derivada del pardmetro de supersimetria, ademas la regla de con-
mutacién (2.6) incopora a la conexién de espin. Estos dos hechos ya los hemos visto
en (2.14). Ademds habra otras conexiones dependiendo de los ingredientes de la
algebra. La variacién de los otros fermiones sera algebraica puesto que los demés
fermiones no estan asociados a los generadores de supersimetria. Entonces tenemos
que una configuracion supersimétrica de supergravedad es aquella que acepta al

menos un espinor € que verifica

Vue+ Bue=0 (2.21)
Be=0 (2.22)

donde V, es la derivada covariante de Lorentz y B, contiene a las conexiones del
resto de simetrias del algebra. En ciertos contextos se suele introducir la derivada

supercovariante D tal que la ec. (2.21) se escribe
D,e=0. (2.23)

Los términos en (2.21) y (2.22) involucran, dependiendo de la teoria en cuestién,
productos entre campos bosonicos y matrices gamma e incluso a diferentes espinores
si la supersimetria es extendida. En la nomenclatura, a los espinores que verfican
(2.21) y (2.22) se les denomina espinores de Killing y a estas ecuaciones “Ecuaciones
de Espinores de Killing” (KSEs, por sus siglas en inglés), ya que son el andlogo

espinorial de las ecuaciones de vectores de Killing de la Geometria Riemanniana.

2.6 Holonomia especial

Las KSEs son fuertemente restrictivas sobre las posibles configuraciones bosoénicas
que las verifican. Veamos por ejemplo la KSE mas simple en el cual el supermulti-
plete sélo incluye al gravitén y el gravitino, es decir los términos B, y B’ de (2.21)

y (2.22) son cero,
Vue=0. (2.24)
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Este es el caso, como hemos visto, de la Supergravedad N = 1, d = 4. La ecuacién
anterior nos dice que hay un espinor covariantemente constante y esta condicién
implica que la métrica tiene holonomia especial. La holonomia de una métrica es
el grupo de las transformaciones lineales generadas por el transporte paralelo a lo
largo de lazos en cada punto. Para una variedad Riemanniana orientable el grupo

de holonomia més grande posible es SO(n), donde n es la dimensién de la variedad.

Berger ha dado una clasificacién de los posibles grupos de holonomias para varie-
dades Riemannianas simplemente conexas que son irreducibles, esto es que no son
el producto de otros espacios, y que no son espacios Riemannianos simétricos, es
decir que el tensor de curvatura de Riemann no sea covariantemente constante. la

clasificacién de acuerdo a la dimensién es

1. Dimensién cualquiera n: SO(n).
2. Dimensiones pares 2n:

(a) U(n): variedades de Kahler.
(b) SU(n): variedades de Calabi-Yau.

3. Dimensiones 4n:

(a) Sp(n)- Sp(1): variedades cuaterniénicas Kéhler.

(b) Sp(n) = U(n,H): variedades Hiper-Kahler.
4. Siete dimensiones: Holonomia Go

5. Ocho dimensiones: Holonomia Spin(7).

De acuerdo con esta clasificacion las métricas Riemannianas que admiten un
espinor covariantemente constante caen en los grupos 2.b, 3.b, 4 y 5. Las variedades
pseudo-Riemannianas ofrecen atiin mas posibilidades y la holonomia en ese caso es

menos conocida, algunos resultados interesantes se muestran en [54,55].

Motivados por los fuertes resultados sobre la holonomia especial para super-
gravedades sin campos extra, Gauntlett y colaboradores (véase por ejemplo [56] y
sus referencias) han promovido el andlisis del caso con campos adicionales usando
“estructuras-G”. Las holonomias especiales se caracterizan por tensores como las
formas de Kahler, estructuras complejas y formas holomorfas, entre otros, los cuales
verifican ciertas ecuaciones diferenciales. La idea de las estructuras-G es relajar las
ecuaciones diferenciales que cumplen las estructuras fundamentales incluyendo los

campos adicionales.
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2.7 Indentidades de Espinores de Killing

Anteriormente hemos mencionado que existen identidades que relacionan las ecua-
ciones de movimiento de una teoria entre si cuando éstas se evalian sobre una
configuracién supersimétrica. Estas identidades fueron presentadas en [45] y se de-
nominaron identidades de espinores de Killing (KSIs, por sus siglas en inglés). En
ese trabajo las KSIs se aplicaron para determinar cémo la supersimetria restringe
a las fuentes externas de los campos. En particular las fuentes externas podrian

corresponderse con correcciones cuanticas a las soluciones clasicas.

En [57] se mostré cémo las KSIs se corresponden precisamente con los vinculos
ente las ecuaciones de movimiento que habian sido utilizados en diversos trabajos
anteriores sobre la clasificacién de las soluciones supersimétricas. Estos vinculos
fueron hallados en aquellos trabajos a partir de las condiciones de integrabilidad
de las KSEs. Estas relaciones son sumamente tutiles para simplificar la busqueda
de soluciones supersimétricas. En [40], por ejemplo, se utilizaron para concluir que
las ecuaciones de Einstein de la Supergravedad minima d = 5 se resuelven para una

configuracion supersimétrica, en el caso tipo tiempo, si ésta resuelve a las ecuaciones
de Maxwell.

La desventaja de usar las condiciones de integrabilidad es que ésta no es una
ruta sistematica para determinar los vinculos entre las ecuaciones de movimiento.
Por su parte, las KSIs se basan en una simple condicién de consistencia de un accién
supersimétrica y por lo tanto resultan conceptualmente més claras. Mas adelante
veremos la relacion entre las KSIs y las condiciones de integrabilidad de las KSEs

para el caso concreto de la Supergravedad N =4, d = 4.

A continuacién reproducimos la construccién de las KSIs presentada en [45]. Sea

S una accién supersimétrica dada en términos de una densidad de lagrangiano como

S[b, f] = / dPazL (2.25)

No consideramos efectos de borde en la accién. En la construccién que vamos a
hacer de las KSIs, S puede ser cualquier acciéon supersimétrica, no necesariamente
supergravedad. Por hipdtesis S es invariante bajo una variacién supersimétrica
infinitesimal arbitraria,

5.5=0, (2.26)

donde la variacion supersimétrica es generada por el espinor infinitesimal e, llamado
el parametro de supersimetria. Este espinor puede o no ser constante, dependiendo
de si la supersimetria es global o local. El tipo especifico de espinor, bien sea Dirac,

Weyl o Majorana dependera de la teoria en cuestién.
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Cualquier variacion infinitesimal de la accién puede ser escrita en términos de

las ecuaciones de movimiento, las cuales se definen genéricamente como

58

sm=2 . &)=

—of

Aqui es apropiado aclarar que en todo este trabajo le damos la denominacion de

(2.27)

“ecuacién de movimiento” a expresiones de los campos definidas como derivadas
funcionales de la accién. Puede haber lugar a confusiéon por el uso de la palabra
“ecuacién”, ha de tenerse siempre en cuenta que éstas son en realidad expresiones
de los campos. Claro estd, una solucién es aquella que hace a las ecuaciones de

movimiento iguales a cero. Evaluando la ecuacién (2.26) tenemos que
0= /de > E®SDb+ Y Ef)f ] (2.28)
b !

El siguiente paso consiste en derivar la expresién anterior con respecto a los
fermiones. Resulta 1til por lo tanto inspeccionar dénde estdn éstos. La accién es
una funcional par por lo tanto los fermiones sélo pueden aparecer en ella formando
potencias pares. Estd claro entonces que £(b) es par en fermiones mientras que
E(f) es impar. Por otra parte, por definicién §.b es impar en potencias de fermiones
mientras que d f es par. Luego de tomar la derivada funcional de (2.28) con respecto
a un fermién cualquiera, evaluamos la expresion resultante con todos los fermiones

iguales a cero, tal que sélo sobreviven términos bosénicos. Obtenemos

06cb 0E(f1)
szg(b)af2+%: 37, S f1 - =0. (2.29)
er.=0
Si bien las identidades anteriores se cumplen para cualquier configuracién de
campos bajo cualquier parametro de supersimetria, nuestra intencién es obtener
identidades para configuraciones supersimétricas, las cuales por definicién verifican
dcf = 0. Si aplicamos la identidad de arriba a una configuracién supersimétrica el

ultimo término desaparece y entonces llegamos a las KSIs

> [E(b) ag}b]F = 0, (2.30)
b er=

donde ahora b representa a una configuracion bosénica supersimétrica y € es un
espinor de Killing. Insistimos en que en general trabajamos con varios fermiones
en una teoria y que tenemos una identidad como la de arriba para cada fermidn,

etiquetado como f.
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Como puede verse, la utilidad de las KSIs radica en que contienen informacion
acerca de las ecuaciones de movimiento para una configuraciéon supersimétrica, lo
cual es sumamente 1til a la hora de buscar soluciones supersimétricas. En general
cada KSI involucra a varias de las ecuaciones de movimiento, todas aquellas para
las cuales la variacién supersimétrica del bosén b dependa en el fermion f. Esta
es la razén de por qué las soluciones supersimétricas de una teoria tipicamente
vienen dadas en términos de un reducido nimero de funciones los cuales resuelven a
un nucleo de ecuaciones simples; por ejemplo, todas las ecuaciones para soluciones

asociadas a p-branas son proporcionales al laplaciano de una tnica cantidad.
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LA SUPERGRAVEDAD N =4, d =14

3.1 Los campos y la accion

El supermultiplete de Supergravedad N = 4, d = 4 incluye en su sector bosoénico a
los vierbeins e,,%, seis campos vectoriales con simetria gauge U (1) denotados por Ay,
I =1,...,4, y el axidilatén 7 cuyas partes real e imaginaria se corresponden con
el axion y el dilaton respectivamente. El sector fermiénico lo forman los gravitinos

Y1y los dilatinos x7.

El axidilatén 7 parametriza al espacio coset SL(2,R)/U(1). El grupo de simetria
SL(2,R) de este espacio coset aparece como simetria de las ecuaciones de movimiento
de la teoria, como veremos mas adelante. 7 se escribe en términos del axién y el
dilatén como

T=a+ie?, (3.1)

de modo que
Smr > 0. (3.2)

El valor de vacio del axidilatéon viene dado por 7 = i.

La matriz de campos vectoriales Ar; es antisimétrica, A(;y) = 0 y satisface la

siguiente condicion de “realidad”:

1
Al = ieIJKLAKL . (3.3)
donde A7 = (A7;)*t. Decimos que éste es un vinculo de realidad porque nos dice
que los complejos conjugados no son campos independientes. De tal forma que como

grados de libertad fisicos sélo se tienen seis campos vectoriales reales.

'En el apéndice A.2 comentamos acerca de subir y bajar indices de SU(4).



20 Capitulo 3. La Supergravedad N =4, d =4

Los gravitinos son cuatro espinores quirales de espin % con quiralidad negativa

757;Z),ul = _Q;Z),ul (3.4)

y los dilatinos son cuatro espinores quirales de espin % con quiralidad positiva
YsXT = +XI - (3.5)

La parte bosénica de la accion de la Supergravedad N = 4, d = 4, presentada

por primera vez en [58], es

19r-07 1
L~ QmrFlY. FU——%eT*F” Fry|  (3.6)

(\smT)2 16

S = /d4x\/_|:R+

donde Fyj; = dAjry. A Frj le denominaremos “el campo de Maxwell”.

3.2  Las ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento de la teoria las definimos como

g — 1 S Ce=_ 2\smT5S’ sl _ 8 o8 ‘
2\/—g de,® V—g ot V=90A15,

Los factores que hemos introducido en la definicién de las ecuaciones de campo

(3.7)

permiten eliminar factores globales en la forma explicita de éstas. Evaluando estas

ecuaciones de campo se obtiene

gMV = Guy - Tuu ) (38)
1 _ 1 _
T = a@me \MTT g0
1 1
+§%m7 (F(IuJaFIJu)a - ZQWFU : FIJ) (3.9)
9
& =D %HTW - %%mTFHJ . Ff, (3.10)
ety = v, (SmrE ! 4 Rer xpr Ty (3.11)

A la ecuacién (3.10) la llamaremos ecuacién del axidilatén, mientras que a (3.11)
la denominaremos ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones de Maxwell se completan

con las identidades de Bianchi
Bl =v, *pmil (3.12)

Estas identidades son automadticamente cero cuando se trabaja con el potencial

gauge A1y, que es el caso siempre que haga un andlisis funcional. Sobre el andlisis
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funcional descansa la supersimetria que hemos mostrado, la deduccién de las ecua-
ciones de movimiento asi como también las Identidades de Espinores de Killing. Sin
embargo, el potencial gauge Ar; no aparece explicitamente en las KSEs de esta
teorfa (basicamente los miembros derechos de (3.16) y (3.17)). Por esta razén, en
nuestro analisis de las KSEs se trabaja con la intensidad de campo Fr; en lugar del
potencial, de modo que las identidades de Bianchi anteriores han de imponerse a la

hora de buscar soluciones supersimétricas.

El tensor de energia-momento puede ser simplificado con la ayuda de las identi-

dades

F(J;” F e = ZgWF“J - Ff (3.13)
FF .= %gw,F_U - Fy; (3.14)

tal que
Ty = —m (8(M7'8V)T - %gWaT : 87) + i%mTFJI TR e (3.15)

Noétese que contracciones del tipo A;‘O‘By_a son automaticamente simétricas en pu y

V.

3.8  Simetrias

La accién completa de Supergravedad es invariante bajo la supersimetria local dada

por

Setur = (Vy — Q) er + 8;\/5\/%mTF;—J’yM6J (3.16)

1 gr 1 _
Sex1 = ﬁ%rm‘el — g\/ SmTF e (3.17)

i
dee,* = ~2 (EIV%Z)]H + Elva%i) (3.18)

0T = —;C‘mﬂ?lxj (3.19)

V2

V2 [ i
d0eArgu = N [E[IZZ)J]ﬂ + EG[IWXJ]

1 KL, ' K. L
+§€[JKL <6 Y, +ﬁ€ YuX (3.20)
1

donde el pardmetro de supersimetria e¢; es un espinor de espin 3 con quiralidad

negativa
Y5€1 = —€ (3.21)
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y € = €. En el apéndice 2 detallamos diversas propiedades de estos espinores. En
las variaciones de los fermiones (3.16) y (3.17) ya hemos puesto los fermiones iguales
a cero. El vector @) definido en (3.40) actia como una conexién gauge para una
transformacién U(1) local forzada por la simetria SL(2,R) global, como veremos

mas adelante.

La accién posee la simetria global SU(4) la cual actia sobre los objetos con

indices de SU(4) en la forma obvia
X, =U/’X;, UeSUM4). (3.22)

En el apéndice A.2 mencionamos las construcciones covariantes que se pueden hacer
en SU(4).

Adicionalmente hay una simetria SL(2,R) global en la teoria, aunque esta sime-
tria sélo se presenta a nivel de las ecuaciones de movimiento, es decir, no es una
simetria de la accién. El grupo SL(2,R) actia sobre 7 por medio de transformaciones
fraccionales lineales

, ar+b

= .2
T ct +d (3.23)

donde

c

< ¢ 2 > € SL(2,R) . (3.24)

La transformacién (3.23) engloba tres tipos de transformaciones:

1. Cambios de escala: 7/ = ar, generados por

1 0
(1) -

2. Traslaciones sobre el eje real: 7/ = 7 + b, generadas por

11
(1) -

3. Inversiones: 7/ = 771, generadas por

0 1
(21). azn

Como hemos mencionado anteriormente, este grupo de simetria tiene una inter-
pretacién en Teoria de Cuerdas como una simetria que relaciona los acoplo fuerte/dé-

bil. Primero puntualizamos que los cambios de escala se excluyen de la simetria bajo
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cuantizacion, donde el grupo se hace discreto. En segundo lugar notamos que estric-
tamente las traslaciones son transformaciones sobre el axién a. Si hacemos a = 0
tenemos que las inversiones cambidn al dilatén e? por e~?. El valor de vacio del

dilaton precisamente define la constante de acoplo de la teoria de cuerdas,
gs = e\, (3.28)

de modo que las inversiones contenidas SL(2,Z) cambian la constante de acoplo de
la forma gg — ggl. Por lo tanto las inversiones de SL(2,7) hacen que la teorfa pase
de un régimen de acoplo débil a otro de acoplo fuerte y viceversa, a este mecanismo
se le llama dualidad S. Recordamos que esta dualidad es una conjetura [10-15], de

existir la simetria claramente seria no perturbativa.

La accién de SL(2,R) sobre los campos vectoriales conceptualmente es equiva-
lente a las rotaciones electro-magnéticas [59]. Para describir la accién de SL(2,R)

sobre los campos vectoriales se introduce el dual-SL(2,R) de Fry

. 16 45
F]JE——i . (329)
V0g[a* £
Evaluando esta expresién se obtiene
F]J = —%mT*F[J—F%eTF]J, (3.30)
= TFL+7F; . (3.31)

Observese que si se lleva al axidilatén a su valor de vacio entonces el dual-SL(2, R) no
es mas que el dual de Hodge. Las ecuaciones de Maxwell, incluyendo a las identidades

de Bianchi, pueden escribirse de forma compacta usando el dual-SL(2,R)

Ery = *dFp; (3.32)
Bry = *dFy; . (3.33)

El par F;y, Fyy se transforma como un doblete de SL(2,R)

B
Fy; ¢ d Fr;

Podemos ver que en particular las inversiones generadas por (3.27) cambian exacta-
mente a Fr; por su dual 7. Decimos que el grupo SL(2,R) “rota” a un vector en

el sentido de (3.34). La rotacién anterior implica

Fih = (et +d) Ff (3.35)
v = (et +d)Fp; . (3.36)
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Las transformaciones de supersimetria (3.16)-(3.20) son compatibles con la sime-
tria SL(2,R) si ésta transformacién se compensa con una transformacién U (1) local

dada por la fase
ct +d

2ip —
(& = — .
ct+d

(3.37)

Las cargas frente a esta transformacién U(1) se miden respecto al dangulo /2. Los

espinores 1,1, X7 y €7 tienen cargas +1, —3 y +1 respectivamente,
i _3i i
Yur=e2fPur , Xp=e 2Pxr . € =e2er. (3.38)

Adicionalmente hay combinaciones de campos que adquieren carga frente a U(1).

Las mas notables son

d
| VSwrF, y VomrFy, (3.39)

Smr

con cargas —4, +2 y —2 respectivamente.

La combinaciéon

1 dRer

== 3.40
@ 4 SmT ( )
se transforma como una conexién gauge bajo SL(2,R)
, 1
Q=Q+ §d<p (3.41)
y esto nos permite introducir una derivada covariante respecto a U(1)
D,=V,—iqQu (3.42)

donde ¢ es la carga U(1) del campo respectivo. Con la transformaciéon U(1) local
compensando a la transformacién SL(2,R) se ve claramente que la supersimetria

(3.16)-(3.20) es compatible con esta iltima.

La ecuacién de Einstein (3.8) es inerte frente a SL(2,R). La ecuacién del axidi-
latén (3.10) adquiere una fase U(1) local con una carga +4. Claramente, SL(2,R)
rota a las dos ecuaciones de Maxwell (3.32) y (3.33). De esta forma se ve que la
transformaciéon SL(2,R) es una simetria de las ecuaciones de movimiento. En la
accion bosénica (3.6) los dos primeros términos son invariantes bajo SL(2,R), sin

embargo los dos ultimos términos que involucran a los campos vectoriales no lo son.

3.4 La ecuacion de Mazwell compleja

Resulta simamente 1til tratar a las ecuaciones de Maxwell, incluyendo a las identi-

dades de Bianchi, como una tunica ecuaciéon que se transforme covariantemente bajo
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U(1), es decir que tenga carga definida. El punto bdsico a notar es que las ecua-
ciones de Maxwell (3.32) y (3.33) son “reales” en el sentido de que verifican el vinculo
(3.3) y se pueden combinar en una variable compleja. Ya que el par (£15,B17) se

transforma como un doblete bajo SL(2,R), la combinacién

1

Miyj=——o—— (& 7—78B 3.43
1J 2\/M( 17— T™Brr) (3.43)
y su dual-SU(4)
~ 1
Miyj=—rr——=(&5—TB 3.44
1= *231117( 17— TBr1y) (3.44)

estdn cargadas frente al U(1) local con cargas —2 y +2 respectivamente. My es

equivalente a las ecuaciones de Maxwell ya que

V2i
VSmr
V2i

Smr

&1y = <7‘M]J — TM[J) (3.45)

Brj =

<M[J — M[J) . (3.46)

El factor numérico particular que hemos incluido en (3.43) sirve para dividir aquél
que contienen los potenciales escalares supersimétricos, como veremos en la seccién
11.5, dedicada a las soluciones supersimétricas. Con esta construccion, las tres ecua-

ciones de movimiento que nos ocupan, &, £ y My tienen carga definida frente a

)
U(1), las cuales son 0, +4 y —2 respectivamente.

3.5 KSIs de la Supergravedad N =4, d =4

Ahora vamos a obtener las KSIs de la Supergravedad N = 4, d = 4. Las ecuaciones
de movimiento y las variaciones de supersimetria que se necesitan se muestran en
las secciones 3.2 y 3.3. Aplicando directamente la férmula (2.30) para los gravitinos

Yu1 y los dilatinos x; obtenemos las identidades

1
ey E M + ———E;E7 M =0 (3.47)
28 mr
1
_I _ oJI
€&+ ———¢ =0. 3.48
23mTr 7% ( )

Como hemos mencionado anteriormente, en las KSIs no aparece explicitamente
la identidad de Bianchi porque se esta trabajando con el vector potencial Ary. La
eliminacion de las identidades de Bianchi tiene como incoveniente la pérdida de la
covariancia SL(2,R) explicita de las KSIs, si se recuerda que By es la pareja de E7
en el doblete de SL(2,R). Sin embargo, uno puede intuir rdpidamente cudl es la

versién covariante-SL(2,R) de las KSIs ya que se sabe cuales son las combinaciones
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de las ecuaciones de Maxwell que se transforman covariantemente bajo U(1). Estas
son My y My dadas en (3.43) y (3.44), de modo que para hacer covariantes de
SL(2,R) a (3.47) y (3.48) lo que hay que hacer es agregar el término proporcional a
By apropiado para que esas ecuaciones adquieran carga definida frente a U(1). Las

versiones covariantes de SL(2,R) de las KSIs son

EFayer — 2MY e =0, (3.49)
el 4 aMI7~%e; =0 (3.50)

Aunque la version covariante de las KSIs se ha hecho ad hoc, el resultado se confirma
con las condiciones de integrabilidad de las KSEs, como veremos al final de esta

seccion.

Para extraer de las KSIs (3.49) y (3.50) informacién mds precisa acerca de las
EOM es necesario separar los casos tipo tiempo y nulo. En el apéndice 2 presentamos
la definicién de cada caso asi como los bilineales de los espinores de Killing que

usaremos a continuacion.

1. Caso Trwro TIEMPO
De la identidad (3.50) se puede obtener una identidad vectorial contrayendo

con i€;y?, el resultado es
VE+2AM MY =0. (3.51)

Como el vector V' no es cero, la identidad anterior implica que toda con-
figuracion supersimétrica que sea solucién de las ecuaciones de Maxwell es
también solucién a la ecuacién del axidilaton. Este hecho lo comprobaremos

explicitamente mas adelante.

Informacién similar se puede obtener de la KSI (3.49). Contrayendo a esta
identidad con M®7€x~® y usando la identidad de Fierz (B.21) llegamos a las

tres identidades

|M P& + MM V,M,yr; =0, (3.52)
Sm (MV, Myy1s) =0, (3.53)
MM AV =0. (3.54)

La tltima KSI implica que la contraccién M/ M ; es proporcional a V. Con-
siderando este hecho en la KSI (3.52) concluimos entonces que todas las confi-
guraciones supersimétricas resuelven a las ecuaciones de Einstein excepto por

la componente tipo tiempo £yy. A su vez esta componente es proporcional a
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la componente temporal de las ecuaciones de Maxwell. Por lo tanto cualquier
solucién supersimétrica de las ecuaciones de Maxwell es también solucién de
las ecuaciones de Einstein. Més ain, en la seccién 5.2 veremos que de hecho
las propias ecuaciones de Maxwell son proporcionales al vector V', de modo
que la tnica ecuacién de movimiento a resolver para que una configuracién

supersimétrica sea una solucién es la componente ./\/l? J-

2. Caso NuLo
Contrayendo a la KSI (3.49) con ¢’ se llega a

Euw e=0. (3.55)

Contrayendo a esta ecuacién primero con v se ve que la traza de la ecuacion
de Einstein supersimétrica siempre esta on shell, £,% = 0. Contrayendo luego

con los espinores € y 7 se obtiene
Ewl’ =Epm” =&,m" =0 (3.56)

lo cual implica que todas las configuraciones supersimétricas resuelven las ecua-

ciones de Einstein excepto por una componente
guu = glllulu . (357)
Reinsertando a (3.55) en la KSI (3.49) se obtiene

M7 =0. (3.58)

Por tiltimo, contrayendo a la KSI (3.50) con ¢! se deduce que todas las confi-

guraciones supersimétricas resuelven a la ecuacién del axidilatén

£=0. (3.59)

A continuacién veamos esquemdticamente cémo surgen las condiciones de in-
tegrabilidad para luego aplicar el programa a la Supergravedad N = 4, d = 4.
Supongamos que trabajamos con un sistema de ecuaciones diferenciales escritas en
forma covariante como

Dye=0, (3.60)

donde la derivada D), incluye diversas conexiones. Las condiciones de integrabilidad
de este sistema se plantean como la condicién de que la curvatura de la conexién se

anule
[DM,Dy]e =0. (3.61)
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Aplicada a las KSEs de supergravedad, esta condicién involucra a las curvaturas
de todas las conexiones que aparezcan en la transformacién de supersimetria 61,
del gravitino. En particular entre ellas estard, por tener la Supergravedad a la
simetria de Lorentz local, la conexién de espin, de modo que en las condiciones de
integrabilidad emergerd naturalmente el tensor de Riemann y ello nos conducira a
las ecuaciones de Einstein. De manera muy esquemadtica ya podemos vislumbrar
una relaciéon entre las condiciones de integrabilidad y las ecuaciones de movimiento.
De modo similar se puede plantear la compatibilidad en presencia de ecuaciones

algebraicas.

Ahora vamos a deducir las condiciones de integrabilidad de las KSEs de la Su-
pergravedad N = 4, d = 4. Luego de operar con D, en la ecuacién (3.16), sustituir

las ecuaciones (3.16) y (3.17) y antisimetrizar se obtiene

[(RW“bfyab + SiamQV}) 5 — %mTF;f]amFljﬂ;lK’yab] x
+2V2iD), (VEmTFf,, ) vt = 0. (3.62)

Para asegurar la compatibilidad de la KSE algebraica (3.17) con la KSE diferencial

(3.16) se opera con D, sobre la primera y se sustituye la segunda, el resultado es
D 0,7 5K 1 — pJK | v
P\ Smr )t T g\ﬂm—EU mv K

1 OnT
. & - _ i Yol ot a B,
NG [DM (VEmTF) IMFWU% Vel =0.  (3.63)

Las dos ecuaciones anteriores constituyen las condiciones de integrabilidad de nuestra

teoria.

Ahora vamos a obtener las KSIs a partir de las condiciones de integrabilidad.
Esta vez las KSIs si aparecerdn de forma covariante de SL(2,R) ya que en las KSEs
es la intensidad de campo Fjj; y no el potencial vectorial Ar; lo que se maneja
explicitamente, por lo tanto las identidades de Bianchi no son automa&ticamente

cero en este formalismo. Contrayendo a (3.62) con v a la izquierda se llega a

1 o
<€W — §gu,,gaa> Yer — IM?J’)/G’YMGJ =0. (3.64)

Contrayendo ahora con v* y usando el resultado para eliminar la traza £, obten-
emos la KSI SL(2,R)-covariante (3.49). Similarmente, la KSI SL(2,R)-covariante
(3.50) la podemos obtener al contraer a (3.63) con y*.
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CASO TIPO TIEMPO: CONFIGURACIONES
SUPERSIMETRICAS

Vamos a emprender el andlisis de las KSEs. Es conveniente estudiar los casos tipo
tiempo y nulo por separado. En este capitulo vamos a estudiar las KSEs para el

caso tipo tiempo.

Antes de comenzar vale la pena hacer un esquema de cudles son los pasos a seguir

para obtener las configuraciones supersimétricas. Basicamente hay tres etapas:

1. Ecuaciones para los bilineales

A partir de las KSEs se construyen ecuaciones diferenciales y algebraicas para
los bilineales de los espinores de Killing, M;; v V7. Estas ecuaciones son

tensoriales y ademds son ecuaciones para los campos bosénicos.

2. Forma genérica de los campos

Se establece la forma genérica de lo campos bosénicos en términos de los
bilineales a partir de las ecuaciones deducidas en el paso anterior. Esto se
hard en particular para la métrica y para el campo de Maxwell. El axidilatén
juega el papel de variable independiente. Es muy importante tener en cuenta
que una vez que se han escrito a los campos en términos de los bilineales a
estos se les consideran wvariables independientes sujetas a ciertas ligaduras, es

decir, nos olvidamos de su origen espinorial.

3. Resolver las KSEs

Se introducen los campos bosénicos supersimétricos en las KSEs y se busca la

solucién para los espinores de Killing. En particular se vera que la KSEs alge-
braica se resuelve completamente para los campos bosonicos supersimétricos.

La KSE diferencial exige una condicién de integrabilidad sobre las variables
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la cual no dird cudl es la holonomia de la métrica espacial. Para resolver am-
bas KSEs serd necesario imponer ciertas proyecciones sobre los espinores de
Killing.

4.1 FEcuaciones de Espinores de Killing

De las ecuaciones (3.16) y (3. 17) se deducen las siguientes KSEs

Der — 7\/ FuLﬂ e/ =0 (4.1)

pr /S = e’
S ﬁ SmTf e’ = 0. (4.2)

Dada una configuracién de campos bosénicos pueden o no existir espinores que

resuelvan estas ecuaciones. De partida nosostros suponemos que la configuracién es

supersimétrica, es decir que existe al menos un espinor que resuelve estas ecuaciones.
Si se tienen en cuenta las propiedades de dualidad de v,
* .
Yuv = V75 (4.3)

entonce se ve claramente que la proyeccién de la ecuacién (4.1) ay* arroja la ecuacién

de Dirac para un espinor cargado frente a U(1)
Der=0. (4.4)

Mencionamos ademds que la ecuacién (4.7) implica que todos los vectores v/
tienen divergencia nula

vV’ (4.5)

4.2 Fcuaciones para los bilineales

De la ecuacion (4.1) se deducen las ecuaciones diferenciales para los bilineales

DNMIJ - 7 \/ F VK[I (46)
V,LLVUIJ = —7 VS ( WKIMKJ + FM_VKJMKI
T Py + F _KJQ(MCI)KIV)Q) (4.7)
y de la ecuacién (4.2) se obtiene
Oy
My +V2SmT 0V V]K_o, (4.8)
Sm

or
Vil S \—f\/ T /7 =0. (4.9)
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4.2.1 El vector de Killing

De la ecuacion (4.7) se obtiene la derivada covariante de V'
1 1 p-1J
Vulh = 55V (F:VUM +F MU) (4.10)
y de aqui vemos que el vector V es un vector de Killing para la métrica

ViV =0. (4.11)

Similarmente, de la ecuacion (4.9) se ve que el vector V' es una simetria para el
axidilaton

Lyr=V.-0r=0. (4.12)

Mas adelante veremos que V también es una simetria para el campo de Maxwell.
Igualmente el médulo de V' o equivalentemente el escalar |[M|? es conservado a lo
largo de V

V-ovi=0 (4.13)

y mas adelante veremos que también los escalares M7y son también invariantes a lo
largo de V' y al final veremos que también lo son los espinores de Killing. Asi las
cosas, definimos la coordenada temporal adaptada
0
Vo— =
ot ’

de modo que las configuraciones supersimétricas son independientes del tiempo.

(4.14)

4.8 Los campos supersimétricos

4.3.1 El campo de Mazwell

Con las ecuaciones (4.6) y (4.8) podemos obtener la forma mas general para Fr;
supersimétrico en términos de los bilineales, del dilaton y de la métrica. Comenzamos
con la siguiente identidad

+ vo__ +
El VY ==2F

otV ekt ERM Vi (4.15)

la cual se soporta en la condicién de realidad (3.3). Podemos saber qué forma
adquiere el miembro derecho de esta identidad para una configuracién supersimétri-
ca. El primer término lo podemos leer de la ec. (4.6) mientras que el segundo término
estd bésicamente dado por el complejo conjugado de la ec. (4.8). Introduciendo estas

dos ecuaciones en la identidad de arriba obtenemos

~ 0.7
vV SmTF:VUV” = —2\/§DﬂM1J + V2iM;; nr ) (4.16)

Smr
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donde M es el dual-SU(4) de My, ver el apéndice A.XX. Hemos usado la com-
binacién vSmr7F7; en la ec. (4.16) para seguir con el plan de trabajar con objetos
que tienen carga definida frente a la transformacién U(1) local. En cualquier caso

sabemos que el factor Sm7 es invertible.

Ya que la ecuacién (4.16) nos da el producto interno de las dos-formas F;f] con
V' y este vector no es nulo, podemos entonces usar la identidad (A.41) para escribir

aF f} en términos de sus componentes eléctrica y magnética,

2 i - dr
VBmrFf, = V2 {(DMU—lMU a )/\V

M2 2 Smr

+i* [(DM,J—% }Jod% )AV” (4.17)

SmT

Las dos-formas Fjj; quedan completamente determinadas con esta expresién. La
componente I} la obtenemos al tomar el complejo conjugado y luego el dual-SU (4)

de (4.17),

. o
VBmrF;, = V2 {(DMIJ%—%MU ar )/\V

M2 Smr
- ~ i dr
—1 |:<DMIJ+2MIJSH1’T> /\V:|} (4.18)

Adicionalmente la ec. (4.16) no es ttil para demostrar que los escalares My s

son estdaticos, como habiamos mencionado, basta proyectar esa ecuaciéon a V para

obtener

V-0Mp;=0. (4.19)

4.3.2  Potenciales escalares

Una via alternativa para describir al campo de Maxwell supersimétrico consiste
en utilizar los potenciales escalares eléctrico y magnético, estos potenciales serdn

particularmente ttiles para analizar las ecuaciones de movimiento.

Si a partir de la expresién supersimétrica (4.16) se calculan los vectores
ivF =iy FT +iyF~ (4.20)
donde F representa a Fy; y Fij, se obtiene que éstos son exactos

ivFr; =dE;y, (4.21)
ivFry =dBry, (4.22)
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donde

Ery= (MIJ + MIJ) , (4.23)

(TM[J + ?M[J) . (4.24)

A Erjy Brylos llamaremos los potenciales escalares eléctrico y magnético respecti-

vamente, ambos son independientes del tiempo. Los potenciales forman un doblete

de SL(2,R)
/
B b B
S I ) (4.25)
y se transforman como tensores de SU(4).
Podemos usar la férmula (A.41) para escribrir a los tensores Fr; y Fry en
términos de los potenciales escalares como

- 1
Fry= {V NdBrj + Sy * [V A (?RerB[J — |T|2dE[J)]} (4.26)

1
2|M?

1
Fry {V/\dE[J“FO—*[V/\(dB[J—éRerE[J)]} . (4.27)
NYitya

2MP

La existencia de los potenciales escalares estd ligada al hecho de que el campo
de Maxwell supersimétrico es estdtico. Si se toma a V' como el tiempo de acuerdo a
(4.14) se puede ver directamente de (4.17) que F}, 1j es estdtico: 0;F,, 17 = 0. Se
puede demostrar que V es un simetria del campo de Maxwell de una manera mas
general como sigue. Considérese la identidad fundamental que conecta la derivada

de Lie con la derivada exterior
Ly F =iydF +diyF, (4.28)

donde V' y F son un vector y una dos-forma cualesquiera. Si la aplicamos a Frj y
Frj contra el vector de Killing, entonces la existencia de los potenciales escalares
implica diy F' = 0 y también implica que el primer término en (4.28) es cero; de
hecho, operando con d en (4.26) y (4.27) se obtiene

. 1 RerdBrj — |T|2dE
dFry =QANdBrj+ §d* [V A < o L‘]N‘JT‘ IJ)] (4.29)
1 dBrj — RerdE
dFyy = QA dEpy + ;d* [V/\( L ‘N‘ST f")] (4.30)

La dos-forma €2 estd definida en (4.36) y en (4.40) viene dada su relacién con las

conexiones U(1). Usando las identidades (A.48) podemos escribir a este par de
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ecuaciones como

_ _ 2
dFy, = *v[ 2 (Q—-¢) 0By, — %v. (WeT@BU 7| ‘9E”>] (4.31)

[M]? INJ?
dFp; ="V [‘]\5’2 (Q—¢) 0B — %V : (aBU _‘JE?‘ST(?EUH (4.32)
y obviamente iy dF' = 0. Entonces concluimos que
£yFr;=£yFr;=0. (4.33)

Este resultado junto con (4.11) y (4.12) refleja el hecho de que el vector V' es un
generador de simetria de toda la configuracién supersimétrica. En otros trabajos
se han obtenido resultados andlogos al anterior para otras supergravedades. Sin
embargo en todos ellos se imponen las identidades de Bianchi, las cuales son parte

de las ecuaciones de movimiento.

4.3.8  La métrica conforme-estacionaria

Considerando que existe un vector de Killing temporal, La métrica adquiere la forma

“conforme-estacionaria”

ds® = |M|? (dt + wida?)” jdz'dz’ (4.34)

1
" TP

donde ~;; es una métrica espacial definida positiva e independiente del tiempo. La
uno-forma espacial w quedara determina por razones de consistencia como mostra-

remos a continuacién. La uno-forma asociada al vector V via la métrica es
V =V2IMP(dt +w) . (4.35)
Definimos la dos-forma exacta

Q

(o) -

dw =29 . (4.37)

tal que

Por otra parte la derivada exterior de V' estd dada en la ec. (4.10). Si se sustituye

la expresién (4.17) para Frjy en (4.10) se obtiene

dv = —IJ\;IQ {dMP? AV —i* [(MpyDMY — MY DM ;) AV]} (4.38)
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y entonces se ve claramente que

i

Q = e *[(MpyDM" — M DM; ;) AV] (4.39)
= Gle-9av1. (4.40)

Con este resultado se fija a la uno-forma w, via (4.37), salvo por adicién de uno-
formas exactas. Es necesario comprobar que la uno-forma w no se involucra en el
miembro derecho de la ecuacién anterior, mas especificamente, que el dual de Hodge
de la ecuacién anterior se construye sélo con la métrica espacial v. En efecto, si

escribimos a (4.40) en componentes obtenemos
2 k_ ¢k

donde ¢€;;;, estd definido en el apéndice A.XX y los indices espaciales se han subido

con la métrica . La ecuacién anterior obliga a imponer las siguiente condicién de

v, <Q|M;|§> =0 (4.42)

integrabilidad

donde todas las operaciones geométricas se refieren a la métrica espacial v. La

condicién anterior ha de imponerse sobre todas las configuraciones supersimétricas.

4.4 Resolucion de las KSFEs

Ahora vamos a proceder a resolver las KSEs (4.1) y (4.2) utilizando toda la in-
formacién que tenemos hasta ahora acerca de las configuraciones bosénicas super-
simétricas. Nuestro método consiste en introducir la forma supersimétrica de los
campos bosoénicos en las KSEs, considerando que ellos vienen dados por una conjunto
de variables: El axidilatén, seis escalares My sujetos al vinculo el TKL N My, =0
y la métrica espacial ;;. Los escalares My y el vector V' se consideran ahora inde-
pendientes de los espinores, pero, por consistencia, debemos imponener los vinculos

fundamentales entre ellos,

M[IJGK] =0 s (443)
My = % s . (4.44)
Con nuestra eleccion de vielbeins podemos escribir a la 1ltima relacién como la
proyeccion
M
er +ivV2y0 Ll = 0 (4.45)

Mg g _
| M]|
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y esta proyeccién por consistencia implica que los espinores de Killing son autovec-
tortes del proyector 7, (e
e1=JT"¢e; (4.46)

y ésta relacién a su vez implica a su vez que J;”? es precisamente un proyector.
Todos los vinculos anteriores son en realidad identidades de Fierz si se regresa al
origen bilineal de M;y y V. En este enfoque son vinculos sobre los espinores y en

particular la proyecccién (4.45) rompe 1/2 de las supersimetrias.

Empezamos con la KSE algebraica (4.2). Luego de utilizar la férmula (4.18),
esta KSE se lleva a

T Mgy 2 by X7
GaT_ Vi L VDM’ = 0. 4.47
Smr ! <€I+1\My2 bre MR e Fre (4.47)

El primer término es proporcional a la proyeccién (4.45). El dltimo término puede

ser reescrito como
Va’yabDbM]JGJ = a,ya,beb (M[J€J> - Va’yaM]J’bebEJ . (448)

A su vez el ultimo término de la identidad anterior es proporcional a la ecuacién de
Dirac y ya sabemos que esta ecuacién estd contenida en la KSE diferencial (4.1),
de modo que podemos excluirlo de esta discusién. Ademads el primer término es
proporcional al vinculo (4.43), de modo que la KSE algebraica queda completamente

resuelta.

Para analizar la KSE diferencial necesitamos a la conexién de espin derivada de
la métrica conforme-estacionaria, la conexién se muestra en el apéndice A.XX. La

componente temporal de la KSE (4.1) resulta
1 ; M
Over — = MELD My A% (e +ivV2—LL~0¢7
2 | M|
i A
—|——2’M‘ ((5[K — ij) DiMKJ’yZEJ = 0. (449)

V2

Como puede verse, el segundo término es proporcional a la proyeccciéon (4.45). Luego
de suprimir el segundo término, podemos usar al proyector J;7 para separar a la
ecuacién resultante en dos ya que J;” es independiente del tiempo,
Orer =0, (4.50)
(6% = T™) DiMy '€’ =0. (4.51)

La ecuacién (4.50) exige por lo tanto que los espinores de Killing sean estéticos. La

ecuacién (4.51) puede ser reescrita como

Jr’y'Die; = 4 Dier (4.52)
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y ésta ecuacién estd contenida en las componenetes espaciales de la KSE (4.1). Esta
ecuacion de hecho se anula automaticamente si se escibren a My y V como bilineales

de €r.

Las componentes espaciales de la KSE (4.1), luego de usar la proyeccién (4.45)

y usar la independencia en el tiempo de los espinores de Killing, se reducen a

1
Vi ——MELo, Mg )er =0, 4.53

< (2 2‘M’2 (2 KL I ( )
donde la derivada covariante V; se construye con la conexién de espin tridimen-
sional 0;7, ver el apéndice A.XX. Observe que esta ecuacién puede ser extendida

trivialmente a .

2MP

Diﬁ[ MKLDZ'MKLGI =0 (454)

y operando a ésta tltima con J;7+' se llega a (4.52).

La ecuacién (4.53) puede ser reescrita como

(Vi —i&) <ﬁ> ~0. (4.55)

La condicién de integrabilidad de la KSE espacial anterior es
[Rz'jklm + 4i (dﬁ)ij] er=0. (4.56)

La soluciéon de esta ecuacién es bastante simple. En primer lugar notamos que
cuando & es trivial (d§ = 0) la condicién anterior implica que la métrica espacial es
plana. Vamos a analizar a (4.56) considerando esta posibilidad. De la estructura
espinorial de esta ecuacién podemos ver que la matriz que multiplica a e€; debe ser
singular si queremos mantener la hipétesis de al menos una supersimetria preservada.
Para una componente espacial dada, podemos representar esquematicamente a esta
matriz como

al + byyo + ey13 + dyas (4.57)

en donde hemos reemplazado a la derivada d¢ y al tensor de Riemann por letras.

La matriz anterior es singular si y sélo si
A+ +E+d?=0 (4.58)

de modo que la ecuacién (4.56) implica vinculos algebraicos simples entre R;;* y d§.
Mas aun, podemos valernos de la simetria de transformaciones de Lorentz locales,
que no son mas que rotaciones en el plano tangente espacial, para eliminar por

ejemplo las componentes R;; 13 5 Rij23 . Luego las identidades de Bianchi implican
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que solo una de las componentes del tensor de Riemann sobrevive. Podemos expresar
entonces las dos soluciones de (4.56), tanto para el caso en que ¢ es trivial como para

el que no, como

Ry = £2(d€)y, (4.59)
d§ (1 Fiyi2)er =0, (4.60)

moédulo transformaciones de Lorentz locales. La proyeccion anterior que se impone

para el caso en que £ no es trivial rompe 1/4 de las supersimetrias.

La relacién (4.59) entre las curvaturas de la conexién de espin espacial y la de
U(1) £ implica que éstas a su vez se relacionan, en el marco de Lorentz apropiado,
por

1 1
€= i§012(m1,x2) + gdA(ml,xQ,x?’) (4.61)

para alguna funcién real escalar A arbitraria, y siendo nulas las otras componentes
de 0;7. Observe que el grado de libertad que corresponde a A no tiene contenido
fisico ya que ésta no es mas que una fase de U(1); en efecto, para que la ecuacién
(4.61) sea compatible con SL(2,R) A debe modificarse bajo la accién de este grupo
segin

N=X+a (4.62)

donde « es la fase de U(1). Podemos decir entonces que la presencia de A en las

configuraciones supersimétricas sirve para preservar el U(1) contenido en SL(2,R).

Con toda la informacién que hemos extraido de la condicién de integrabilidad,
es decir la relaciones (4.60) y (4.61), la KSE espacial (4.55) deviene en

@(—3—>—1@x41—:0 (4.63)
|M[) 2 | M|
y su solucion es
er = /|M[ez e | (4.64)
de (15 imz) e = 0 (4.65)

donde 6&0) son espinores constantes que se transforman como un vector bajo el SU(4)

global.

La relacién (4.61) entre la conexién de espin y la conexién de U(1) £ nos dice
que la métrica espacial tiene holonomia U(1), lo cual a su vez implica, segin la
clasificacién de Berger, que es factorizable como el producto directo de una métrica

unidimensional y otra bidimensional, esto es

vijdatde? = da? 4 22V #2) dzdz . (4.66)
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Comparando con (4.61) vemos que la conexién & se escribe como
i 1
¢ = i% (0:Udz - 9:Udz) + 5d. (4.67)

Claro estd, esta condicién es la solucién general a la condicién de integrabilidad
(4.56).

4.5  Configuracion supersimétrica general

Ahora podemos establecer nuestro resultado més general acerca de las configuracio-
nes supersimétricas: Todas las configuraciones supersimétricas de la Supergravedad
N =4, d = 4 estan determinas por el axidilatéon 7, sujeto a la cota Sm7 > 0, un
conjunto de seis escalares My sujetos a e!/ELM My = 0, el pardmetro real A
y el factor conforme U. Estas cantidades estdn sujetas a la condicién (4.67) y a la
condicion de integrabilidad de la uno-forma w, ec. (4.42). Vamos a presentar a toda

la configuracion supersimétrica en términos de estas variables

= |M|? (dt + widxi) \M!Q%de 'z’ (4.68)
i) = = M|2 e (QF - ¢) (4.69)
Q= %i%i , &= 4,@2 (MpydM"™ — M"Y dM; ;) (4.70)
vijdada? = di® + 22V ) dzdz (4.71)
Ery = \/2% (MIJ + MIJ) ; (4.72)
Bry = iﬂ <TM[J + %Mu> (4.73)

ST

er = /| Mle2 el . (4.74)

La simetrias actin sobre las variables de la siguiente manera: SU(4) s6lo actia sobre
M7; como tensores mientras que SL(2,R) actia por medio de transformaciones
fraccionales-lineales sobre 7, las My tienen peso +2 frente a U(1), A sufra una

translacién frente a este grupo y U es inerte.

4.6 Una clase particular de configuraciones supersimétricas

Una solucién explicita a la condicién (4.67) viene dada por el siguiente ansatz

, 1
Mpy=eé*Mkry , U= Fyln k%, (4.75)
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donde
Nz, 2,2) = MNz,2,2) , M(w,2,2) = M(z,2,2) , kij=krs(z) (4.76)

y |k?> = k'Y(2)krs(2). Ademés los escalares holomorfos kr; han de verificar el

vinculo algebraico derivado de aquel de las My,
T EL ke, =0 . (4.77)

Como estamos en el caso tipo tiempo tenemos que |M|? = M?|k|?> y por lo tanto
M > 0, |k|> > 0. Nétese que en estas configuraciones todo el peso U(1) de My

queda contenido en A.

El ansatz (4.75) nos serd 1til en particular para encontrar soluciones super-
simétricas, para tal fin resultara util hacer un cambio de variable que nos permite
refinar el nimero de parametros independientes de una configuracién supersimétrica,

sean las dos funciones complejas Hy y Ho dadas por

ei)\
Hi= —— 4.78
! SmrM ( )
Hz = THl s (4.79)

tal que uno puede determinar a 7, A y M en términos de Hy y Ho,

Ho

- = 4.80
=t (180

. H,
2r — 1 4.81
= (481)

1

M= —— | 4.82
Sm (Hz?‘h) ( )

Este cambio de variable es sugerido por las ecuaciones de movimiento de la teoria,

como veremos méas adelante.
Una virtud de estas variables es que la condicién de integrabilidad para w, ec.
(4.42), ain por resolver, adquiere una forma muy simple
Re [|k|T? (H1AHs — HaAHy) + 2|k|720.]k|* (H20:H1 — H10:Ha)] =0, (4.83)

donde A es el laplaciano de la métrica tridimensional ;;,

1 y

AHy = —0; (VA7 0H1) = (92 + 2|k[*20.0:) Ha - (4.84)
val

En el capitulo de las soluciones supersimétricas veremos que la ecuacién (4.83) es

muy similar a las ecuaciones de movimiento sobre estas variables y de hecho veremos

varias clases de soluciones de estas ecuaciones.



4.6. Una clase particular de configuraciones supersimétricas 41

Ahora es conveniente resumir. Para la solucién (4.75) de la condicién de inte-
grabilidad (4.67), las configuraciones supersimétricas estan dada por los siguientes

parametros:

1. dos funciones complejas H1 y Ho,

2. un conjunto de escalares independientes de = y holomorfos: kr; = kr(2),

los cuales verifican los vinculos algebraicos:

Sm (HQHI) >0 (4.85)

Bl sk =0 (4.86)

y estd sujetos a la ecuacién diferencial (4.83) Estos pardmetros determinan a la

configuracién bosénica supersimétrica de la siguiente manera

N 2 L .
ds? = — U (dt + wida?)” — | — cdrida? | (4.87
= S ry) W) gy | Tl (8D
Yijda'de’ = dx® + 2|k|F2dzdz (4.88)
Ho
_ 2 4.89
kv (4.89)
2v/2 o
Eyy=—""" (ki yHi+kisH 4.90
1 = S g e+ Rt (4.90)
2V/2 .
Bry=—% (kyyHo+ ki H 4.91
1= 5y (7‘(27‘(1) < 172 + k1 2) ( )
) 1/4
€r = UL—E 6(10) (4.92)
Sm (H2H1) Hq
donde
23m (Hg?‘zl)
e = e (¢~ @) (199
_ 1l 5 2 Ha
£ = 1 [(6 9)In|k[* + dln <H1>] . (4.94)
1 |Hyl? (Hz)
=-— U gRe( 22 . 4.95
@=15m (HaH) T \Ha (4.95)

Las simetrias actian sobre los pardmetros de la siguiente manera: Bajo SL(2,R)

las dos funciones complejas se transforman como un doblete

() () G2) o
Hl c d Hl
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mientras que k7; permanece inerte. Por el contrario, bajo SU(4) kr; se transforma
como un tensor mientras que H; y Ho permanencen inertes. Es notable el hecho
de que los dos vinculos (4.85) y (4.86) son estrictamente invariantes bajo estas dos
simetrias. En el caso de (4.86) ello es explicito y en el caso de (4.85) puede verse

por célculos directos que bajo SL(2,R)

[Sm (HaH1)]" = Sm (HoHy) - (4.97)

El proyector J;” viene determinado sélo por las kr,

2

= Wlek‘JK ; (4.98)

I’

de modo que sélo es funcién del plano (z, z).



CASO TIPO TIEMPO: SOLUCIONES
SUPERSIMETRICAS

En este capitulo analizaremos a las ecuaciones de campo de Supergravedad N = 4,
d = 4 para el caso tipo tiempo, una vez que se tiene suficiente informacion acerca

de las configuraciones supersimétricas de la teoria.

5.1 Fcuacion de axidilaton

Si bien las KSIs mostradas en la seccién 3.5, ecuaciones (3.51) y (3.52), nos dicen que
sélo hay que considerar a las ecuaciones de Maxwell para tener una solucién super-
simétrica, resulta ilustrativo comenzar con el analisis para la ecuacion del axidilaton

(3.10).

Para el Fj; supersimétrico dado en (4.17) encontramos

161 or ~
+ +1J _ 1J . 1J
SmTFIJ-F __|M|2 <M DMU-@+18MU-8M ) . (5.1)
Evaluando entonces la ecuacién del axidilatén (3.10) para el caso supersimétrico se
obtiene
M| 26 = |D+ 91 (M;DM" — M"Y DMp,) | - o7
| M]? [NJ?
2i ONpy-ON!/
e : (5.2)
MP NP
. ot 2 ON1y
= (V—4i&) | =5 | + 20|M| 2NV - [ —= 5.3
(- 1i6)- (775 ) + 2l ). 6y

en donde hemos introducido una nueva variable dada por un cambio de escala en

los bilineales escalares

N[JEV%HITM[J, ‘NFEN[JNIJ. (54)



44 Capitulo 5. Caso tipo tiempo: soluciones supersimétricas

La combinacién |N|~2dr tiene carga —4 frente al U(1) local de SL(2,RR). Recor-
damos ademds que la conexién £ es invariante bajo cambios de escala, {(Nyy) =
&(Mry), igualmente el término

OMp; - OM"
| M]?

es invariante bajo cambios de escala. La ecuacion (5.3) es claramente covariante bajo

(5.5)

U(1), pero ahora la conexién que aparece es la asociada a los espinores de Killing,

&, en lugar de Q.

Parte de nuestro objetivo se ha alcanzado en la ecuacién (5.3): Reducir las

ecuaciones de campo a un conjunto de ecuaciones méas simples. Definimos

. oHT
e = (VM — 41£M) <W> s (56)
: N1’
TLIJ = (vﬂ +41€“) (W) (57)
tal que la ecuacion del axidilatén se escribe como
E=|MP*e+2N"n;; . (5.8)

De modo que una condicién suficiente para tener una solucién supersimétrica a la
ecuacion del axidilaton es tener una solucién para las ecuaciones mas simples e y

nyy. Seguiremos este mismo plan con las ecuaciones de Maxwell.

Debemos comentar acerca de la covarianza SL(2,R) de (5.8). Las ecuaciones
e y nyy poseen la estructura de divergencia covariante de U(1); e de hecho es co-
variante bajo U(1) con carga +4. Sin embargo, el término de (5.7) proporcional
a la conexién € desparece en la contraccién NZ/n;; ya que en ella desaparecen las
primeras derivadas de Nj;. Por la misma razén esta contraccién es covariante bajo
U(1) con carga +4, de modo que la ecuacién supersimétrica del axidilatén (5.8)
es efectivamente covariante bajo SL(2,R). Pese a esto hemos definido a ny; en la

forma dada en (5.7) porque asi aparecera en las ecuaciones de Maxwell.

5.2 FEcuaciones de Mazxwell

Las ecuaciones de Maxwell en la versién “real” (3.32) y (3.33) para el caso super-
simétrico han sido calculadas en términos de los potenciales escalares en (4.31) y

(4.32), las retomamos aqui

B 2 1 RerdBry — |TI?0E;1,
&=V [W (@ =€) 9By =5V~ ( I (5.9)
2 1 0Brj — RetOE;;
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Podemos ver que, para configuraciones supersimétricas, las ecuaciones de Maxwell

tienen sélo a la componente tipo tiempo distinta de cero.

Ahora veamos la forma que adquiere la ecuacién My para una configuracién
supersimétrica. Para simplificar la notacién, aprovechando que V no es cero, in-
troducimos la ecuacién de Maxwell escalar haciendo el cambio Mj;; — V.M, de
modo que ahora M es un escalar. Escrita en términos de los potenciales escalares
la ecuacién My resulta

1 {1 |:a(B]J—TE]J)
2v23mr |M|?

My, } \Mfz(Q §)-0(Bry—TEp))

1 67--8(BU—7-E1J)+—Sm7-EUV- <ﬁ>

2N |2 2 INJ?
ORer
E E 0 5.11
+ IJ‘MP (Q 5) 1J T’NP } ( )
De las expresiones explicitas de los potenciales (4.23) y (4.24) obtenemos
B[J—TE]J:—4\/§iN]J (512)

y luego de introducirla en (5.11) llegamos a la expresién supersimétrica de My

My =vVSmriry+ = <M[J + M[J> (5.13)

La cual es proporcional a las ecuaciones nr; y e. Comparando a (5.8) con (5.13)

podemos comprobar directamente la KSI (3.51).

La ecuacién nyy no es covariante bajo U(1) ya que la combinacién |N|~2dNy,

no tiene carga definida sino que se transforma inhomogéneamente bajo SL(2,R):

dN7J ! 2 dNy1y , _ dr
= e d) —cNrj—— 5.14
(w#) = [T e+ - e 10
tal que
nh; = €% (¢ +d)nry — cNige ] (5.15)

Resulta entonces que el primer y el tercer término de (5.13) sumados se transforman
con la carga apropiada bajo U(1), el segundo término de por si posee la carga

apropiada de modo que la carga —2 de M estd asegurada en la expresion (5.13).

Antes de continuar es conveniente plantear el problema en términos estricta-
mente espaciales. Las ecuaciones e y ny; son basicamente divergencias covariantes

espaciales, sean
, o'r

i N IJ
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donde todos los objetos geométricos se refieren a la métrica tridimensional ;;, en-

tonces se tiene que
€ = —‘M’2€(3) y (5.18)
n!’ = —|M|*n{3) . (5.19)

5.8 Soluciones supersimétricas generales

Como ya sabemos de las KSIs, las ecuaciones de Einstein y del axidilatéon quedan au-
tomaticamente resueltas para una configuracién supersimétrica si ésta resuelve a las
ecuaciones de Maxwell, por lo tanto podemos enunciar nuestro resultado més gen-
eral acerca de las soluciones supersimétricas para el caso tipo tiempo: La condicién
necesaria y suficiente para que una configuracién supersimétrica sea ademads una
solucién supersimétrica es que resuelva a la siguiente ecuacién escalar

i

\/%ang:f]) 3 <M[J + M[J) e3 =0. (5.20)

5.4 Soluciones supersimétricas particulares

Claro estd, y esta es la razéon de haber introducido las ecuaciones e y nyj, una

condicién suficiente para tener una solucién de (5.20) es que se cumpla el par

6(3) =0 (5.21)
n'% =0 (5.22)

La invarianza SL(2,R) del conjunto de soluciones de este sistema estd garantizada
ya que e tiene carga U(1) y la transformacién de n%), dada en (5.15), es proporcional

a ella misma y a e.

A partir de ahora buscaremos soluciones explicitas a e(3) y n%) Sabemos que
la métrica espacial supersimétrica factoriza de la forma (4.66). Podemos ademés
utilizar la condicién (4.67) para resolver a la conexién £ en términos de U y A. Si

ello lo usamos en e(3) y né;]) obtenemos, luego de una redefinicién por una fase,

i\ OzT i\ O=T i\ 02T
— 2i\ Yz —2U 2i\ Yz 2i\ Yz
W$ZZ@<6+MQ+f [@<6LMQ+@<61MJ

91212
O N1/ 20N/ 0N/
IJ _ 2i\ Yz —2U B 2iA Yz 21N Y2
ol = o (o) e o () o ()

2621)\
+-— (0:U0.N" — 0,U9;:N"’ )] . (5.24)
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Podemos avanzar més en la buisqueda de soluciones supersimétricas si utilizamos
el ansatz (4.75), el cual resuelve explicitamente a la condicién de integrabilidad

(4.67); tenemos entonces que bajo (4.75)

N = /Smre M ME (5.25)
IN|? = Sm7M?|k|? . (5.26)

Tal y como habiamos anticipado en la seccién 4.6, las ecuaciones (5.23) y (5.24)
sugieren la introduccién de las variables complejas H1 y He dadas en (4.78) y (4.79),

de forma tal que

e = |k|7?(H1AHy — HaAHy) — 20k 10, k207 (5.27)
k‘IJ B
ni = W(Nﬁ—Qlkli2 20:|k|*0.Hy) (5.28)

donde A es el Laplaciano de la métrica espacial,

A = 02 + 2|k|*%0,05 . (5.29)

Recordamos las variables H1, Ha v krj estan sujetas a los vinculos algebraicos

Sm (HaH1) > 0 (5.30)
TB L kg =0, (5.31)

y a la condicién de integrabilidad de w
Re [|k¢|$2 (7‘21&7’(2 — HQAHl) + 2|k‘|726z|]€|2 (Hg@gﬂl - Hlagﬂz)] =0. (5.32)

Es evidente que los operadores que aparecen en esta ecuacién son los mismos de las

ecuaciones e y nryj.

Ahora podemos presentar tres clases de soluciones de las ecuaciones (5.27), (5.28)
y (5.32) y que por lo tanto son soluciones supersimétricas de la teoria, agrupadas en

conjuntos invariantes bajo SL(2,R):

1. Hi y Ho constantes, kjy arbitraria

Hay una solucién no trivial para el sistema (5.27)-(5.28) que salta inmedi-
atamente a la vista: Hip, Ho, y por la tanto 7, constantes. Las funciones
holomorfas k;; quedan libres excepto, claro estd, por el vinculo algebraico

entre ellas. Por simplicidad tomamos

Sm (HaHi) =1. (5.33)
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La fase U(1) asociada a SL(2,R) sobre estas soluciones se hace global. La

métrica cuadrimensional adquiere la forma

1

ds® = |k|? (dt + wida?)® — P (da? + 2|k|F2dzdz) (5.34)

y los potenciales escalares resultan
Erj=2V2 <k‘1JH1 + 151J7?1> (5.35)
By = 2V2 (k1M + FisHs ) (5.36)

tal que el campo de Maxwell adquiere la forma

Fry = % {V A (Hldku + Hldiéu) Fir [V A <H1de - ﬂldku)] }
(5.37)
By = % {v A (HQd/m + ﬂgdléu) Fi* [v A <H2dk¢U . Hleéu)] }

(5.38)

. 'H1 vy Ho lineales en x, kyj arbitraria

Si hacemos que H; y Hs sean funciones sélo de x y que sean lineales en ella,
tenemos entonces una solucién con las funciones holomorfas kjj libres. En

general se tiene

My=Az+ B, Mi=Cz+D, (5.39)

donde las constante complejas estan sujetas a

Sm (AD+ BC) =0, Sm(BD)>0, Sm(AC)>0. (5.40)

En particular

Sm (Hz?'_ll) = Sm (AC’) 22 + Sm (BD) (5.41)

La métrica viene dada por

1

2 217.12 2
- M -
ds |k|” (dt + wydx) ERE

2
da® — S dedz (5.42)

En este caso y el anterior el proyector J;/ dado en (4.98) es una funcién

arbitraria de z y Z.

. H1 y Ho armonicas, kjj constante

Por simplicidad tomamos |k|> = 1. En este caso tenemos que el factor conforme

de la métrica bidimensional,

1
U= :F§1n|k|2 : (5.43)
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es trivial , U = 0, de modo que la métrica tridimensional +y;; es completamente

plana. Las ecuaciones e y nyy resultan

e@s) = H1AHy — HoAH, (5.44)
n(s) =k A, (5.45)

donde A es el laplaciano de la métrica tridimensional plana. La solucién de

este sistema es que H1 y Ho sean dos funciones arménicas complejas.

En este caso se tiene que el proyector Jr” es constante. J;” constante es la
condicién que caracteriza a las soluciones supersimétricas presentadas por Tod
[18] y paralelamente por Bergshoeff, Kallosh y Ortin [19]. Para asegurarnos
de que las soluciones de Tod coincidan exactamente con nuestro grupo de
soluciones 3, debemos exigir que las funciones holomorfas k;; en los grupos 1

vy 2 no conducen a un J 7/ constante.






VI

CASO NULO

El caso nulo de la Supergravedad N = 4, d = 4 fue esencialmente resuelto por
Tod [18]. Sin embargo, nosotros lo presentamos para darle completitud al problema,
analizando el caso nulo con nuestra metodolgia. Este enfoque nos permite refinar

aun mas los resultados de lo que lo hizo Tod.

El caso nulo se caracteriza por la condicién
IM>=0, (6.1)

en un abierto del espacio-tiempo. Como se expone en el apéndice 2, en el caso nulo
todos los espinores de SU(4) son proporcionales entre si y se pueden parametrizar

por medio de los escalares ¢ y el espinor €, adicionalmente se introduce el espinor

n.

6.1 Configuraciones supersimétricas

Retomamos las KSEs,

i 0 + v.J _
D,er — QﬂVJmTFMVUW e =0 (6.2)

pr LN e S
SmTeI_ﬁ Smrf e’ = 0. (6.3)

La proyeccién a ¢! separa en dos a la KSE diferencial (6.2)

(Du + iCu) e=0, (6.4)

(Op — iCu) dre — 2;\/5\/ SmTFJVUqSJyye* =0. (6.5)
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Note que la ultima ecuacion es algebraica en el espinor €. Similarmente, la KSE

algebraica (6.3) se separa en dos al proyectar a ¢/,

g%?zo, (6.6)
Fr0'e=0. (6.7)

El sistema se completa con una ecuacion diferencial para 7. Para que la condicién

de normalizacién (B.40) sea compatible con la KSE (6.4) es necesario que
(Dy —1i¢u) n+ ape =0 (6.8)

donde a,, es un vector que posee las cargas de n duplicadas. El vector a, queda
determinado por las condiciones de integrabilidad de esta ecuacién, las cuales deben

ser compatibles con aquellas de la ecuacién diferencial de €, ec. (6.4).

Antes de comenzar el andlisis sistemaético de las ecuaciones anteriores es intere-
sante comparar la ec. (6.4) con la ec. (4.55), asi como sus respectivas condiciones
de integrabilidad. Ambas condiciones de integrabilidad son muy similares en estruc-
tura, las dos relacionan a la conexién de espin con conexiones U(1). Sin embargo,
se distinguen por la dimensionalidad y signatura. Se espera entonces conseguir en
el caso nulo dos tipos de soluciones: Configuraciones con una métrica de holonomia
U (1) sobre un subespacio bidimensional tipo espacial, como en el caso tipo tiempo, y
configuraciones con holonomia U(1) en un subespacio bidimensional nulo, la cual es
la nueva posibilidad que permite la signatura Lorentziana. A estas dos posibilidades
las denominaremos B y A, respectivamente, por razones que quedardn claras maés

adelante.

De la ec. (6.4) podemos ver que [ es covariantemente constante
Vul, =0 (6.9)

Por lo tanto es a la vez un vector de Killing y un gradiente. Introducimos las

coordenadas
du =1, (6.10)
0
—=1[-0. 6.11
5 (6.11)

Répidamente se puede extraer de las KSEs (6.4)-(6.7) informacién acerca de la

forma que adquieren los campos supersimétricos. La KSE (6.6) implica que

dr = Al + Bm (6.12)
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Esta ecuacién divide al problemas en dos casos: El caso A en el cual B =0y el caso
B en el cual A = 0. Se puede ver que el caso en el que ninguna de las dos variables
sea igual a cero es equivalente al caso B haciendo una transformacién de Lorentz
local. Debido a que la conexion () depende de 7, la holonomia es diferentes en estos

dos casos.

Si se contrae a (6.5) con € y al complejo conjugado de (6.7) con €y* se obtiene

el par

¢'EL =0, (6.13)
e TREG FY 1 =0, (6.14)

Estas dos ecuaciones implican que
WFy, = (6.15)
y la soluciéon mas general a esta ecuacién sobre la tétrada nula es
Ff=Filnm , F=FlAm (6.16)

donde Fr; es una matriz antisimétrica de escalares que se transforma como un tensor
bajo SU(4) y Fis es su dual-SU(4). Con este resultado la KSE (6.5) deviene en

una ecuaciéon puramente tensorial,

(Op —iCu) o1 — ﬁ VSmrFré’l, =0 (6.17)

y la KSE (6.7) queda completamente resuelta.

Observe que previamente, en la seccién I1.3, se han obtenido las condiciones de
integrabilidad de esta teoria, especificamente la ec. (3.62), independientemente de
la parametrizacién (B.32). Por otra parte tenemos la KSE (6.4) la cual incluye a la
conexién ¢, pero su presencia en ella no es més que el reflejo de esta parametrizacion.
Por lo tanto, si se compara a la condicién de integrabilidad de (6.4) con la condicién
general (3.62) se puede extraer informacién acerca de ¢, al menos en términos de
su curvatura. Primero advertimos que si se usa la expresiéon supersimétrica para el
campo de Maxwell (6.16) en el segundo término de la condicién de integrabilidad
(3.62),

F;,[MGF;}K IO e (6.18)

entonces resulta que éste es cero; la siguiente identidad de Fierz
loy%e = 3ibe (6.19)

la cual implica
Malyy®e = MglyyPe = 0 (6.20)
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puede ser ttil para tal fin. La proyeccién a ¢! divide a la ec. (3.62) en dos, si se
sustituye en las dos condiciones resultantes la expresiéon para el campo de Maxwell

supersimétrico se obtiene (usando [ - ye = 0)

[Rw,“b%b + 4 (dQ)W} e=0, (6.21)
(O Fraly) + BFrymyly) ¢ =0 (6.22)
Comparando la condicién de integrabilidad (6.21) con aquella de (6.4) se obtiene

que la conexion ( es trivial,

d¢ =0 (6.23)

y puede ser anulada con una fijacién gauge apropiada de la simetria de parametriza-
cién (B.34).

Una vez que la conexién ¢ ha sido eliminada replanteamos las KSEs que nos

quedan por resolver

D,e=0, (6.24)
1

Oudpr — 4—\/§\/Sm7}"f 7971, =0 (6.25)

Dyn+aue=0. (6.26)

La KSE (6.26) se soporta sobre la condicién de integrabilidad

Ry Yap — 41 (dQ),,,, | 1 — 4 (da),,, e =0. (6.27)

La KSE (6.25) implica que ¢ y la combinacién v3Sm7F7; son funciones sélo de

u. Més ain, podemos resolver a esta ecuacién para Fr; como sigue
V %mT]:[J = 8\/5(&[[¢J] (6.28)

donde el punto denota derivacién respecto de u.

Podemos arrojar la forma genérica de la métrica. El hecho mas importante es
que existe un vector nulo, I, covariantemente constante. Las métricas que admiten
un vector nulo covariantemente constante son conocidas como métricas pp-wave y
fueron introducidas por Brinkmann [60]. Una métrica pp-wave cuadridmensional

genérica tiene la forma

ds® = 2du (dv + Kdu + w) — 2¢*Ydzdz (6.29)
w = w,dz + wzdZ (6.30)

donde todas las funciones en la métrica son independientes de v (ya que [ es un

vector de Killing). Bien K o la uno-forma w podrian, en principio, ser eliminadas
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por una transformacion de coordenadas. Sin embargo hay que tener cuidado en
considerar que hemos usado parte de la libertad para redefinir a la tétrada nula,
por lo tanto hay que asegurar que las condiciones de integrabilidad de la tétrada se

verifican al escoger a U, K y w.

Para hacer a la tétrada nula compatible con la métrica de la pp-wave es necesario

que la tétrada nula se escriba en las coordenadas como

l=du (6.31)
n=dv+ Kdu+w (6.32)
m=eYdz (6.33)

en cuanto a uno-formas, y como vectores tangentes

=0, (6.34)
n=08, — Koy (6.35)
m=—e Y (0 —w:d,) . (6.36)

A partir de ahora estudiaremos los casos A y B por separado, en todo el anélisis

se suprimirdan términos proporcionales a productos del tipo AB.

1. Caso A
La ecuacién (6.12) implica que 7 = 7(u) y A = 7. La conexién @ se hace
trivial, dQ = 0 y puede ser anulada fijando la simetria U(1) local asociada a
SL(2,R). Consequentemente también Fr; depende sélo de u y la condicién

de integrabilidad (6.22) queda automaticamente resuelta.

Una vez que la conexién @) se ha eliminado, las KSEs remanentes son

V=0, (6.37)
Vun+aue=0 (6.38)

y sus condiciones de integrabilidad
Ruuab’)’abe =0 (639)
Ry ™y — 4 (da) ,, e =0 . (6.40)
De las KSEs (6.37) y (6.38) se derivan las ecuaciones

dm =1Na (6.41)
dn=mANa+mAa (6.42)
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las cuales han de ser compatibles con (6.31)-(6.33), por tanto la primera de
ellas implica
duha—eVdU ndz=0 (6.43)

y esta ecuacién implica a su vez 0;U = 0,U = 0, de modo que U es sélo

funcién de u. Ademads a sélo tiene dos componentes
a = aydu + a,dz (6.44)
donde a, = eVU es real. La ec. (6.42) implica
eVdu A (aydz + aydz) + dK A du+dw =0 . (6.45)

Gracias a la simetria gauge que se tiene sobre w podemos establecer la solcuion

a la ecuacién anterior como

w=0, (6.46)
ay = e VO:K . (6.47)

Ahora vamos a estudiar qué nos dicen las condiciones de integrabilidad (6.39)

y (6.40). Si contraemos la primera con €y” y 77" obtenemos
R = R,ym” = Ry,,m” =0 (6.48)

de modo que sélo tenemos una componente no nula del tensor de Ricci, R,,,.

Las mismas contracciones aplicadas ahora a (6.40) nos dicen que

(da),,, 1" =0 (6.49)

1
(da),, m" = —§an” . (6.50)

Todas estas condiciones sobre el tensor de Ricci y el vector a se cumplen

automdaticamente con lo que tenemos hasta ahora para U, w y a.
Resumimos las propiedades de una configuracion supersimétrica para el caso
A:

(a) El axidilatén es funcién sélo de wu.

(b) El campo de Maxwell queda determinado por los escalares F7z, los cuales

son funciones sélo de wu,
(¢) La uno-forma w es cero, la funcién K es arbitraria.

(d) El factor conforme U es funcién sélo de wu.
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(e) La métrica de pp-wave adquiere la forma

ds? = 2du (dv + Kdu) — 2¢*V dzdz . (6.51)

. CAaso B

La ec. (6.12) implica que 7 = 7(2) y B = e~Y7’. Las KSEs para este caso son

Dye=0, (6.52)
Dyn+a,e=0. (6.53)

y sus condiciones de integrabilidad

[ Ry + 4i (dQ)W} =0, (6.54)
| By~ 40 (dQ),,, | 1 — 4 (da) ,, e = 0. (6.55)

B resulta _
B—_ &) (6.56)

VSmrT f(u)
y el factor conforme

eV = V3mrf(u) (6.57)

donde h(z) y f(u) son funciones arbitrarias, f siendo real. K se hace cero y
w es cerrada
O wz =0 (6.58)

lo cual implica que es localmente exacta y podemos eliminarla. a es propor-

cional ahora tanto a [ como a m, sus componentes estan dadas por
D=—-—Y0: , an=2=%. (6.59)

Ahora este valor de a debe verificar la condicién de integrabilidad del espinor
7 la cual se obtiene de (6.26). La conclusién es que f debe ser constante.
Ademsds todas la ¢; deben ser constantes y el campo de Maxwell F;; se hace

cero.

Resumimos las propiedades de las configuraciones supersimética del caso B:

. El axidilatén sélo depende del subespacio espacial bidimensional y sobre éste

es antiholomorfo.

. El campo de Maxwell es cero.

Los objetos K y w de la métrica son cero.
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4. El factor conforme U viene dado por el dilatén en la forma
1

5. La métrica se escribe como
ds? = 2dudv — 2% dzdz (6.61)

donde el factor e~?(*%) es arménico sobre el plano (z, Z).

6.2 Soluciones supersimétricas

En el caso nulo las KSIs, ecs. (3.55)-(3.59), nos dicen que todas las configuraciones
supersimétricas resuelven a la ecuaciéon del axidilatén y a todas las ecuaciones de
Einstein excepto por la componente &,,. Ahora veamos los dos situaciones posibles

en el caso nulo.

1. Caso A
En este caso se verifican también las ecuaciones de Maxwell. La ecuacién de
Einstein remanente &£, se resuelve si U es constante y
|7[? 1 17
20,0:K = ——— + —=Sm7F; F 7. (6.62)
(Smr) 16

La métrica adquiere entonces la forma

ds® = 2du (dv + Kdu) — 2dzd% . (6.63)

2. Caso B
En este caso todas las ecuaciones de movimiento se satisfacen. La métrica
supersimétrica que es solucién de las ecuaciones de Einstein es (6.61). Estas
soluciones supersimétricas corresponden a cuerdas césmicas del tipo de Teoria
de Cuerdas (stringy cosmic strings), las cuales fueron introducidas en [61]. Si
se cambian las coordenadas nulas por cordenadas de espacio y tiempo se tiene

la solucién (6.61) se reescribe como
ds? = dt* — dz? — 2e79A) dzdz (6.64)

y podemos ver que la solucién tiene simetria a lo largo de x. Esta solucién
es una cuerda soliténica a lo largo del eje . En Supergravedad IIB hay una
solucién andloga que representa a una D7-brana, una discusion de esta solucion

puede verse en [53].
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RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Por medio del andlisis exhaustivo de las Ecuaciones de Espinores de Killing hemos
podido caracterizar a todas las configuraciones supersimétricas de la Supergravedad
N =4, d=4. En la construcciéon hemos preservado las dos simetrias globales de la
teorfa: SU(4) y SL(2,R). La clasificacién se divide en dos grupos dependiendo de
si el vector de Killing V* = ie/v%;, donde €7 son los espinores de Killing, es tipo

tiempo o tipo luz.

1. Caso Tpo TIEMPO
En el caso tipo tiempo V define la traslacién temporal y es una simetria de

toda la configuracién supersimétrica

fyvg=Lyr=LyvFr;j=0.

La mé-trica cuadridimensional adquiere la forma conformestacionaria y la
métrica espacial tridimensional factoriza como el producto de una metrica uni-
dimensional por otra bidimensional. De esta manera todas las configuraciones

supersimétricas estan caracterizadas por:

a) El axidilaton 7, el cual puede tomar valores arbitrarios,

(a)

(b) seis escalares complejos My,

(c) el factor conforme de la métrica bidimensional espacial U(z, z) y
)

(d) una variable real A.

Los seis escalares M7y han de verificar

GIJKLM]JMKL =0.
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La métrica conforme-estacionaria es
2 2 i\2 1 i

donde |[M|* = M;;M 17— %VQ. La uno-forma espacial w queda determinada,

moédulo gradientes, por
2
Opwj) = TR <Qk - §k> ;

donde el dual de Hodge se refiere a la métrica espacial . La métrica espacial
tiene holonomia U (1), de modo que factoriza como el producto de una métrica

unidimensional por una bidimensional
Yijdz'da? = dx® + 262V 2 42z |

El campo de Maxwell supersimétrico puede ser descrito en términos de poten-

ciales escalares eléctrico y magnético
ivFry=dEr;, wkFry=dByy,

estos potenciales son

Erg= T (MIJ + MIJ) )
2v/2 -
Bry = —= (TMIJ + TMIJ) )

SmT

donde My es el dual-SU(4) de My;. Estos potenciales forman un doblete de
SL(2,R) y se transforman como un tensor de SU(4).

Todas estas cantidades estan sujetas a las condiciones

i 1
= i% (0.Udz — 0:Udz) + A .

Qi—fi -
v () =0

la cuales garantizan la existencia de la configuracién supersimétrica. Aunque

A carece de significado fisico, su presencia nos garantiza que se preserva la
simetria SL(2,R).

Haber logrado la clasificacion de todas las configuraciones supersimétricas de
la teoria nos ha permitido perfilar el problema de encontrar soluciones super-
simétricas, reduciendo las complicadas ecuaciones de campo originales a un

conjunto de ecuaciones més sencillas, de hecho hemos podido reportar nuevas
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soluciones supersimétricas a parte de reencontrar las que presenté Tod [18§]

bajo su condicién de rigidez interna.

Analizando las Identidades de Espinores de Killing, las cuales estdan contenidas
dentro de las condiciones de integrabilidad de las Ecuaciones de Espinores de
Killing, hemos demostrado que para una configuracion supersimétrica todas
las ecuaciones de movimiento son proporcionales a las ecuaciones de Maxwell,
de modo que todas las soluciones supersimétricas de éstas constituyen todas
las soluciones supersimétricas de la teoria. Las ecuaciones de Maxwell super-
simétricas adquieren la forma simple

i

Mipy = |M|2 % |:\/Sm7'ﬁ(3)IJ 3 (M[J-'—M[J) 5(3)]
donde

, o't
6(3) = (Vz - 41&) <—|N|2> s
) aiNIJ

De modo que si el conjunto {7, M7, U, A} sujeto a las condiciones expresadas
anteriormente resuelve al par {6(3),’0{?‘)})} entonces se tiene una solucién su-

persimétrica de la teoria.

Hemos podido obtener soluciones supersimétricas concretas al resolver explici-

tamente la condicion de integrabilidad con el siguiente ansatz

k2 My

1/2 )
MR T U =T lnfk?
Sm (HaT) Hl] 1J F5 [k

MIJ:[

donde kr;y = krj(2) y Hi1 y Ho son dos funciones complejas. Los tnicos

vinculos sobre estas variables son la condicién de integrabilidad para w y

Sm (HQHI) >0

IJKL
€ krjkkr =0,

Hemos caracterizado tres tipos de soluciones usando estas variables. Las solu-
ciones, agrupadas en conjuntos invariantes bajo SL(2,R), son:

(a) Hy y Hz constantes, kyy arbitraria.

(b) Hy y Ho lineales en z, kr; arbitraria.

(¢) Hy y Ho armoénicas, kyj constante.
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En los grupos 1 y 2 exigimos que las funciones holomorfas k;; no den lugar a
que el proyector J;” sea constante. De esta manera el grupo 3 coincide con
las soluciones de Tod [18] las cuales estén caracterizadas por la hipétesis de

rigidez interna, esto es, que J;’ se constante.

. Caso NuLo

En este caso la métrica supersimétrica acepta un vector nulo covariantemente
constante, el cual es precisamente el vector V, por lo tanto la métrica su-
persimétrica corresponde a una pp-wave la cual puede ser escrita en general

CcOomo

ds® = 2du (dv + Kdu + w) — 2¢*Y dzdz |

w = w,dz +wszdz .

Una coordenada del cono de luz, v, se adapta a V' y la otra, u también se ob-
tiene de V ya que éste es un gradiente. De modo similar al caso tipo tiempo,
en el caso nulo se tiene holonomia U(1) en las hipersuperficies ortogonales a
V', sin embargo, ahora hay dos posibilidades: el caso A en el cual la holonomia
U(1) corresponde a un subespacio bidimensinal nulo y el caso B que corre-
sponde a un subespacio bidimensional espacial. Las cantidades que definen a

la configuracién, caso por caso son

(a) Caso A
i. El axidilatén es funcion sélo de w.

ii. El campo de Maxwell queda determinado por los escalares Frj, los

cuales son funciones sélo de u,
iii. La uno-forma w es cero, la funcién K es arbitraria.
iv. El factor conforme U es funcién sélo de wu.

v. La métrica de pp-wave adquiere la forma
ds® = 2du (dv + Kdu) — 2¢*V dzdz .

(b) Caso B
i. El axidilatén sélo depende del subespacio espacial bidimensional y
sobre éste es antiholomorfo.
ii. El campo de Maxwell es cero.
iii. Los objetos K y w de la métrica son cero.

iv. El factor conforme U viene dado por el dilatén en la forma

1
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v. La métrica se escribe como
ds? = 2dudv — 2e~%dzdz .

En el caso nulo las Identidades de Espinores de Killing nos aseguran que en
general la ecuacion del axidilatén estd resuelta para una configuracion su-
persimétrica asi como también las ecuaciones de Einstein excepto por una

componente, E¥. La clasificacién se refina atin més al separar los casos A y B:

(a) Caso A
Las ecuaciones de Maxwell también se satisfacen y la componente % de
las ecuaciones de Einstein se resuelve si

.12
1
7] + —%mT]:U]:U.

20,0: K = ——
(Smr)> 16

(b) Caso B
Todas las ecuaciones de movimiento se satisfacen. La métrica se puede

escribir como

ds? = dt* — da? — 279 dzdz (7.1)

Estas soluciones supersimétricas corresponden a cuerdas césmicas del tipo
de Teoria de Cuerdas (stringy cosmic strings) [61] y son andlogas a las

D7-branas soliténicas de la Supergravedad IIB.






Apéndice A

CONVENIOS E IDENTIDADES

A.1 Definiciones basicas

e Utilizamos la signatura (+ — ——). 1 es la métrica de Minkowski. Las letras
griegas en minuscula u, v, p... son indices tensoriales en una base coordenada
cuadridimensional, en corto, indices curvos. Letras latinas en mintuscula del
tipo a, b, c... son indices tensoriales en una tétrada, 6 indices planos. Se pasa
de indices curvos a planos y viceversa con la tétrada e,® y su inversa e, las

cuales verifican

uv = e,uael/b"?ab ) (Al)

TNab = ea“ebygw/ (A2)

Cuando trabajamos en el sector espacial utilizamos indices latinos en minuscula
del tipo %, j, k... con las cuales denotamos tanto componentes curvas como
planas; del propio contexto deberia quedar claro cudndo nos referimos a una o
a otra; por ejemplo 0; 6 da’ se refieren a componentes curvas mientras que ~°
a planas. En el caso de que ain pueda haber confusién, en particular cuando
las componenetes estan mezcladas, se subraya a las componentes curvas, por
ejemplo

gg = efeljéi‘ . (A3)

e Cometemos la siguiente la siguiente ligereza de notacién, esperando no haya
lugar a confusién: Denotamos con el mismo simbolo a un vector tangente
y a la uno-forma asociada a él via la métrica y viceversa, por ejemplo si V
es un vector tangente entonces también se tiene la uno-forma V = g(V, );

.- _ o) _ — v :
en coordenadas: V = VF¢-Zo y V = V,dz", donde V,, = g,,,V". Lo mismo

hacemos para tensores en general.
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e La contraccién entre vectores tangentes y uno-formas la denotamos con un
punto central - . Esta contraccidon bien puede ser la accién de una uno forma

sobre un vector,

a-A=a(A) =a,A (A.4)

donde A es un vector tangente y o una uno-forma, o bien el producto escalar

entre vectores dado por la métrica
A-B=yg(A B)=gu,A"B" (A.5)
o entre uno-formas dado por la métrica inversa
a-B=g"a,f) = g" aub;. (A.6)

Estas contracciones las extendemos en la forma obvia a otros tensores, por
ejemplo

F.-F=F,F". (A.7)

e El producto interno entre una k-forma y un vector se hace evaluando la primera

entrada de la k-forma,
ivw=wV, o) (ivw) o, = Vi%apop (A.8)
e El espinor adjunto de Dirac es

e =il . (A.9)

e La simetrizacién y la antisimetrizacién las hacemos con peso uno,

(al---an)E%ZP(al---an), (A.10)
P

(a1 ay] = % ngn(P)P (a1---ap) , (A.11)
P

donde P es una permutacién cualquiera. Por ejemplo [ab] = 3 (ab — ba).

A.2 Subir y bajar indices de SU(4)

En SU(4), el cual es un grupo unitario, una representacién y su compleja conju-
gada se transforman de manera inversa. Por lo tanto con la operacién de tomar el
complejo conjugado se puede definir un producto escalar invariante de SU(4). En
este sentido esta operacién hace el papel de métrica para tensores de SU(4). Una
forma apropiada de representar el complejo conjugado es entonces subiendo y ba-

jando los indices de SU(4), por ejemplo X I' = X*. Por convenio queda establecido
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que objetos con el indice de SU(4) abajo pertenecen a la representacién fundamental
mientras que los de indice arriba pertenecen a la inversa o antifundamental. Esta
practica la hacemos con todos los tensores de SU(4). Asi, uno inmediatamente
advierte que un producto del tipo

A'B;
es invariante de SU(4).

Aparte de la métrica, hay otro objeto invariante en SU(4): el tensor totalmente
antisimétrico €7y, €1234 = +1. Este es invariante debido a que las matrices de
SU(4) tienen determinante igual a 1. €77k, es un objeto real asi que es irrelevante
denotarlo con indices arriba o abajo. Para un tensor de SU(4) perteneciente a la
representacién bifundamental antisimétrica, como es el caso de los vectores Ary y
los escalares My y k1, se define el dual de SU(4)

- 1 ~ 1
M]J: 56]JKLMKL 5 MIJ: §€IJKLMKL . (A12)
Oberserve que el dual de SU(4) no cambia de representacién. En particular el campo
vectorial A7y es autodual de SU(4)!.

A.3 Conexiones afin y de Lorentz

V es la derivada covariante total (transformaciones generales de coordenadas y trans-
formaciones de Lorentz locales), se construye con la conexién afin compatible con la

métrica I';,,* y la conexion de espin wwb y accién sobre tensores y espinores viene

dada por
V,AY = 0,A” + T,V A (A.13)
VA" = 0,A 4w, AP (A.14)
1
v;ﬂp = 8;ﬂp - Zwuabf)/abw . (A'15>

Utilizamos el formalismo 1.5 en el cual la dindmica fija a la conexién de espin (y a la
afin), en particular la torsién de la conexién es proporcional a los fermiones y para
el caso supersimétrico, en el cual se consideran nulos a los fermiones, la conexién no

tiene torsién y por lo tanto la conexion afin es la de Levi-Civita, I'[,,;* = 0.

La curvatura de la conexién sin torsién viene definida por

[V, Vo JAY = Ry, 5%(T) AP (A.16)
1
(Vs Vol = —ZRuuab(w)’Yabib . (A.17)

'E] simbolo E7; denota el dual de SL(2,R).
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Explicitimente resulta

Ruwe”(T) = 20,,T,54" — 200 T.," (A.18)
Ruyab(w) = 28[uu)y]ab — 2w[u|acwy]cb . (A.19)

Las conexiones afin y de espin estan relacionadas por la condicién
a
Ve, =0, (A.20)

tal que tenemos las relacién inhomogénea entre conexiones

wuab = Fﬂaﬂeaaegb + eao‘(?“eab , (A.21)

y a su vez las curvaturas se relaciones homogéneamente

R,ul/aﬁ(r) = Ryuab(w)eaaebﬁ . (A22)

A.4 Dual de Hodge
Las k-formas se normalizan de acuerdo a

1
F=—F,

o TR AN el (A.23)

El tensor completamente antisimétrico cuadridimensional se defiene con indices

planos como

0123 — +1 = €gio3 = —1 (A.24)
entendiéndose que trabajamos en una base real. Con indices curvos viene dado por

1 H4 Q100104 1 4 — Vi-v4
i = ¢ ealu ...ea4M y €prpa = Guavt 7 Guava € (A'25)

Vgl (A.26)

Et:z:yz _

1
7 s €tryz = —
varl

Por lo tanto depende de la métrica y nos da un elemento de volumen. El dual de

Hodge de una k-forma F' se denota por *F' y viene definido por

(A.27)

1
*HLH(d k) — e
F @k = o€ iy na

A.5 Tétradas nulas

Para una métrica Lorentziana una tétrada nula viene dada por los cuatro vectores

linealmente independientes {l,n,m,m} donde [ y n son reales mientras que m y m
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con complejos conjugados uno del otro. Estos vectores verifican

P=n’=m?’=m?=0 (A.28)
m-l=m-1=0 (A.29)
m-n=m-n=0 (A.30)
l-n=1 (A.31)
m-m=—1 (A.32)
de modo que la métrica tangente sobre esta tétrada nula toma la forma
0 1
10 0 O
(A.33)
00 -1
00 -1 0

bajo el ordenamiento (I,n,m,m). En este caso el elemento de volumen local resulta

rmm — i | (A.34)

A.6 Componentes autoduales

Para cualquier dos-forma F' definimos

P % (F+i*F) (A.35)
o= % (F—i*F) (A.36)
tal que
*pt = _iFt (A.37)
" = 4iF (A.38)

Note que las condiciones de auto- o anti-auto-dualidad en cuatro dimensiones con

signatura Lorentziana sélo tienen sentido en la versién compleja expresada arriba.

Las dos-formas autoduales y anti-autoduales son ortogonales respecto a la métri-
ca
FT.G~=0. (A.39)

Ademas las siguiente propiedad es 1til

T o —
Fl.G,*=0. (A.40)
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A.7 Componentes eléctrica y magnética

Dados una métrica, en nuestro caso Lorentziana, y un vector no nulo V uno puede
descomponer a cualquier dos-forma respecto a este vector de acuerdo a la siguiente
identidad

1. . %
F:W[ZVF/\V— (ly *FAV)] . (AA41)

En particular nos interesa usar esta identidad para el caso tipo tiempo en donde V'
es el generador de las traslaciones temporales, de modo que la identidad anterior
desglosa al campo de Maxwell en sus componentes eléctrica y magnética, en un

sentido covariante.

Al aplicar la identidad anterior al campo de Maxwell es importante determinar

si ella es compatible con la simetria SL(2,R), la cual afecta a F'y a *F' de manera

T <’T‘2 y“”). (A.42)

distinta. Sea la matriz

Sm7 \ Rer 1

SL(2,R) actua sobre M linealmente
M = AMAT (A.43)

donde A es una matriz de SL(2,R),

A:(Z Z) (A.44)

Si se resuelve al par {F, *F'} en términos del par {F, F'} entonces la identidad (A.41)

puede hacerse covariante bajo SL(2,R) explicitamente,

(£)-b () (£))

donde S es la matriz antisimétrica candnica,

{0 41
S = < . 0 ) (A.46)

y es preservada por SL(2,R) segun la propia definicién de este grupo,

(A.45)

ATSA=S. (A.47)

A.8 De tres-formas a escalares

El hecho de que V' es una simetria para cualquier configuracion supersimétrica nos

permite traducir las ecuaciones de Maxwell, las cuales son uno- 6 tres-formas, a
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ecuaciones escalares que por supuesto son mas sencillas de manejar. Para tal fin

usamos las identidades

d*(WAV)=*VV.-W (A.48)
AN (BAV)=BAN*(AANV)="*VA-B, (A.49)

las cuales se cumplen siempre que

ViV =0 (A.50)
£y W =0 (A.51)
V-W=V-A=V-B=0. (A.52)

A.9 Matrices gamma

Las matrices gamma se definen en abstracto por el algebra de Clifford

{7~} =2 . (A.53)

El operador quiral lo definimos como

v = =iy, (A.54)
{745} =0, =1. (A.55)

El producto antisimétrico de matrices gamma lo denotamos por

qabe _ alanb . d (A.56)

y el conjunto de todos los productos verifica la muy importante relacién de dualidad,

en cuatro dimensiones

(—1)5]

A0 (4__ n)'iE(Il"'a4’7an+1---a4'75 ’ (A.57)
para n = 0,...,4, considerando la identidad para el valor n = 0. En particular
tenemos la autodualidad

% =iy (A.58)

y en general, en cuatro dimensiones tenemos

,yabcd — ie“de% (A59)

,yabc — —ieadewd% (A.GO)
i

7 = =5 ey (A.61)

2
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Utilizamos los siguientes convenios respecto a las matrices gamma: Pedimos que
todas sean unitarias
(v*) = (A.62)
e imaginarias puras
NP =0 (A.63)
Estas condiciones implican que 7° es hermitica y antisimétrica mientras que las +*

son anti-hermiticas y simétricas. 5 es hermitica y antisimétrica.

Una realizacién explicita de las matrices gamma con nuestros convenios es

0 ot i 0 0 o2
0— 1: 2:
7 <—ial 0)’7 (0 —i)’7 <—02 0)’
0 i 0 —io3
3 _ 5 _ A.64
7 <i 0)’7 ic® 0 ) (A.64)

donde o' son las matrices de Pauli,

01:<01>,02:<(_)_i>,03:<1 O) (A.65)
1 0 i 0 0 —1

Con nuestros convenios se tiene a la identidad covariante
T
POytTy® = =409 =5 (A.66)

A.10 Identidades de Fierz

Las identidades de Fierz nos permiten establecer relaciones entre potencias de es-
pinores. En particular las usamos en este trabajo para relaciones cuadraticas entre
bilineales y para productos cibicos bilineal xespinor. Las identidades de Fierz se
basan en el hecho de que el conjunto de todos los productos antisimétricos de ma-
trices gamma constituye una base para todas las matrices d x d, ademas existe un
producto escalar con respecto al cual la based de matrices gamma es basicamente
autodual, este producto escalar viene dado por la traza del producto de dos ele-
mentos de la base. En cuatro dimensiones del espacio-tiempo sea la base de las 16

matrices linealmente independientes

{0} = {1,75,7% 157", i7"} (A.67)
y su dual
{01} = {1,795, Yas 175Yas 1ab } (A.68)

las cuales verifican

1
1t (0'0,) =65 . (A.69)



Apéndices 73

Cualquier matriz puede ser escrita en esta base

[M]ap = C110"] 4B (A.70)
Cr = itr (MO) (A71)

Considere por ejemplo un producto entre dos bilineales como el siguiente
(F0'n) ($O7x)

podemos reescribir a este producto a en términos de bilineales de € con y y de ¥

con 7 si somos capaces de reescribir al producto directo
(074807

como un producto [---|ap[---]cp. El truco es el siguiente: Para cada valor del par
de indices B, C el producto directo de arriba es una matriz en los indices A, D y por
lo tanto puede ser escrita en la base de matrices gamma [O%]4p de tal forma que
sus componentes en esa base son a su vez matrices en los indices B, C, de este modo

llegamos a la expresién general de las identidades de Fierz

[0"48[0710p = [C¥10Bl0% b (A.72)
Cy = %0" 00", (A.73)

de modo que, en la practica, para obtener las identidades de Fierz lo que hay que

hacer es evaluar las posibles combinaciones del producto cibico (A.73).

A continuacién mostramos las identidades de Fierz que hemos usado en este

trabajo
Wasltlen = § (Wan[tes + bslalsles)
*& (valapv*leB — Ivs7alap[vs7v*]oB) — %['Yab]AB e
(A.74)
[Valas[V*Jep = [Map[lles — [yslaphsles
-2 (adanbfles + bl apherlos) (AT5)

A.11 De SO(6) a SU(4)

La Supergravedad N = 4, d = 4 tiene una simetria rigida que puede se descrita tanto
con el grupo SO(6) como con SU(4), este ultimo es el utilizado en este trabajo.
Para ilustrar la traduccién de SO(6) a SU(4) tomamos como ejemplo los campos

vectoriales de la teoria, los cuales son los tinicos campos bosénicos que se transforman
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bajo esta simetria. En lenguaje SO(6) hay seis campos vectoriales reales: Tres
vectores, A, y tres vectores axiales B, ellos se pasan a los vectores complejos de

SU(4) por medio de la férmula
Argp = oy AL —iB1; By (A.76)

donde o™ y (™ son seis matrices 4 X 4 reales y antisimétricas las cuales realizan el
algebra su(2) @ su(2),

[@™ a"] = 2e™"PaP (A.7T7)
(3™, B"] = 2™ 3P (A.78)
[@™, 3" =0 (A.79)
vy que ademas verifican
{a™,a"} = {B7, 5"} = —26™ (A.80)

as{ como también propiedades de dualidad SU(4)

%GIJKLQ?J —an, (A.81)
A (482
y relaciones de completitud
a7y, = 01x0L — 01L0 K + €1JKL (A.83)
BriBkrL = 01kdsL — 0.0k — €1JKL - (A.84)

En [62] se present6é una representacion explicita de esas matrices en términos de

matrices de Pauli

Ao 0 ol e 0 —o° o= ic? 0 7
—ol 0 o3 0 0 io?
0 o2 0 1 —icZ 0
1_ 2 _ 3 _ )
p (ia2 0>’ﬁ (—1 0)’6 < 0 ia2>

Con la expresion explicita de los vectores complejos de SU(4) se puede ver que

(A.85)

ellos verifican el vinculo de “realidad”

1
§€[JKLAIJ = AKL . (A86)

Decimos que éste es un vinculo de realidad porque implica que los complejos conju-

gados no son independientes.
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Las férmulas inversas para pasar de SU(4) a SO(6) son
1

B = éﬁ}{, (Ary — A" .

75

(A.87)

(A.88)






Apéndice B

ESPINORES DE SU (4)

En este apéndice vamos a presentar una serie de propiedades de los parametros de
la supersimetria de la Supergravedad N = 4, d = 4. Todo el andlisis que presentare-
mos es independiente de que los espinores sean de Killing o no, por lo tanto, para

mantener la generalidad nos referiremos a ellos como “espinores de SU(4)”.
En Supergravedad N = 4, d = 4 hay cuatro pardmetros de supersimetria, deno-
tados por €7, I =1,...,4, los cuales son espinores de Weyl de quiralidad negativa,

V5€r = —€] (B.1)

El grupo SU(4) actia sobre los espinores como una “rotacién”
r_ J
ef =Ur’ey (B.2)

donde U;” es una matriz de SU(4).

Los espinores de SU(4) tienen carga +1 frente a la transformacién U(1) que
compensa a SL(2,R),
¢ =e2%¢; . (B.3)

Introducimos el espinor complejo conjugado y el adjunto de acuerdo a nuestras

reglas de subir y bajar indices de SU(4),

e =e (B.4)

d=gg= ieIT70 . (B.5)

Ademss la forma en que colocamos los indices de SU(4) nos permite identificar la
quiralidad de todos los espinores con que tratamos: Los espinores de SU(4) y los
gravitinos ambos con el indice de SU(4) abajo tienen quiralidad negativa y viceversa.

Por otra parte, los dilatinos con el indice de SU(4) abajo tiene quiralidad positiva.
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El conjunto de todos los espinores de una misma quiralidad sobre un punto
del espacio-tiempo es un espacio vectorial sobre los niimeros complejos. En cuatro
dimensiones este espacio es de dos dimensiones, entendiéndose que tomamos como
base a dos espinores quirales distintos. Este hecho implica que los cuatro espinores
de SU(4) no son linealmente independientes en un punto, a los sumo sélo lo son dos
de ellos. Ademads, hay que darle cabida a la posibilidad de que todos los espinores
de SU(4) sean proporcionales entre si, de modo que el espcio de espinores de SU(4)
sea unidimensional. Este hecho cambia drasticamente el enfoque que se le da a la
busqueda de configuraciones y soluciones supersimétricas. El analisis entonces se
divide en dos casos de acuerdo a si los espinores de SU(4), o de Killing para ser més
precisos, son o no proporcionales entre si. A ambos casos los llamaremos el caso
nulo y el caso tipo tiempo respectivamente por razones que quedardn claras mas

adelante.

Un paso fundamental en la construccion de las configuraciones supersimétricas
es la introduccién de cantidades tensoriales asociadas a los espinores de Killing, las
cuales son 1tiles para escribir algunos campos bosénicos de la teoria en términos de
ellas. A partir de los espinores quirales de SU(4) se pueden construir basicamente

las siguientes formas diferenciales como bilineales de los espinores

My =é€rey (B.6)
V,”J = iEI*yMeJ (B.7)
Q17 = Erwer - (B.8)
Entre los vectores, la traza
V=v! (B.9)

juega un papel crucial en este trabajo; en particular es invariante bajo SU(4) y
SL(2,R).

Otras formas diferenciales de mayor orden podrian ser construidas pero a la vez
podrian ser trivialmente escritas en términos de las formas de arriba debido a las
propiedades de dualidad de las matrices -y, véase la identidad (A.57) en los apéndices.
Ademas, las formas (B.6)-(B.8) son las inicas combinaciones de espinores posibles,

7 son nulas debido a la

es decir, otras posibilidades como por ejemplo el escalar €je
quiralidad de los espinores. Mas aun, las dos-formas ®;; también pueden ser escritas
en terminos de los escalares M;; y de los vectores VY usando las identidades de

Fierz, como veremos méds adelante.

Siguiendo la idea de que la conjugacion compleja sea equivalente a bajar y subir

indices de SU(4), introducimos los bilineales conjugados

M = (Mp))* (B.10)
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q);[u{ = ((I);WIJ);k . (B.ll)

Como matrices en los indices de SU(4), My es antisimétrica, V7’ es hermitica y

®; s es simétrica

Mpy=—-Mj; (B.12)
Vil = (v,") (B.13)
Qry =1 . (B.14)

Las dos-formas ®;; tienen dualidad de Hodge definida. Observese que sobre
un espacio Lorentziano de cuatro dimensiones la auto-dualidad de Hodge sélo tiene

sentido para dos-formas complejas, en el caso de @y se verifica

*(b[J = —i(I)]J (B15)
ol = ipl (B.16)

Como hemos mencionado, las identidades de Fierz de las matrices v permiten
establecer relaciones cuadraticas entre estos bilineales. Todas las identidades que
usaremos se presentan en el apéndice A.10. Veamos algunas relaciones entre los

espinores de SU(4) derivadas de las identidades de Fierz, la dos més importantes,

M[[JEK} =0 y (Bl?)

Miye’ = %Vawael (B.18)

se siguen de la identidad de Fierz (A.74). La identidad (B.17) contiene el hecho
de que el espacio de espinores de SU(4) es, a lo sumo, bidimensional. Debemos
aclarar que, segtin el enfoque que le damos al andlisis de las KSEs, los tensores M ;
y V serdn tomadas como variables independientes, la identidad (B.18) se inpondra

entonces como condicién sobre los espinores.

Contrayendo a (B.18) con & obtenemos
1
\M|> = My M7 = 51/2 , (B.19)

donde V? = V,V#. La cantidad de la izquierda en la identidad de arriba es clara-
mente no negativa por lo tanto el vector V no es tipo espacio. Esto implica que V'
es tipo tiempo, tipo luz o cero. La iltima posibilidad queda excluida porque por

hipétesis estamos trabajando con al menos un espinor €; no nulo.

Los casos en que V es tipo tiempo o tipo luz se detallan por separado a la

hora de construir las configuraciones supersimétricas y a ambos casos los definimos
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como el caso tipo tiempo y el caso nulo respectivamente. Esta distincién se basa
en una hipétesis de continuidad: Si |M|? # 0 en un punto entonces es distinto
de cero en un entorno de ese punto y se restringe el problema a ese entorno [40].
Distinguir entre los casos nulo y tipo tiempo es equivalente a identificar la dimensién
del espacio de espinores quirales punto a punto, como mencionamos anteriormente.
De hecho, |[M|? es una suma de médulos de niimeros complejos por lo tanto si
|M|? = 0 entonces todos los My, son cero, esto es posible si y sélo si todos los
espinores €7 son proporcionales entre si, decir que el espacio de espinores de SU(4)

sea unidimensional.

A partir de ahora mostraremos las propiedades algebraicas de los espinores de

SU(4) separando los casos nulo y tipo tiempo, empezando por este tltimo.

1. Caso Twro TIEMPO
La matriz antisimétrica de escalares bilineales, M7y, es singular, lo cual es

equivalente a decir que su Pfaffiano se anula
el KL N My, =0, (B.20)

lo cual es consecuencia directa de (B.17). La ec. (B.20) es el vinculo més
bésico que deben satisfacer los escalares M7y cuando se tomen como varibales

independientes para construir las configuraciones supersimétricas.

Contayendo a (B.18) con iéx~® se obtiene una identidad importante
1
My V™ = =5 M1V . (B.21)

Para el caso tipo tiempo se introduce el proyector hermitico

2
el cual también puede ser escrito como
2

- v (B.23)

I’
Usando identidades de Fierz se comprueba que J;” es un proyector
T T =T (B.24)

Este proyector tiene traza igual a 2, J;! = 2. El proyector J;” juega un papel
central en el trabajo de Tod [18]. Su utilidad radica en que los espinores de

SU(4) son autovectores de ¢l

Jiles=er (B.25)
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lo cual puede se deduce al multiplicar a (B.18) por M'X. Naturalmente esta

relacién se extiende a los bilineales en la forma obvia, por ejemplo

Jr" Mk = Mg . (B.26)

Este proyector fue usado por Tod para introducir lo que él llamé la hipétesis
de rigidez interna, como veremos a continuacion. El valor de la traza de
J1”7 nos dice que sélo hay dos espinores de SU(4) linealmente independientes,
como ya sabfamos. Podemos suponer que en un punto se escoge una base de
espinores tal que J;7 se diagonaliza a J;7 = diag (1,1,0,0), pero por (B.25)
esto implica que dos de los cuatro espinores de SU(4) son necesariamente nulos
en ese punto. Esta operacién se puede hacer con total libertad en un punto,
sin embargo no hay garantias de que se pueda hacer en todo el espacio-tiempo.
En [18] Tod supone que J;” es constante y por lo tanto puede hacerse diagonal
en todas partes. A esta fuerte suposicién la llamé la hipdtesis de rigidez
interna. Luego de imponer esta hipdtesis la supersimetria original de la teoria
pasa de N =4 a N = 2 y en este caso Tod presenté la clasificacién de todas
las soluciones supersimétricas [18]. En este trabajo nosotros no imponemos

ninguna suposicién que limite a los espinores de SU(4).

Como mencionamos anteriormente, las dos-formas ®;; pueden ser escritas
explicitamente en términos de los escalares y vectores en el caso tipo tiempo.

Si se tiene en cuenta la identidad de Fierz
1
MV = =5V - @1, (B.27)

y la identidad tensorial A.41 se obtiene

1

1

Mgy [Vi5 AV +i* (VA AV)] . (B.28)

El miembro derecho de la ecuacién anterior es en efecto simétrico en I, J, ya

que la parte antisimétrica de Mg V¥ es porporcional a V.

Resulta muy 1til introducir la siguiente uno-forma derivada de los escalares

bilineales .
i
A[M?

13 (MpydM™ — M"Y dM; ;) | (B.29)

la cual se transforma bajo U(1) como
p 1
=&+ idgo (B.30)

de modo que puede ser usada como conexién para la transformacion local U(1)

ligada a la simetria SL(2,R), aparte de la conexién @, la cual se construye en
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base al axidilaton. La conexién £ ademas goza de simetria bajo cambios de

escala de M7y
§(A(@)Myy) = &€ (Mpg) (B.31)

donde A(z) es un escalar real arbitrario.

. CAso NuLo

En el caso nulo, |[M|? = 0, todos los espinores de SU(4) son proporcionales

entre si, por lo que los podemos parametrizar como
€r = Pre (B.32)

donde los cuatro escalares ¢;(z) se transforman como un vector bajo SU(4).
Ademsds sabemos que los espinores €7 estan cargados, con carga +1, frente a la
transformacién U(1) local asociada a la simetria SL(2,R). Hay total libertad
sobre cémo repartir esta carga al usar la parametrizacién (B.32); para nuestros
propositos lo mas simple es descargar completamente a ¢ y asignarle carga +1

a €. En calquier caso tods los resultados son independientes de esta asignacién.

En la parametrizacién de arriba hay grados de libertad redundantes. De hecho,

la parametrizacién (B.32) es invariante bajo cambios de escala de la forma
!/ 1 /
¢r = ;(751, € = pe (B.33)

donde p es un escalar positivo, y ademds goza de la siguiente simetria U(1)
local
or — or, e — e ¢, (B.34)

La simetria (B.33) se fija con la siguiente condicién de normalizacién invariante
bajo SU(4)

dr¢’ =1 (B.35)
donde ¢! = ¢;*. La simetria (B.34) serd fijada a conveniencia cuando se

analicen las KSEs. De momento podemos decir que la uno-forma real

¢ = igrde! (B.36)
se transforma como una conexién gauge de esta simetria U(1).

Anédlogamente al caso tipo tiempo, en el caso nulo se puede introducir el proyec-
tor hermitico

K1’ = ¢re’ (B.37)

el cual satisface

KiPkX =%, Kif=1 (B.38)
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y los espinores de SU(4) son sus autovectores
Kiles=er. (B.39)

La traza igual a 1 de K7’ refleja el hecho de que hay un sélo espinor linealmente

independiente.

Dado ¢, uno puede introducir un espinor quiral auxiliar normalizado respecto
a € segin
en = L : (B.40)
2
Para que esta condiciéon de normalizacién no rompa a las simetrias de la teoria
es necesario que 1 tenga todas las cargas opuestas a €, por lo tanto 7 tiene

carga —1 frente a SL(2,R) y +1 frente a la simetria (B.34).

En base a € y n se construye la siguiente tétrada nula

l,, = i€y,e (B.41)
Ny, = i7y,m (B.42)
my = \/iigfyun (B.43)
My = V2iey,m* . (B.44)

l y n son vectores reales mientras que m y m con complejos conjugados uno del
otro. Claramente, [ coincide con el vector nulo V. Usando la identidad de Fierz
(A.75) se comprueba que {l,n,m,m} es una tétrada nula. Las propiedades de

una tétrada nula se listan en el apéndice A.5.

Por tltimos mencionamos que en principio n es un espinor arbitrario el cual
sélo estd sujeto a la condicién de normalizacién (B.40). Sin embargo, cuando

se analicen las KSEs se impondran condiciones diferenciales sobre 7.






Apéndice C

LA METRICA CONFORME-ESTACIONARIA

La métrica conforme-estacionaria es

M|? M |2w;
9] = | 2’ _2‘ [Fw ) (C.1)
|M|*w; —|M| v + | M|*ww;

[guu] — ’M‘72 - ‘M’2w2 ‘MPwi (C 2)
| M 2w —|M[?y

donde *yikykj = 5;-, wh = vijwj y w? = wpwh.

Y (C.3)
—|Mlw; |M|v*

M0
@ — ) CA4
e“ (llez M|~y (64

donde v;* son los vielbeins de la métrica espacial +,

Usamos los vielbeins

’YQ’UZ'LU]'Z = 5@']' 5 (05)
w; = Uiiwi (C.6)
w' = v'wt = §9w; . (C.7)
De modo que tenemos
VO =Vy = Vv2|M| (C.8)

Con estos vielbeins es muy facil calcular el determinante de la métrica cuadridi-
mensional:

det g = ——— det (C.10)
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Aprovechamos para mostrar la relaciéon entre los simbolos de Levi-Civita de cuatro

y tres dimensiones, en indices planos

Didk _ ijk (C.11)
€0ijk = —€ijk (C.12)
donde
R (C.13)
eijk = Gijk . (014)
En indices curvos
ik — | Nf |2k (C.15)
€tijk = —‘MrQeijk (C.16)
donde
6ﬂ = viivjévkkeijk s (0'17)
€ijk = Vil VimVhne ™" (C.18)
(TYE (ﬁ)*l (C.19)
€ryz = ﬁ (020)

Ahora vamos a presentar a los objetos relacionados con la conexién de espin y su
curvatura. En todas las expresiones los objetos con indices espaciales que aparecen

en el miembro derecho estan asociados a la métrica espacial v;;. Coeficientes de

Ricci
D = Open)® s
0 1
Q" = —50|M]| (C.21)
1

Q0 = §|M|fg + 0| M|w; (C.22)

Q' =0 (C.23)

Q' = |M|7H" + 9 M| oy’ (C.24)
donde

Qabc = ea“eb”QWC (C26)
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1
Qoio = —§3i|M| (C.27)
Lo
Qijo = §|M| fij (C.28)
Qoij =0 (C.29)
Qije = —|M|Qj1, + O M0 (C.30)
Conexién de espin
Wabe = _2Qa[bc] + Qpcas (0'31)
wooi = —0;| M| (C.32)
1
woij = §‘M’3fij (C.33)
Lo
wioy = 5|M["fij (C.34)
wijk = —| Mo — 26;;04 | M| , (C.35)

donde 0;" es la conexion de espin derivada de la métrica ~;;.

Curvatura
Roped = 28[awb]cd - QW[a\cew\b}ed + 290 Weed,
1 1
Roioj = §Vz‘5j!M\2 + 0s| M|0;| M| — 6;; (0| M])? + Z\Mlﬁfzkfjk (C.36)
1 1 1 1
Roij = —§’M\4Vz‘fjk - §fjkaz‘!M\4 + §f¢[j5kﬂM’4 - Z5z[jfk}lal’M\4
(C.37)
1
Rijoe = |M|*Vifj — fi;06 M|* — Z5k[¢fj]lal’M\4 (C.38)
1
Rijiw = —|M|*Ryjm + §\M!6 (figfra = Fupfin) + 21M 16V 500 M|
—2|M |8,V 530k | M| = 26,3833, (9| M ])? (C:39)
Tensor de Ricci
Rab = RacbC ) (040)
1 1
Ry = —§\M]2A1n |M|? — Z1M\6f2 (C.41)
_ 1 ey
Ro = Vi (IMI*fF) (C.42)

Rij =
1 1 1
|M|? [R,j +50;In |M|?0; In |M|* — 30 A n |M|? — §]M\4fikfjk] . (C.43)

Escalar de Ricci

R=|MJ? [—R —2IM|A|IM|Tt + i\M;‘lfﬂ (C.44)
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