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Resumen

Tras una revisién de los resultados clasicos de termodindmica de los agujeros ne-
gros de Schwarzschild y de Reissner y Nordstrom, estudiamos las soluciones de tipo
agujero negro de las teorias de supergravedad en cuatro dimensiones para, a con-
tinuacién estudiar las teorias efectivas de cuerdas (supergravedades en diez y once
dimensiones), la construccién de soluciones de tipo agujero negro en cuatro dimen-
siones a partir de soluciones elementales de estas teorias en diez y la interpretacion

microscépica de su entropia utilizando los grados de libertad de las teorias de cuer-
das..
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Introduccion

El siglo pasado ha visto el nacimiento y triunfo de dos teorias-marco de la Fisica: la
Relatividad Especial y la Mecdnica Cuantica, fructiferamente combinadas en las Teorias
de Campos Relativistas que describen tres de las cuatro interacciones fundamentales de
la Naturaleza con un detalle y una precisién inconcebible para los propios pioneros. La
cuarta fuerza, la gravitacion, esta descrita por lo que parece simplemente una extensién de
la Relatividad Especial: la Relatividad General en la que se confunden las caracteristicas
de una teorfa-marco a cuyas reglas (covariancia general) deben adaptarse otras teorias
especificas con las caracteristicas de una teoria de la interaccion gravitatoria que afecta a
todas las formas de energia. De este doble caracter nacen la riqueza y todos los problemas
de interpretacion de esta teoria y su posible version cuantica.

Asi, por ejemplo, es posible interpretar la Relatividad General como una teoria que
determina consistentemente el espacio-tiempo en el que toda la Fisica se desarrolla (geo-
metrodindmica) y también como una teoria que describe la propagacién de un campo que
interactia débilmente con toda la materia y consigo mismo en un espacio-tiempo mincos-
quiano. Este segundo punto de vista surgié mucho después del primero que es el original-
mente adoptado por Einstein al proponer su teoria y permitiria, en principio, cuantizar la
gravitacion siguiendo las pautas generales de las Teorias de Campos Relativistas.

No es nuestra intencion revisar aqui la historia de los diferentes intentos de llevar a cabo
este programa que, aunque sin éxito, no fueron infructuosos puesto que contribuyeron a
poner los fundamentos de la cuantizaciéon de las teorias con invariancias locales. Lo que
nos interesa es senalar que este camino lleva indisolublemente asociada la idea del cuanto
del campo gravitatorio: el graviton, una particula sin masa de espin dos, que no aparece
en otras propuestas (gravitacién euclidiana, cuantizacién por bucles etc.) sobre las que
vamos a dar un salto en el tiempo y en el espacio de teorias para llegar a las Teorias
de Cuerdas, en cuyo espectro si se encuentra. La importancia de este hecho es que una
particula sin masa de espin dos es siempre un gravitéon, con acoplos que, a bajas energias,
son forzosamente los predichos por la Relatividad General, por lo que la Teoria de Cuerdas,
originalmente utilizada para describir resonancias hadrdnicas, es una teoria de gravitacién
cuantica, directa heredera de los primeros intentos de cuantizar la gravitacion.

A finales de la década de los ochenta y principios de la de los noventa, se habia vuelto
un lugar comin el decir que la Teoria de Cuerdas era la Unica teoria de gravitacion cudntica
consistente (ignorando problemas como la convergencia de las series perturbativas). Adn
cuando ofrecia ventajas como la finitud de los diagramas, no resolvia ningin problema

ix



(aparte de la unificacién de las interacciones y particulas elementales, y esto hasta cierto
punto) ni hacia ninguna prediccién. Otras direcciones de investigacién basadas en el aspec-
to geométrico de la gravitacién, sin embargo, habian dado como resultado que los agujeros
negros tienen entropia y temperatura y emiten radiacion como si fuesen objetos negros que
tienen esa temperatura, pero sin poder ofrecer una interpretacién de esa entropia ni del
mecanismo de radiacion y sin resolver el problema de la aparente pérdida de informacién
en el Universo implicada.

En la segunda mitad de los noventa, la comunidad de tedricos de cuerdas concentré sus
energias en la resolucion de estos problemas elaborando modelos de agujero negro “cuerdisti-
co” en los que los grados elementales de libertad dieran cuenta de la entropia y de la
radiacion de los mismos. Para ello hubo que intensificar la investigacién en los aspectos
geometrodindmicos de la teoria y hubo que hacer uso de nuevas herramientas: los objetos
extensos (p-branas etc.) y las dualidades. Hoy se puede decir que la Teoria de Cuerdas ha
conseguido su primer éxito con la elaboracion de estos modelos pues, si bien los modelos
describen sélo ciertos tipos de agujeros (extremos y cuasi-extremos), no es menos cierto
que ninguna otra teoria da mejores modelos.

En estas lecciones se pretende revisar los problemas de la entropia y la informacion
de los agujeros negros y cémo son resueltos en ciertos casos por la Teoria de Cuerdas, sin
hacer una innecesaria apologia de la misma. El lector/oyente debe de juzgar por si mismo
si los resultados justifican los muchos esfuerzos honestos que se han hecho para llegar a
ellos o las afirmaciones un tanto temerarias de algunos de los lideres de este campo.

Este resumen no es, ni mucho menos, el inico que existe sobre este tema y es obligado
mencionar aqui a los mas sobresalientes, a los que debemos mucho. El mas completo de
todos, hasta la fecha, es el de Peet Ref. [1], que trata todos los temas de que vamos a hablar.
La tesis doctoral de J. Maldacena Ref. [2] es una buena introduccién pedagdgica y el de
Das y Mathur [3] es también razonablemente completo. Otros resiimenes interesantes por
su particular enfoque o como fuentes de bibliografia son Refs. [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].

El plan general de estas lecciones es el siguiente: en la primera estudiaremos las ideas
basicas de la termodinamica de los agujeros negros, utilizando como ejemplos los agujeros
negros de Schwarzschild y de Reissner y Nordstrom. En la segunda leccion estudiaremos
estos mismos agujeros negros y otros méas generales desde el punto de vista de supersimetria
y supergravedad. En la tercera comenzaremos el estudio de las teorias de cuerdas desde el
punto de vista de su accion efectiva y en la cuarta estudiaremos soluciones fundamentales
de estas acciones efectivas (que son acciones de supergravedad) y cémo construir con ellas
soluciones de tipo agujero negro. Finalmente, en la quinta y iltima leccién veremos cémo,
haciendo uso de las ideas desarrolladas en las lecciones anteriores, con la teoria de cuerdas
explicamos la entropia de una solucion concreta de agujero negro en cuatro dimensiones.

El apéndice A contiene nuestros convenios de signatura, conexién, curvatura, indices
etc.
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Leccion 1

Termodinamica y accidon euclidiana

Introduccion

En esta primera leccién vamos a repasar ideas y resultados bien establecidos acerca de
la termodinamica de los agujeros negros de Schwarzschild de Reissner y Nordstrom. FEl
agujero negro de Schwarzschild es el arquetipo de agujero negro estatico que se esperaria
encontrar en el Universo a escala macroscédpica y uno de los objetivos de cualquier candidato
a teoria de gravitacién cudntica deberia de ser el reproducir estos resultados clasicos a
partir de sus grados de libertad y principios fundamentales. El agujeros negro de Reissner
y Nordstrom es el arquetipo del agujero negro estatico que estda cargado con respecto a
otro campo (en este caso un campo electromagnético). Como tal, no es relevante a escalas
macroscépicas, pues los objetos macroscopicos tienden a ser eléctricamente neutros, pero
puede serlo a escalas microscépicas. Precisamente, la teoria de cuerdas es capaz de dar
una explicacién para el valor de la entropia de agujeros negros negros cargados en, o cerca
de, el limite extremo que los agujeros negros de Schwarzschild no poseen.

Por razones de tiempo, y por ilustrar un método algo menos convencional de calcular la
temperatura y la entropia de un agujero negro, vamos a hacerlo a la Gibbons y Hawking®
[13]. Para ver una introduccién pedagdgica a la termodindmica de los agujeros més con-
vencional, se pueden consultar las lecciones de E. Verdager en esta escuela [15], los libros
sobre Teoria Cudntica de Campos en espacios curvos [16, 17] el articulo [18] y el excelente
libro de Novikov y Frolov [19]. También son interesantes las lecciones de Townsend [20].

Para empezar, vamos a repasar las constantes y unidades relevantes en los problemas
que van a ocuparnos.

1.1 Preliminares

En d dimensiones, la accién de Einstein y Hilbert [21] para el campo gravitacional acoplado
a materia es [13, 22]

'Esta y otras referencias pueden encontrarse en Ref. [14].
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SEH[Q] = L/Mddl‘ |g| R(g) + (_l)d c /va/\/lddlEIC + 5’m;an;eria- (111)

167G\ 8rG (P

R(g) es el escalar de Ricci de la métrica g,,, ng) es la constante de Newton en d dimen-

siones, M es la variedad d-dimensional sobre la que integramos y OM es su frontera. C
es la traza de la curvatura extrinseca de OM (véase el apéndice A.3). Finalmente

di='Y = n?d'S ne,

(1.1.2)
dd_lEp = 1 dzktr A .. dxta-t

€pppr e
(d—l)! /|g| PHUL g —1
donde n* es el vector unitario normal a OM.

Por definicién la métrica g,, es adimensional y las coordenadas tienen dimensiones

. . d . _ — —
de longitud. Las unidades de va) en este sistema ¢ # 1 son M~'L4='T=2. El factor
convencional de 167 estd asociado a unidades racionalizadas inicamente en d = 4. Con
estos convenios, la fuerza gravitacional entre dos masas m y M en el limite niutoniano es

8(d — 3)nG\PmM  #,,
(d — 2)wd,2 |fd,1|d71 ’

donde wy_5 es el volumen de la (d — 2) esfera de radio unidad (véase el Apéndice A.4).
En el exponente de la integral de Feynman

Foo

(1.1.3)

Z= /Dg etiSen/h (1.1.4)
tendriamos la combinacién adimensional
S 2
oen_ = /dd:r... , (1.1.5)
h gPlanck

donde

_ d
21 c3 ’ o

es la longitud de Planck d-dimensional®. Esta es la tnica combinacién de las constantes
h, c, GS\?) con dimensiones de longitud. Sin embargo, si hay un objeto de masa M, hay dos

2A veces se usa la longitud de Planck reducida

Cpianck

Tpianck = o (1.1.7)
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combinaciones mas con dimensiones de longitud: la longitud de onda Compton asociada al
objeto

h

XCompton = m 5 (118)

que es de naturaleza puramente mecano-cuantica, y el radio de Schwarzschild o radio
gravitacional d-dimensional

R — 167TMG53)0_2 e 11.9
e ) (1.1.9)
(d 2)W(d72)

de naturaleza puramente gravitacional y cldsica. Acompton N0s da una idea del “tamano
cuantico” y Rg del “tamano gravitacional” de un objeto de masa M.

Con las constantes £, c, ng) también se puede construir una combinacién con dimen-
siones de masa: la masa de Planck

1

hd73 a2
MPla,nck =\ — , (].]_]_0)
G

S\Grl) cd=5

en términos de la cual, el prefactor de la integral de Feynman es

03 MPla,nckC -2

Evidentemente, en el sistema natural de unidades lppancc = 1/Mpianck-

Objetos cuya masa es del orden de la de Planck tienen una longitud de onda Compton
asociada que es del orden del radio de Schwarzschild del objeto que, a su vez es del orden
de la longitud de Planck:

M ~ MPlanck = XCompton ~ Rs ~ gPlanck . (1112)

Objetos con una masa mayor que la de Planck tienen una longitud de onda Compton
menor que su radio de Schwarzschild y se comportan como agujeros negros bien descritos
por la Relatividad General (RG), mientras que si su masa es menor, no estaran locali-
zados dentro de su radio de Schwarzschild y no se comportardn como agujeros negros.
Ademas a distancias menores que la longitud de Planck, los efectos cudnticos empiezan a
ser importantes y la RG debe de ser reemplazada por una teoria de gravitacién cuantica.

Como veremos, en la Teoria de Cuerdas no hay una tunica constante que juega los
papeles de constante de acoplo y escala de longitud, como en la RG, sino que hay dos
constantes: la constante de acoplo de la cuerda g y la longitud de la cuerda /, que se
combinan en la constante de Newton de acuerdo con Ec. (3.2.28), y debemos comparar el
radio de Schwarzschild de los objetos con /g, la escala a la que la Teoria de Cuerdas como
teoria de gravitacion cuantica sustituye a la RG.
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1.2 El agujero negro de Schwarzschild

Es una creencia firmemente establecida entre nuestra comunidad que los agujeros negros
macroscopicos (objeto de estudio de la Astrofisica) son el punto final del colapso gravita-
cional y que, tras un periodo de tiempo més o menos largo, el colapso gravitacional de
una estrella neutra y sin momento angular, produce un agujero negro de Schwarzschild
estatico y esféricamente simétrico. Nosotros vamos a estar interesados en agujeros negros
de diversos tamafios, sin hacer referencia a su posible origen (primordial, cudntico...).

La métrica del agujero negro de Schwarzschild es una solucién clésica de las ecuaciones
de Einstein en el vacio

Ry —19wR=0.= R, =0. (1.2.1)

Como es bien sabido, para resolver estas ecuaciones es necesario hacer un Ansatz para
la métrica que las simplifique. En este caso queremos la métrica que describe el espacio-
tiempo alrededor de un objeto esféricamente simétrico y en reposo (en cierto sistema de
coordenadas) y podemos suponer que la métrica es estatica® y esféricamente simétrica.
Una métrica asi, siempre puede escribirse de esta forma*:

2 _ 2 -1 2 _ p2 2
ds* = Wi(r)(det)* = W= (r)dr® — R*(r)dS, ,

(1.2.2)
A0, = df® +sin®fdy?,

donde W (r) y R(r) son dos funciones de la coordenada radial r a determinar y donde dQ%Q)

es la métrica de la 2-esfera unidad S? (véase el Apéndice A.4). Substituyendo este Ansatz
en las ecuaciones de Einstein, se encuentra inmediatemente una tnica solucion de W'y R
con dos constantes de integracion. Una de ellas se fija imponiendo que el espacio-tiempo
sea asintoticamente plano, es decir, que la métrica se aproxime cuanto queramos a la de
Minkowski para valores suficientemente altos de la coordenada radial. Esto es lo mismo
que imponer que nuestra solucién describa un sistema aislado en el que la fuente del campo
esta confinada en una region finita. La otra constante de integracién tiene dimensiones de
longitud y la denotamos por w. El resultado es la solucién de Schwarzschild [23] en el
sistema de coordenadas de Schwarzschild {t,r,0, o}

ds> = W(det)® —W™'dr? — 12d0, W =1+=. (1.2.3)

r

Veamos ahora algunas de las propiedades de esta solucion.

3Es decir: admite una vector de Killing temporal y el espacio-tiempo se puede foliar por hipersuperficies
de caracter espacial que son ortogonales a las érbitas del vector de Killing de forma que las hipersuperficies
se pueden etiquetar por el pardmetro de estas orbitas.

“En esta seccién trabajamos en d = 4.
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1.2.1 Propiedades generales

1. La solucion de Schwarzschild es la unica solucion esféricamente simétrica (estdtica
0 no) de la ecuacion Ry, = 0. Este es el Teorema de Birkhoff [24]. Demostraciones
simples de este teorema se pueden encontrar en [25, 26].

2. La solucién de Schwarzschild es estable frente a pequenas perturbaciones gravitacio-
nales y de otros campos externos [27]: las perturbaciones desaparecen con el tiempo,
siendo transportadas por ondas (gravitacionales o de otro tipo) hacia el r — oo o
r — 0.

3. La constante de integracién w es, en principio, arbitraria. Su significado es el si-
guiente: para valores de » muy grandes, donde el campo gravitacional es débil, las
trayectorias de las particulas de prueba (geodésicas de este espacio-tiempo) son apro-
ximadamente las 6rbitas keplerianas que describirian esas mismas particulas si estu-
viesen sometidas al campo gravitacional niutoniano producido por un objeto (puntual
o esféricamente simétrico) de masa

w02

M=——""
26

= w=—Rg, (1.2.4)

situado en el origen de coordenadas. Por lo tanto, M se puede interpretar como la
masa del objeto descrito por la solucién de Schwarzschild. A veces recibe el nombre
de masa ADM, porque en la formulacién canénica de Arnowitt, Deser y Misner [28]
de la RG, aparece como la energia total, y se puede calcular usando la férmula (¢ = 1)

1

. G%) /S . 79ij ji
donde la integral se hace sobre la 2-esfera en el infinito definida por £ = constante, r =
oo y los indices 7, j = 1,2, 3 corresponden a las tres coordenadas espaciales.

4. Como conclusién de lo anterior, podemos decir que la solucién de Schwarzschild
describe el campo gravitacional creado por un objeto masivo, esféricamente simétrico
tal y como es visto por un observador alejado de tal objeto (pues estd en la regién
de vacio) y estdtico con respecto a tal objeto. A este observador estian ligadas las
coordenadas de Schwarzschild {¢,,6, ¢}.

5. Normalmente la métrica de Schwarzschild se usa desde r = oo hasta un determinado
valor de r = r, y alli se contintia (“pega”) con otras métricas estaticas y esféricamente
simétricas que son soluciones de las ecuaciones de Einstein en presencia de materia

srG®
RMV - %gHVR = —NTmateria;w . (126)

ct
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(soluciones de Schwarzschild interiores) que describen el espacio-tiempo en el interior
de diversas estrellas de radio r, mientras que la soluciéon de Schwarzschild describe el
exterior de todas ellas (por el Teorema de Birkhoff)®

6. La métrica es singular (es decir det g, = 0 o ciertos componentes de la métrica
divergen) en r = 0, Rg. La solucién de Schwarzschild es fisicamente aceptable para
valores grandes de r, pero no podemos tomarla en serio més alla de la mas externa
de estas singularidades r = Rg.

Estas singularidades pueden ser fisicas o debidas a una eleccién inapropiada de coor-
denadas (como es el caso de la singularidad en el origen de la métrica euclidiana
en coordenadas esféricas). Para determinar la naturaleza de estas singularidades, es
necesario hacer un andlisis de los invariantes de curvatura y de las geodésicas de la
métrica en r = 0, Rg.

e Obviamente, R = 0 por doquier (pues la métrica es solucién de R, = 0) ex-
cepto, quizd, en r = 0, donde algunas funciones no son derivables. Examinando
invariantes de orden superior, que no son cero, se concluye que hay una singu-
laridad de curvatura en r = 0, pero no en r = Rg.

e Si estudiamos el movimiento de observadores en caida libre en la direccién radial,
el resultado es que los observadores alcanzan el radio de Schwarzschild en un
tiempo propio finito, aunque, en tiempo de Schwarzschild ¢ (el tiempo propio de
un observador en reposo) tarde un tiempo infinito. Esto, junto a la finitud de
las fuerzas de marea® en r = Rg sugiere que si utilizdsemos el tiempo propio del
observador en caida libre como coordenada, la métrica resultante seria regular

ahi.

Esta es esencialmente la idea en que se basan las coordenadas de Eddington y Fin-
kelstein [31, 32] {v,r,0, p} en las que la métrica de Schwarzschild toma la forma

r

R,
ds®* = |1 — =) dv® — 2dvdr — r?dQ?, (1.2.7)
(2)
donde la coordenada v viene dada en términos de las ¢ y r de Schwarzschild por

Ry
v=ct+r+ Rglog|l — —|, (1.2.8)
r

y es constante para geodésicas radiales tipo luz (las trayectorias de fotones). La
métrica es regular en la regién r > Rg, pero también en 0 < r < 0 (la singularidad

5 Aunque esto es lo que uno esperaria siempre, es notoria la ausencia de soluciones interiores de Kerr.
6Adem&s de ser finitas, son pequefias para espacios-tiempos de Schwarzschild con M grande. Sin
embargo, éste puede no ser un comportamiento universal [29, 30].
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en r = 0 permanece) y ectienden analiticamente la soluciéon de Schwarzschild a esta
regién, permitiéndonos estudiar lo que pasa en r = Rg.

Nosotros vamos a hacerlo usando las coordenadas de Kruskal y Szekeres [33, 34]
{T, X, 0, ¢} que proporcionan la maxima extensién analitica del espacio-tiempo de
Schwarzschild (cuadrante I la Figura 1.1), incluyendo nuevas regiones (cuadrantes II,
ITy IV). La métrica de Schwarzschild en estas coordenadas es

AR%e /Ms
T

ds?® = [(d T)* — dXZ] — r2dQ?2) , (1.2.9)

donde 7 es una funciéon de 7"y X dada implicitamente por las transformaciones de
coordenadas entre el par (¢t,7) y el (T, X):

<L _ 1) e/ Rs — x2 T2,

Rs
(1.2.10)
t X+ T

;—S =In (X iL ZT) = 2arcth (¢T/X). (1.2.11)

u

V 7’
g \ r=2M, = e
1 . //// . //,I t=constant
v/ L X

N \
N \
\ \
\ \
\ \
N \ r=2M,t=- o
/
N \
N \
N \
N .
N

r=constant

Figura 1.1: El espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal y Szekeres.
Cada punto representa una 2-esfera de radio r.

En la Figura 1.1) estd representado el espacio-tiempo de Schwarzschild en el plano
T, X. Cada punto corresponde a una esfera de radio r(7, X). El tiempo de Schwarzs-
child ¢ es una coordenada angular en este diagrama y las lineas de radio constante
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se asemejan a hipérbolas que se unen asintoticamente a las rectas X = +7T. En este
diagrama, los conos de luz son exactamente como en el espacio de Minkowski, con
las geodésicas tipo luz formando un dngulo de 7/4 con los ejes de coordenadas.

Hay tres puntos de particular interés para nosotros:

(a) En r = 0 (que en este diagrama es una hipersuperficie tridimensional de tipo
espacio) seguimos encontrando la singularidad, como era de esperar.

(b) La hipersuperficie t = +o0o,r = Rg llamada horizonte de eventos, que es de
tipo luz, sélo se puede atravesar en un sentido (hacia el cuadrante IT) y divide
al espacio-tiempo de Schwarzschild en un #nterior en el que estd la singulari-
dad y del que no puede llegar ninguna senal al exterior. Por eso se le da al
objeto descrito por la solucién completa de Schwarzschild (sin solucién interior
que corresponda a una estrella) el nombre de agujero negro. Obsérvese que la
existencia del horizonte que nos separa de la singularidad depende de que la
masa M sea positiva.

(c) La hipersuperficie t = —o00, 7 = Rg sblo se puede atravesar en desde el cuadrante
ITI al I. Un observador en ese cuadrante puede ver todo tipo de objetos prove-
nientes de ese cuadrante y por ello se dice que esta parte del espacio-tiempo es
un agugjero blanco.

7. Sabemos que en el Universo hay muchos objetos cuyo campo gravitacional externo
estd bien descrito por la parte r > Rg de la métrica de Schwarzschild, pero ;qué tipo
de objeto da lugar a la métrica incluyendo la regién r < Rg, es decir, la métrica del
agujero negro?

Para responder a esta pregunta nos vemos forzados a inventar un nuevo objeto: el
agujero negro que es, por definicion el objeto cuya métrica posee como caracteristica
principal un horizonte de eventos.

;Cémo se originan los agujeros negros (si es que los hay) en el Universo? En el
libro de Thorne [35] se narra cémo en un proceso que durd casi cincuenta anos, la
comunidad cientifica llegé a la conclusion de que los agujeros negros podian originarse
en el colapso gravitacional de estrellas muy masivas y que, ademads, este colapso
es inevitable si la estrella tiene una masa varias veces la del Sol. Ademads se ha
considerado la posibilidad de que se formen en fenémenos violentos como el Big
Bang (agujeros negros primordiales).

Evidentemente este espacio-tiempo completo no puede surgir del colapso gravitacio-
nal de ningiin objeto. Se dice que representa un agujero negro eterno. La Figura 1.2
describe la formacion de un agujero negro de Schwarzschild por colapso gravitacional
en coordenadas de tipo Kruskal-Szekeres. No hay agujero blanco ni las regiones III
y IV. El agujero negro aparece cuando la estrella se contrae por debajo de su radio
gravitacional.
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Figura 1.2: Espacio-tiempo del colapso gravitacional de una estrella.

8. Para estudiar las relaciones de causalidad en este espacio-tiempo sélo se necesita la
estructura de los conos de luz. Esta estructura es preservada por transformaciones
conformes de la métrica. Se puede hacer una transformacion conforme que “traiga el
infinito a una distancia finita” en la métrica transformada. El diagrama resultante
(Figura 1.3) es un diagrama de Penrose y en él es facil identificar horizontes y ver
qué pasa cuando prolongamos infinitamente las geodésicas. Por ejemplo, vemos que
cualquier geodésica que atraviese el horizonte de eventos desde el cuadrante I cae
inevitablemente en la singularidad.

I +

Figura 1.3: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild.

9. Cuando M es negativa, no hay horizonte que impida que la singularidad en r = 0
sea “vista” por observadores externos (la singularidad estd desnuda). El diagrama
de Penrose correspondiente esta en la Figura 1.4).

Esto plantea numerosos problemas y para evitarlos podemos aducir que esta situacién
nunca se va a originar en el colapso gravitacional de una estrella ordinaria (o de
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materia con propiedades de positividad de su tensor energia-momento fisicamente
aceptables). Esta es la esencia de la hipdtesis del censor césmico de Penrose. Esta
hipdtesis esta fuertemente relacionada con la positividad de la energia: dado que la
energia de ligadura gravitatoria es negativa, cuando una nube de materia empieza
a comprimirse bajo el efecto de su propia gravitacién, su energia total disminuye y
podria llegar a ser negativa. Antes de que esto ocurra, ha de formarse un horizonte
de eventos.

Figura 1.4: El diagrama de Penrose del espacio-tiempo tipico de una singularidad desnuda.
Obsérvese que la singularidad es de tipo tiempo.

10. Ademas del agujero negro de Schwarzschild, debe de haber otros tipos de agujeros
negros: aquellos correspondientes a estadios intermedios del colapso gravitacional de
una estrella, o aquellos que resultan de perturbar un agujero negro de Schwarzschild.
Ademas, dado que hay muchos posibles estados de una estrella, parece l6gico pensar
que su colapso gravitacional debe de dar lugar a agujeros negros distintos.

El anélisis de las perturbaciones del agujero negro de Schwarzschild [36, 37] demues-
tra, al contrario, que, tras un tiempo suficientemente largo, el agujero negro acaba
siendo el de Schwarzschild”, descrito tinicamente por la masa M, independientemen-
te del estado inicial del colapso gravitacional o de la perturbacién a que haya sido
sometido. Todos los momentos multipolares del campo gravitacional® o del campo
electromagnético® son radiados al infinito de forma que el agujero negro resultante
es siempre un agujero negro de Schwarzschild (M # 0, @, J = 0), Kerr (M, J # 0,
@ = 0) o de Kerr y Newmann (M, J,@ # 0). En el caso de un campo escalar, todos
su momentos son radiados.

70 el de Kerr, descrito tinicamente por la masa M y el momento angular .J. Por simplicidad, vamos a
ignorar en la mayor parte de nuestra discusién el momento angular.

8Cuadrupolar y superiores. El monopolar es la masa M y el dipolar el momento angular J.

Dipolar y superiores, El monopolar es la carga eléctrica Q.
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Sin embargo, podria haber soluciones de tipo agujero negro con estos momentos o
con un campo escalar, aunque no se pudieran generar por colapso gravitacional. Pero
se puede demostrar que no existen (teoremas de unicidad: dos referencias generales
son [38, 39]), y que el dnico agujero negro sin momento angular u otros campos
externos es el de Schwarzschild [40], sin momento angular pero con carga eléctrica
es el de Reissner y Nordstrom [41] y con masa y momento angular es el de Kerr

[42, 43]. Adema4s, no hay agujeros negros con un campo escalar que no sea constante'®
[44, 45, 46, 47].

Esto no quiere decir que no haya soluciones con momentos superiores de los campos
gravitacionales o electromagnéticos o que no haya soluciones con campos escalares
no-triviales. Las hay, pero no son agujeros negros y tienen singularidades desnudas.
Un ejemplo de familia de soluciones estaticas y esféricamente simétricas con un campo
escalar no-trivial es [48, 49] (¢ = Gg{‘;) =1):

ds® = WS Wde? — W Wlde? 40202, |
¢ = @o+=InW, (1.2.12)

wo= 142, w=4+2/M2 132,
T

Las soluciones de esta familia vienen dadas por tres parametros completamente inde-
pendientes: la masa M, la carga escalar ¥ y el valor del escalar en el infinito ¢g. Este
ultimo no es un parametro dinamico y no esta excluido por los resultados anteriores,
pero X si. Sin embargo, la tnica solucion de esta familia que es un agujero negro es
la que tiene ¥ = 0 (Schwarzschild)''.

La conclusién es que no puede haber agujeros negros que tengan otras caracteristicas
(“pelos”) distintas de M, J, @ (y, en general, cargas conservadas localmente). Aunque
esto no ha sido completamente demostrado para todos los casos [50, 51], hay un
consenso general sobre que los agujeros negros estacionarios no tienen pelos [52]. Nos
gustaria hacer dos comentarios a esta afirmacion:

(a) Dado que la presencia de pelos estd asociada a la ausencia de un horizonte de
eventos, esta conjetura de que los agujeros negros no tiene pelos, esta intima-
mente ligada a la del censor césmico: en el colapso gravitacional, para que se
forme un horizonte, han de desaparecer por radiaciéon todos los momentos supe-
riores de los campos presentes. La censura cosmica estd ligada a la positividad

10Esta afirmacién serd matizada y precisada méas adelante.

I Aqui tenemos también un primer ejemplo de un fenémeno que os encontraremos a menudo: la familia
de soluciones depende de parametros continuos, pero las propiedades fisicas no son funciones continuas de
€sos parametros.
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de la energia y, de hecho, hay agujeros negros con pelo escalar si se permite que
el campo escalar tenga energia negativa. Agujeros negros no estacionarios con
pelo escalar de energia positiva existen [53], pero las conjeturas sobre censura
cHésmica y calvicie nos dicen que deben de evolucionar de forma que el pelo de-
saparezca por radiacion antes de llegar a un estado estacionario. Esto es posible
porque la “carga escalar” no esta sujeta a una ley de conservacién.

(b) Dado que a través del colapso gravitacional de muchos sistemas distintos se llega
siempre a los mismos agujeros negros caracterizados por muy pocos parametros,
cabe preguntarse qué ha pasado con toda la informacion sobre el estado origi-
nal del sistema (el problema de la informacion) y cabe atribuir a los agujeros
negros una entropia muy grande que deberiamos poder calcular si conociésemos
los estados del agujero negro (el problema de la entropia). Para resolver estos
problemas necesitamos una teoria cuantica de la gravitacion.

El horizonte de eventos es una hipersuperficie de tipo luz cuyas secciones de ¢ cons-
tante tienen la topologia de una 2-esfera. Esta es la tinica topologia permitida por
los teoremas de censura topoldgica Refs.[54, 55] que, como siempre, utilizan como
hipdtesis condiciones de positividad de la energia. No es, por lo tanto, sorprendente
que en presencia de una constante cosmologica negativa se posible encontrar aguje-
ros negros topologicos cuyos horizontes pueden tener la topologia de una superficie
de Riemann compacta cualquiera [56].

El area de las secciones de ¢ constante del horizonte de eventos es

A= / dfdye r* = 4T R (1.2.13)
r=Rg

Hawking demostré en Ref. [57] que las ecuaciones de Einstein implican que A nunca
disminuye con el tiempo. Ademads, si dos agujeros negros se unen, el area del agujero
negro resultante es mayor que la suma de los de los dos iniciales.

Hay una clara analogia entre A y la entropia de un sistema termodindmico [61, 62,
63, 64, 65|, aunque, de momento, esto podria ser sélo una coincidencia.

La gravedad superficial k del horizonte es una cantidad que es constante sobre todo
él (también en casos mas generales [58, 59, 60]). En esto es similar a la temperatura
de un sistema en equilibrio termodinamico. Fisicamente es la fuerza que hace falta
ejercer en el infinito para mantener una unidad de masa en reposo cuando r — Rg y
tiene dimensiones de aceleracién LT 2. Se puede calcular usando la férmula

K= =1 (V*E")(V k) (1.2.14)

|h0riz0nte )

donde k* es el vector de Killing temporal que es normal al horizonte (o, mejor, a
sus secciones t constante). En el caso de métricas esféricamente simétricas, que se
pueden escribir de esta forma
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ds® = gu(r)dt* + gp (r)dr® — r?dQy (1.2.15)

kH = oKty

o1 Oron (1.2.16)

2 vV —GttGrr ’

que, para Schwarzschild vale

C4

K= ———. 1.2.17
4G M ( )

1.2.2 Termodinamica

En la seccién anterior hemos visto que, de acuerdo con las ecuaciones de Einstein, hay dos
magnitudes, el area A y la gravedad superficial x del horizonte de un agujero negro que
se comportan en ciertos aspectos como la entropia S y la temperatura T de un sistema
termodindamico. Desde este punto de vista, los teoremas de Hawking sobre el [57] se pueden
interpretar como partes de la sequnda ley de la Termodindmica de los agujeros negros.

En un sistema termodindmico S, T y la energia E estdn relacionadas por la primera ley
de la Termodindmica:

dE = TdS. (1.2.18)

Si hemos de tomar completamente en serio la analogia termodindmica es necesario
demostrar que k y A estdn relacionados con el andlogo de la energia E (que en un agujero
negro es, evidentemente Mc?) de la misma forma:

dM ~ —5rdA. (1.2.19)
N

Sorprendentemente, esta relacion es correcta. FEl coeficiente de proporcionalidad se
puede calcular [61, 62, 66] y la primera ley de la Termodindmica de los agujeros negros
toma la forma

dM = — _kdA. 1.2.20
BWG%) ( )

Una version integral de esta relacion de puede comprobar inmediatamente para Sch-
warzschild: la férmula de Smarr [66]

M=—L_kA. 1.2.21
arGY ( )

Estas dos relaciones, convenientemente generalizadas para tener en cuenta otras canti-
dades conservadas (momento angular y carga eléctrica), siguen siendo ciertas bajo condi-
ciones muy generales [60] (véanse también [67, 68, 69]).
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Este sorprendente conjunto de analogias sugiere la identificacién de A y k con la en-
tropia y la temperatura del agujero negro. Estimulados por estas ideas, los autores de
Ref. [60] aventuraron, dando algunos argumentos, que también hay una tercera ley de la
Termodindmica de los agujeros negros: “es imposible reducir k a cero a través de una se-
cuencia finita de operaciones”. Varios ejemplos especificos fueron estudiados por Wald en
Ref. [70] Discutiremos esta ley mas a fondo cuando estudiemos el agujero negro de Reissner
y Nordstrom.

Sin embargo, estas analogias no son suficiente para establecer una identificacién com-
pleta. Los propios autores de Ref. [60] dicen

It can be seen that ¢~ is analogous to the temperature in the same way that A
is analogous to the entropy. It should however be emphasized that g~ and A are
distinct from the temperature and entropy of the BH.

In fact the effective temperature of a BHs is absolute zero. One way of seeing
this is to note that a BH cannot be in equilibrium with black body radiation at
any non-zero temperature, because no radiation could be emitted from the hole
whereas some radiation would always cross the horizon into the BH.

Por otro lado, en las identificaciones A ~ S,k ~ T hay que determinar el valor de las
constantes de proporcionalidad.

El descubrimiento de Hawking [71] de que, la existencia de un horizonte de eventos en
un espacio-tiempo en el que hay campos cuanticos 2, hace que los agujeros negros irradien
cuantos de estos campos con el espectro de energias de un agujero negro con temperatura'?

_h/-c

o2re’

T (1.2.22)

cambid radicalmente esta situacién pues desaparece el obstdculo mencionado en [60] y la
constante de proporcionalidad entre x y T queda completamente determinada y, por lo
tanto

A 3
S=—"r (1.2.23)
que se puede reescribir asi:
1 A
(1.2.24)

~ %0922
3272 U anek

12E] célculo original de Hawking es semicldsico: la métrica es clisica y sélo los otros campos son
cuantizados. El horizonte (la métrica) da lugar a la radiacién, pero no se tiene en cuenta la reaccién de
la métrica frente a la radiacién. Por otro lado, es véalido para todos los agujeros de la familia de Kerr y
Newmann con M, J, Q.

I3En nuestras unidades, la constante de Boltzmann kg = 1 y adimensional, con lo que T tiene dimen-
siones de energia y S es adimensional.
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esto es: esencialmente el area del horizonte medido en unidades planquianas. Obsérvese
que la presencia de h en T pone de manifiesto su origen mecano-cuantico. Este es un
nimero enorme para agujeros negros astrofisicos, como cabia esperar de los argumentos
que dimos cuando discutimos la pilosidad de los agujeros negros.

En particular, para el agujero de Schwarzschild tenemos (véanse las Figuras 1.5 y 1.6)

3 (4) 3 r2
r- e g TO Al (1.2.25)
8tGY M he

y la primera ley de la termodindamica de los agujeros negros y la férmula de Smarr toman
la forma

dMc* = TdS, Mc* =2TS. (1.2.26)

La termodinamica de los agujeros negros presenta varios problemas o peculiaridades:

M

Figura 1.5: T como funciéon de M para el agujero negro de Schwarzschild.

M

Figura 1.6: S frente a M para el agujero negro de Schwarzschild.

1. La temperatura del agujero negro de Schwarzschild BH (y de todos los agujeros negros
conocidos, lejos del limite extremo, si lo hay) disminuye cuando la mas aumenta
(Figura 1.5) y, por o tanto tiene un calor especifico negativo (Figura 1.7):
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T e
cl=_" = < <o, (1.2.27)
oM gxG\Y M2
C

Figura 1.7: El calor especifico C' como funcién de M para un agujero negro de Schwarzs-

child.

y se enfrian al absorber masa. Por esto, un agujero negro no puede ponerse en
equilibrio con una fuente de calor infinita.

. La temperatura crece cuando la masa decrece (en la evaporacién por radiacién de

Hawking, por ejemplo, lo que aumenta la radiacién) y diverge cuando la masa tiende
a cero™. Las etapas finales de la evaporacién de Hawking de un agujero negro aislado
serian explosivas. Al mismo tiempo, cuando el Rg se acerca a su longitud de Compton
(su masa es del orden de Mpjanek), los efectos de gravedad cudntica empiezan a ser
muy importantes y determinan (no sabemos c6mo) el destino final del agujero negro.

. Si un agujero negro puede radiar, su entropia puede disminuir. Sin embargo la

entropia total (agujero méas radiacién) siempre crece. Este resultado se conoce a
veces como la sequnda ley de la termodindmica de los agujeros negros generalizada.

. Volviendo al problema de la informacion en los agujeros negros, la radiacién de Haw-

king parece no tener mds informacién que los datos M, J, Q) (como el agujero negro)
pero cabe preguntarse si la contendria en el caso de que fuésemos capaces de hacer
el célculo cuantico completo del colapso gravitacional y la evaporacion. Esta es la
creencia de 't Hooft, Susskind y otros que consideran un agujero negro es un sistema

M Justo cuando el espacio-tiempo es el de Minkowski. Este es un segundo ejemplo del fenémeno que
comentamos en la nota 11.
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fisico (cudntico) més y que si entra informacion en el colapso gravitacional, ésta vuel-
ve a salir con la radiacién de Hawking, como en cualquier experimento de dispersion
de los que se llevan a cabo en los aceleradores de particulas y que la teoria cuantica
de la gravitacién es una teoria unitaria.

Si la radiacién de Hawking no contiene ninguna informacion, entonces, si el aguje-
ro negro se evapora indefinidamente, la informaciéon sobre el estado inicial que dio
origen al agujero negro se pierde totalmente y la teoria cudntica de la gravitaciéon
es necesariamente no-unitaria, a diferencia de todas las demas teorias de | Fisica.
Este es el punto de vista de Hawking. Hay un tercer grupo minoritario que propone
que la informacién permanece dentro del agujero negro y que la evaporacién deja un
remanente que contiene esta informacién'®.

No hay ningtin resultado concluyente sobre el problema de la informacién en los
agujeros negros. En los modelos basados en la Teoria de Cuerdas que vamos a explicar
aqui, los agujeros negros son sistemas mecano-cudnticos normales y la informacion
se recupera (aunque sea tras un tiempo muy largo).

También debemos de mencionar una cuarta posibilidad poco explorada pero que,
hasta cierto punto, concuerda con los resultados clasicos sobre la estabilidad de los
agujeros negros: la informacién nunca entra en el agujero negro.

5. En cuanto al problema de la entropia de los agujeros negros, en el conjunto micro-
candnico, la entropia de un sistema es

S(E) =logp(E), (1.2.28)

donde p(F) es la densidad de estados cuya energia es E. Si un agujero negro es
un sistema cudntico mas con £/ = M, una buena teoria cudntica de la gravitaciéon
deberia de permitirnos calcular p(M), (y, por lo tanto, S) con el conocimiento de los
grados de libertad fundamentales de la teoria. Para el agujero negro de Schwarzschild
en particular S ~ M? y

p(M) ~ e’ (1.2.29)

’ . 78
que es un ntimero enorme de estados para un agujero negro de una masa solar: 100",

Como vamos a ver, la Teoria de Cuerdas nos va a permitir calcular la entropia y la
radiacién de Hawking de ciertos agujeros negros a partir del conocimiento de sus microes-
tados asociados, resolviendo (hasta cierto punto) los problemas de la informacién y de la
entropia. Estos agujeros negros son tratados como sistemas cuanticos ordinarios, unitarios,
lo que apoya las tesis de 't Hooft.

I5En ciertos modelos el remanente sale de nuestro universo creando un universo bebé.
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Gravitacion euclidiana

Es posible calcular la temperatura y la entropia de un agujero negro por el método de la
integral de Feynman euclidiana propuesto por Gibbons y Hawking [13, 72].

Para estudiar un sistema termodinamico, primero se calcula un potencial termodinami-
co. Si el sistema posee varias cargas conservadas C; (cuyos potenciales asociados son ),
en conveniente trabajar en el conjunto canénico grande, cuyo objeto fundamental es la
gran funcion de particion Z

Z =Tre H-mC/T (1.2.30)
El potencial termodinamico W
W=FE-TS5— 1;C;, (1.2.31)
esta relacionado con Z por
e W =2z, (1.2.32)

Todas las propiedades termodinamicas del sistema se pueden obtener de Z. En par-
ticular, la entropia

S— %(E — G +log 2. (1.2.33)

Ahora queremos calcular la gran funcién de particion térmica de la gravitacion, calcu-
lando la integral de Feynman de la accién de Einstein y Hilbert euclidiana Sgpy dada en
Ec. (1.1.1)

Z= /Dg e Seulh. (1.2.34)

donde hay que sumar sobre todas las métricas euclidianas periédicas en una direccién (que
interpretamos como el tiempo euclidiano) con periodo 3 = (h¢T)~'. La tnica modificacién
que hay que hacer a la accién de Einstein y Hilbert clasica Ec. (1.1.1) es la adicién de un
término de frontera que sirve para normalizar la accién: la hace cero cuando se sustituye
la solucién de vacio (el espacio euclidiano). La accién completa es, pues [13]

3

c c? (1.2.35)
S 927/ d'z gR+7/ K—-Ko), -
il 167TG53) M 4 SWG%) aM( 0

donde Iy se calcula sustituyendo la métrica de vacio en la expresién de K.
La integral de Feynman se calcula ahora semicldsicamente utilizando la aproximacién
de “punto de silla de montar” (a partir de este momento tomamos i = ¢ = Gg{‘;) =1 por

simplicidad)
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2 — o Spu(on-—shell) (1.2.36)

Pasamos ahora a discutir la solucion euclidiano clasica con una direccién periddica que
debemos sustituir en la accion.

La solucién de Schwarzschild euclidiana

La solucién de Schwarzschild euclidiana (signatura (—, —, —, —) en nuestro caso) que se
obtiene haciendo una rotaciéon de Wick 7 = it en la solucién lorenciana es real y resuelve
las ecuaciones de Einstein. Si utilizamos las coordenadas de Kruskal y Szekeres (KS)
{T, X, 0, ¢}, tenemos que definir el tiempo KS euclidiano 7 = iT. La rotacién de Wick
tiene importantes efectos: la relacién entre la coordenada radial de Schwarzschild r y T\, X
es

(i - 1) /s = X2 -T2, (1.2.37)
Rg

EL lado izquierdo es mayo que —1 y es por ello que las coordenadas X,T también
cubren el interior del horizonte. Sin embargo, en términos de T

(i - 1> /R = X2+ T7 >0, (1.2.38)
Rg

y el interior r < Rg no esta cubierto por las coordenadas KS euclidianas. Por otro lado, la
relacién entre el tiempo de Schwarzschild ¢ (que, recordemos, aparecia en el diagrama de
la Figura 1.1 como una coordenada angular) y X, T

+ T t/Rs
— 1.2.39
XAT s, (1.2.39)
se transforma en
X =0T 2 Ag(X+iT) _ iv/Rs (1.2.40)

X+T

Dado que Arg(X +:7) € [0, 27| (que debe ser tomado como un circulo), por consisten-
cia, para evitar singularidades conicas, 7 debe de ser una coordenada periddica con periodo
8mM. Este periodo puede interpretarse como el inverso de la temperatura 3, y coincide
con el valor de la temperatura de Hawking.

Por esta razon, podemos utilizar la solucién de Schwarzschild euclidiana para calcular
la funcién de particién térmica. Esta métrica cubre sdlo el exterior del agujero negro (la
regién I de la Figura 1.1). La parte X, 7 de la métrica describe un “cigarro” semi-infinito
(veces una 2-esfera) que va del horizonte al infinito. La topologia de la solucién es R? x S?

En la practica no necesitamos usar realmente la métrica euclidiana, sino tan sélo la la
informacion sobre la periodicidad del tiempo euclidiano y sobre la regiéon de integracion,
de forma que sustituimos de nuevo —Sgz(on — shell) por +iSgz(on — shell) puesto que
dan el mismo resultado una vez tenidos en cuenta los datos anteriores.
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Los términos de frontera

Como la soluciéon de Schwarzschild euclidiana es una solucién de vacio, tiene R = 0y
unicamente contribuyen a la accién los términos de frontera.

La tnica frontera de esta solucién es r — 0o, que vamos a describir como la hipersuper-
ficie r = ry cuando la constante ry tiende a infinito. El vector normal a las hipersuperficies
r=rges n, ~ 0,(r—r9) =0, y, normalizado (n,n* = —1) y dotado del signo correc-
to para que apunte hacia r creciente es, para cualquier métrica estatica y esféricamente
simétrica Ec. (1.2.15)

Our
\/—M—nQ = —V=9rrOr , (1.2.41)

y la métrica inducida sobre las hipersuperficies r = ry es para métricas estaticas y esféri-
camente simétricas generales Ec. (1.2.15)

n, = —

dsfy) = hydatde” = gudt* — r*dQy)| _ . (1.2.42)

La derivada covariante de n, es

Vuny = =vV=0rr {0u00:0:10g /= grr —T" } (1.2.43)

y la traza de la curvatura extrinseca de las hipersuperficies r = ry es

1 2
K= h“”Vun,, = —— {%6,« loggtt + —} (1244)
—YGrr r r=ro
El regulador K es
2
Ko = — (1.2.45)
r r=rg

Por otro lado, para cualquier métrica estatica, esféricamente simétrica y asintéticamente
plana, para r grande

2M 2M
g ~ 1 — — Grr ~ — (1 + T) ) (1.2.46)

de forma que el integrando sobre la frontera

M
.
o

(K = Ko)] -

r=rop

(1.2.47)

Finalmente, tenemos

8i BB (K - Ko) = lim —/ dt/ A2\ gu(r0) (K — Ko)
T Jro—o0 S2

M

= lim ﬁrg (K —Ko) = —6—.

ro—00 2

(1.2.48)
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Este resultado es valido para cualquier agujero negro estatico, esféricamente simétrico
y asintéticamente plano. Para Schwarzschild § = 87 M y, usando las ecuaciones (1.2.33) y
(1.2.36) encontramos para la entropia, como antes

M
S=p8M+logZ = % = 47 M?. (1.2.49)

1.3 El agujero negro de Reissner y Nordstrom

1.3.1 El sistema de Einstein y Maxwell

La accién que describe a la gravedad acoplada a un campo vectorial abeliano A, es la de
Einstein y Maxwell (EM)!6:

1.3.2
Serlg, 4] = Spulg) + £ [ e /Tg] (477 (1:32)
donde
F,, =20,A,, (1.3.3)
es el tensor intensidad de campo, invariante bajo las transformaciones gauge
A;L =A,+ 0., (1.3.4)

y donde F? = F,,F*. Obsérvese que no hay materia cargada en este sistema y por ello
no hay constante de acoplo ni unidad de carga definidas.
Las ecuaciones de movimiento son

8 G(4)
R;w - %guuR - %Tuu = 0; (135)
V., F* = 0, (Ley de Gauss) (1.3.6)

donde T}, es el tensor energia-momento del campo vector (sin traza en d = 4)

16En esta seccién utilizamos el sistema de Heaviside en el que la fuerza entre dos cargas es

1 9192
A7 .2

(1.3.1)
T12

En el sistema de Gauss (que es un sistema racionalizado) se reemplaza el prefactor 1/4¢ por 1/16mc y el
factor 4w desaparece de la ley de Coulomb. Después introduciremos otro sistema en el que trabajaremos

usualmente, con ¢ = 1, reemplazando 1/4¢ por 1/ 647rG$3).
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—2c 5SM[A]

T, =
Vgl ogm

Las ecuaciones estan escritas en términos de F', pero la variable fundamental es A y
tenemos que asegurarnos de que, dado F', existe el A del que procede a través de Ec. (1.3.3).
La condicién para que esto ocurra es la identidad de Bianchi'”

= F,,F/ — 19,F. (1.3.7)

V., F**=0. (Identidad de Bianchi) (1.3.9)

En d = 4, el par de ecuaciones (1.3.6) y (1.3.9) es invariante bajo el intercambio de
F por *F (**F = —F), que también deja invariante 7,,. Esta es una transformacién de
dualidad eléctrico-magnético que estudiaremos mas tarde en Sec. 1.3.5.

Para finalizar, en el lenguaje de formas diferenciales, los campos se definen

A=A, dd", F=1F,di"Andz" =dA, (1.3.10)

-2
y la Ley de Gauss y la identidad de Bianchi se escriben
d*F =0, dF =0. (0aF3,=0) . (1.3.11)

y la invariancia de F bajo las transformaciones gauge A = dA es consecuencia de d? = 0.

La carga eléctrica

Para definir la carga eléctrica, acoplamos el campo de Maxwell a una fuente, descrita por
la corriente electromagnética j*. Su acoplo al vector A, en la accién es

1 :
5 [ devial A (13.12)

término que rompe la invariancia gauge salvo que j* tenga divergencia nula (o sea “con-
servada”), es decir, satisfaga

V' =0, (d*j =0), (1.3.13)
que implica la ecuacion de continuidad

9" =0, (1.3.14)

para la densidad j* = \/|g|j*. La ecuacién de continuidad implica la conservacién local
de la carga eléctrica que asi aparece como una consecuencia de la simetria gauge.

"Dado un F que satisface la identidad de Bianchi, un potencial A se puede encontrar usando la férmula
1

AA@z—/dMﬂﬂAM) (1.3.8)
0

Obsérvese que la relacién entre F' y A no es local.
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En presencia de fuentes, la Ley de Gauss es

V. F' =15, (d*F = 1*j). (1.3.15)

Antes de definir carga eléctrica, consideremos un ejemplo: la corriente asociada a una
particula con carga ¢ y linea del Universo 7 parametrizada por X*(&), escrita en forma
manifiestamente covariante es, por definicién

dW(y — X(9)), (1.3.16)

() = qe / dx* \/%'

donde dX* = dédX*/dE. Tomando € = XU e integrado sobre X°, encontramos

ax* 1 : 507 - X))
7*(°, ) =qc/dX° ——¥ (7 — X)3(y° — XO) = qV* . (1.3.17)
dX® /lg| 9]
v, si la particula estd en reposo en el origen (V* = cd#?)
5B (7
3"y, 9) = qc5“°% : (1.3.18)
g

Para la corriente (1.3.16), el término de interaccién (1.3.12) es simplemente la integral;
de la 1-forma A sobre v

_g/ Aui:“dgz—g/A. (1.3.19)
¢ Jae €Jy

La accion que rige el movimiento de una particula con masa M y carga ¢ en campos
gravitatorios y electromagnéticos, incorpora este término de interaccion y es

Sual 4] = e [ e \Jg, (00— 4,50, (1.3.20)

Este tipo de término (“topol6gico”, pues no depende de la métrica) se llama término de
Wess y Zumino (WZ).

Pasemos ahora a definir la carga eléctrica a través de la ecuacion de continuidad d*j = 0,
integrandola sobre la region de espacio d-dimensional V' limitada por dos hipersuperficies

de tiempo constante z° = ¥,
)

Oz/d*j. (1.3.21)
|4

La frontera de V' consta de las dos hipersuperficies con orientaciones opuestas. Utili-
zando el teorema de Stokes
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/d*j:/ *j—/ *i=0. (1.3.22)
\% 20=1x) 20=x9

1

Definiendo la carga eléctrica por

o=

q= / 7, (1.3.23)
z9=constant

vemos que la ecuacion anterior nos dice que es conservada. Podemos introducir en esta
expresion la corriente de una particula puntual cargada Ec. (1.3.16) y ver que obtenemos
el mismo resultado.

Usando ahora Ec. (1.3.15) podemos reescribir esta definicién en términos de F' y usar
de nuevo el teorema de Stokes. Si la frontera de la hipersuperficie tiene la topologia de
una (d — 2)-esfera en el infinito, tenemos la definicién alternativa

= / F, (1.3.24)
52

(oo}

que es facilmente generalizable y que tiene la ventaja de que no necesita del conocimiento
explicito de la fuente!'®.

Como veremos, en estas unidades M aparece multiplicada por Ggé) (como en la solu-
cién de Schwarzschild) pero ¢ no. Algunas expresiones se simplifican haciendo ¢ = 1y
reescribiendo la accién de Einstein y Maxwell en la forma

1.3.25
Seulg A = 1o [ e /gl [R-4F7) )

. . . d .
EN estas unidades A y g son adimensionales. El factor 167rGSV) desaparece de las ecuaciones
de movimiento. Si no ponemos ningin factor de normalizacién en el término de WZ, la
carga eléctrica es ahora

_ 1 *
1= 167rGg\‘,i)/Sd—2 F’ (1'3'26)

y tiene dimensiones de masa. Finalmente, para cuna carga puntual, para r grande, espe-
ramos

18Esta férmula no es sino una generalizacién de la Ley de Gauss de la electrostatica.
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4GYq
N

E, = Fy, ~ (1.3.27)

1.3.2 La solucién eléctrica de Reissner y Nordstrom

Estamos listos para buscar soluciones de tipo agujero negro de las ecuaciones (1.3.25) y
(1.3.26), (1.3.27). Como en la seccién anterior, hacemos el Ansatz Ec. (1.2.2) para la
métrica y, para el campo electromagnético

1
Fp~+——, 1.3.28
tr R2(T) ( )
que es apropiado para un objeto de simetria esférica con carga eléctrica y en reposo.
La solucién que se obtiene es la de Reissner y Nordstrém [73, 75], que depende de 3
constantes de integracion que fijamos imponiendo que la solucién sea asintéticamente plana
e identificando la masa M y la carga ¢:

2 _ 2 g1 2 27002
ds* = f(r)dt? — [~ (r)dr? — r2dSd,

r? (1.3.29)
fr) = r2r—ry)(r—ro),

ry = G%)M + g, ro = Gg{‘;) (M? — 4q2)1/2 :

Vamos a ver ahora algunas de las propiedades de esta solucién:

1. El campo vector asociado es

—4GY

2. Se puede demostrar el andlogo del teorema de Birkhoff para los agujeros negros de
RN (ejercicio 32.1 de Ref. [25]).

3. Esta métrica describe el campo gravitacional de un objeto esféricamente simétrico
de masa M y carga aq visto desde lejos por un observador en reposo. La solucién de
Schwarzschild es el caso especial ¢ = 0.

4. La soluciéon de RN es valida para cualquier valor de M y ¢, por ello, de ry, que
pueden ser complejos.
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5. La métrica es singular en r = 0,74 (si 74 son reales). De nuevo debemos analizar
la naturaleza de estas singularidades. Como T,,* = 0 R = 0, pero otros invariantes
de curvatura nos dicen (como nos dice F') que hay una singularidad de curvatura
en 7 = 0, pero no en r4. Si los 71 son reales (M? > 4¢%), entonces 7, > r_y
un andalisis similar al que hicimos para la solucién de Schwarzschild nos dice que si
ry >0 (M > 0) entonces hay un horizonte de eventos en 7, cuyo érea es

A =Admr? (1.3.31)

mientras que r_ es un horizonte de Cauchy '°. Ambos horizontes existen si M > 2|q|
y entonces podemos decir que la solucién de RN describe un agujero negro no-extremo
(la Figura 1.8 es su diagrama de Penrose). El caso M = 2|¢g| lo discutiremos més
adelante.

Figura 1.8: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstrom con
M > 2|q|.

9Este horizonte parece ser inestable bajo pequefas perturbaciones [74] que, se conjetura, deben trans-
formarle en una singularidad de tipo espacio.
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6. Si M < —2|q| no hay horizonte y tenemos una singularidad desnuda con diagrama
de Penrose Fig. 1.4. Este caso debe de ser excluido invocando al censor césmico. Lo
mismo ocurre en el intervalo —2|g| < M < 2|q|, que incluye el caso M = 0, un objeto
cargado y sin masa, en reposo, bastante exdtico. Si la energia del campo electro-
magnético creado por la masa es positiva, entonces, debe de haber, intuitivamente,
alguna densidad de energia negativa que haga M = 0, y por esto es razonable que
sea cosmicamente censurado. Asi pues, la censura césmica restringe M al intervalo
M > 2|q|.

7. El caso limite entre la singularidad desnuda y el agujero de RN regular M = 2|q|
(agujero de RN extremo (ERN)) es muy especial. Cuando M = 2|q| los dos horizontes

. 4 . ’
coinciden ry =r_ = GSV)M y tienen un drea

2
Aextreme = 47TT_2|_ =4 (G%)M> . (1332)
Este objeto va a jugar un papel muy importante. Algunas de sus propiedades son:

(a) La distancia propia radial al horizonte a tiempo constante diverge®

(b) El diagrama de Penrose estd representado en la Figura 1.9.

Figura 1.9: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstrom extremo.

20Esto no pasa en direcciones temporales o tipo luz.
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Si tenemos dos ERNs con M; = 2|qi|, My = 2|qs| y, si ambas cargas tienen
el mismo signo v ri es la distancia entre ambos, tenemos que la fuerza no-
relativista entre ambos

M M.
Fip = G2 g0 (1.3.33)
T12 T12

y ambos objetos podrian estar en equilibrio. Esto sugiere que podria haber
soluciones estaticas que describan dos o mas ERNs en equilibrio.

Si desplazamos la coordenada radial r = p + G%)M, y pasamos a coordenadas
cartesianas 73 = (v',2%,2°%), con |73| = p y di§ = dp® + p*dQ},, tenemos una
nueva forma de la solucién

ds? = H2d? — H*d3?2,

A, = —2sign(q) (H™' = 1), (1.3.34)
@ s

H = 1+ GAL :
|73

En estas coordenadas isdtropas el horizonte esta en p = 0, donde son singulares
pues todo el horizonte (que tiene drea distinta de cero) aparece representado
por un punto.

H es una funciéon armonica en el espacio euclidiana tridimensional:

8,0,H = 0. (1.3.35)

Este hecho puede parecer una mera coincidencia, pero, usando Ec. (1.3.34) como
Ansatz con H arbitrario, se ve que las ecuaciones de movimiento se resuelven
con un H cualquiera que satisfaga la ecuacion anterior. Asi hemos obtenido la
gran familia de soluciones de Majumdar y Papapetrou (MP) [76, 77]:

ds? = H72dt? — H2dZ2,
A, = Sua(HP—1), a = +2 (1.3.36)

00,H = 0.

Si queremos encontrar soluciones describiendo varios agujeros negros ERN en
equilibrio estatico, dado que en coordenadas isétropas el horizonte es una singu-
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laridad puntual, podemos probar con una funcién arménica H que tenga varias
(V):

2GY |g;
H(#) =1+Y 2y lail (1.3.37)

H esta normalizada para que la métrica sea asintéticamente plana y los coefi-
cientes de cada polo son positivos para que H no se anule y la métrica no sea
singular.

Se puede demostrar [78] que cada polo de H es un horizonte. La carga de
cada agujero se puede calcular y el resultado es sign(—a)|g;|, es decir: todas las
cargas tienen el mismo signo. Pero es imposible calcular la masa de cada agujero
porque sélo la masa total M esté bien definida. Esta resulta ser M =23 g,
Sin embargo, el equilibrio de fuerzas que hay entre los agujeros negros sugiere
que las densidades de energia de interaccién electrostaticas y gravitatorias se
cancelan mutuamente por doquier (una de las senales de que hay supersimetria,
como veremos). Asi, las masas y cargas estarian localizadas en las singularidades
y podriamos asignarlas masas M; = 2|¢;|. Esta es una idea muy atractiva, pero
no una prueba rigurosa. Sin embargo, veremos que para los ERNs (a diferencia
de Schwarzschild) es posible encontrar fuentes localizadas, lo que apoya esta
idea.

Si tomamos alguno de los coeficientes negativo, habra alguna masa negativa

que sera la causa de las singularidades desnudas. La censura césmica deberia
de prohibir estas situaciones.

En el limite de cercania al horizonte p — 0 en la métrica Ecs. (1.3.34), la
constante 1 se puede ignorar y encontramos otra solucién de MP con H =

Ruas/p (Raas = 2G%|q)):

p dp?
AdS p
(1.3.38)
2p 2
A = =L F,—__=
! Rags ot Rags

Esta es la solucién de Robinson y Bertotti (RB) [79, 80]. No es asint6ticamente
plana: es el producto de dos espacios bidimensionales de curvatura constante
anti-de Sitter (AdS,) con “radio” Ruus = 2GW|q| y curvatura R® = —2/R2 .
y una 2-esfera S? de radio Rags y curvatura R = +2/R? .

AdS, es invariante bajo SO(1,2) y S? bajo SO(3). El grupo de isometria de
RB es mucho mayor que el de ERN (SO(1,1) x SO(3)). En la préxima leccién
veremos que también hay un incremento de supersimetria, que es maxima, por



30

LECCION 1. TERMODINAMICA Y ACCION EUCLIDIANA

lo que se podria considerar a RB como un vacio de l;a teoria alternativo al
de Minkowski. Asi podemos imaginar que ERN interpola entre el vacio de de
Minkowski (en el infinito) y el de RB (en el horizonte) y podemos interpretar
ERN como un solitén gravitacional [81].

8. Si desplazamos la coordenada radial de la solucién de RN r = p + r_, podemos

reescribirla de esta forma genérica:

ds? = H2Wdi? — H? W’ldp2+p2d9%2)] ,

Au - 6uta (Hil - 1) ) (1339)
2
weh et )],
P P 2

a=— , h=ry, w==%2. (1.3.40)

En esta forma la métrica parece la de un agujero de Schwarzschild de masa rq/ Ggé)
“vestido” con ciertos factores (de H) relacionados con el potencial gauge, o como la
solucién de ERN “vestida” con factores tipo Schwarzschild (W). W desaparece en
el limite extremo y H cuando la carga es cero. Esta forma de la solucién se puede
generalizar a p-branas cargadas, como veremos.

. Consideremos, finalmente la accién

— 1.3.41
Slg. A = o [/l [R- by o] | (A

Esta accién es invariante bajo rotaciones O(N) de los N vectores abelianos. Este es
un ejemplo muy simple de simetria de dualidad?'. Cualquier solucién de EM es una
solucion de ésta con todos los vectores salvo uno igual a cero, y, haciendo una rotacién

21En general, efectos cudnticos como la cuantizacién de la carga rompen el grupo de dualidad O(N) al
subgrupo discreto O(N,Z).
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O(N) podemos generar soluciones nuevas en las que los N vectores sean no-nulos. Si
la solucién original tenfa ¢, las nuevas soluciones tendran ¢; con S ¢/% = ¢2. Esta
ucién original tenfa ¢, las nuev ucion ndrdn ¢; con ) ., ¢;° = qi.
dualidad no actia sobre la métrica y, por lo tanto, sélo tenemos que sustituir ¢? por

SV, ¢ en ella. Asi, partiendo de la solucién Ec. (1.3.39) se obtiene

ds? = H2Wdi? — H? W’ldp2+p2d9%2)] ,

Al = Su0f(H' = 1),

(1.3.42)
h w ; AN
H = 1+-—, W=1+~—, w=h|1- ;iN(—> :
p p [ 2=t \
con
of = —ZNT = 49, (1.3.43)
r4
donde, ahora
i=N
re=GWM+r, ro=GY | M2—4) ¢ (1.3.44)
=1

Este es el primer y més simple ejemplo de uso de simetrias de dualidad para generar
nuevas soluciones (el segundo lo encontraremos en la Seccién 1.3.5). El resultado es
una familia que, como tal, es invariante bajo cualquier transformacién de dualidad
adicional.Estas familias reflejan muchas de las simetrias de la teoria y dependen de
combinaciones de cargas y mddulos (que definiremos luego) que son invariantes bajo
dualidad. Sus propiedades fisicas (temperatura, entropia...) también lo son.

1.3.3 Las fuentes del agujero negro ERN

La solucién de Schwarzschild satisface las ecuaciones de Einstein en el “vacio” excepto
en r = 0. El campo A, ~ @Q/rd, también satisface las ecuaciones de Maxwell en el
vacio excepto en r = 0. En este ultimo caso, sabemos que hay un término de fuente
correspondiente a una carga puntual situada en r = 0 j# ~ Q) (#3)0" tal que el campo
anterior es solucion de las ecuaciones de Maxwell con esa fuente por doquier. En el primer
caso, tal fuente no existe (0 no se conoce) y, en cualquier caso no corresponde a una
particula puntual por el problema de la localizacién de la energia del campo gravitacional.
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En el caso general de RN no esperamos nada mejor, pero en el extremo, de acuerdo con
los argumentos que dimos, podria haber una localizacién de la densidad de energia (igual
que de la densidad de carga eléctrica).

Con mas precision, queremos ver si ERN es parte de una solucién completa de las ecua-
ciones de movimiento sistema S{g, A, X| = Sgag, A+ S 4[X*], definidas en Ecs. (1.3.25)
y (1.3.20) que describe a una particula puntual de masa M, carga ¢ y linea del Universo
X#(€). En la Seccién 4.3 vamos a ver una generalizacién de este sistema a dimensiones
arbitrarias, con potenciales que son k-formas y con un escalar que se acopla al potencial de
forma arbitraria. Entre las soluciones, estd justamente el ERN, lo que corrobora nuestras
ideas.

Observemos que, si eliminamos la gravitacion del problema, no tenemos una solucion
de todas las ecuaciones: la ecuacion de Maxwell con fuentes se resuelve como antes hemos
indicado, pero la ecuacién de movimiento de la particula no por el problema de la fuerza
infinita (o indefinida) que el campo creado por la particula ejerce sobre la propia particula
(el problema de la electrodindmica cldsica). La gravitacién cura este problema pues las
fuerzas gravitatorias y electrostaticas se cancelan sobre la particula.

Esta sorprendente propiedad es una manifestacién mas de la supersimetria del agujero
negro ERN.

1.3.4 La termodinamica de RN

En esta secciéon vamos a usar unidades naturales i1 = ¢ =1 (ademds de kg = 1).

Como ya dijimos, muchas de las propiedades termodinamicas se aplican a todos los
agujeros negros conocidos, y, en particular, a los de RN. Vamos repasar estas propiedades
para un agujero de RN genérico y més tarde veremos qué pasa en el caso de un ERN.

Para empezar, las leyes de la termodindmica de los agujeros negros se generalizan y
aplican inmediatamente a los RN. La ley “cero” se cumple en todos los agujeros estaciona-
rios. La primera ley incluye un término adicional que tiene en cuenta posibles variaciones
de la energia debidas a variaciones de la carga:

donde ® = 2¢/r, es el potencial electrostético en el horizonte y x ahora vale

1 VM~ 4g?
= C— (1.3.46)
Gy <M—|—\/M2—4q2)

La segunda ley es universal. El drea del horizonte de un RN estd dado en Ec. (1.3.31).
Y la tercera ley se aplica, como dijimos, a este tipo de agujeros que tienen un limite
“extremo” M = 2|¢g| en el que k = 0 y nos dice que a este limite no se puede llegar en un
tiempo finito. Vamos a ver que, en cualquier caso este limite es muy especial y cerca de él
la descripcion termodinamica del agujero negro deja de ser valida.
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La relacion entre la temperatura de la radiacién de Hawking Ty la gravedad superficial,
es la misma que en el caso de Schwarzschild Ec. (1.2.22), lo que implica la misma relacién
entre el drea del horizonte y la entropia Ec. (1.2.23)

1 M? — 442 @) 2
T = (4 3 S = ﬂ-GN (M+ \/ M2 — 4q2> . (1347)

Las graficas que representan a 7'y S como funciones de la masa para un valor de la
carga ¢ fija estan representadas en las Figuras 1.10 y 1.11.

Q M

Figura 1.10: La temperatura 7' como funcién de la masa M para un agujero RN de carga

Q = 2q.

Figura 1.11: La entropia S como funcién de la masa M para un agujero RN de carga

Q = 2q.

Observemos que la entropia no tiende a cero cuando la M — 2|g| y T — 0. También
es interesante observar la grafica del calor especifico Figura 1.12. Como vemos, hay dos
regiones bien diferenciadas en la termodindmica de RN: para valores de M mucho mas
grandes que la carga, el comportamiento es como el de Schwarzschild, con un calor especifico
negativo y S que aumenta con M mientras que T disminuye. Para M cercana a 2|g|, sin
embargo, la termodindmica es como la de un sistema ordinario, con calor especifico positivo,
lo que nos hace esperar que haya una descripcion estadistica estandar de su entropia. La
unica diferencia es que cuando la temperatura tiende a cero, la entropia tiende a un valor
distinto de cero, lo que no tendria por qué contradecir ninguna ley fundamental de la
termodindmica de acuerdo con Wald [82].
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Figura 1.12: El calor especifico C' como funcién de la masa M para un agujero RN de
carga () = 2q.

Sin embargo, este es un punto conflictivo: ya hemos advertido varias veces que las
propiedades fisicas de una familia de soluciones que depende de varios parametros continuos
no tienen por qué ser ellas mismas funciones continuas de los pardmetros (ver las notas a
pie de pagina 11 y 14). En el limite extremo no tenemos realmente control sobre lo que
ocurre?? y es necesario rehacer los célculos utilizando directamente la solucién ERN, en
vez de tomando el limite sobre resultados obtenidos utilizando la RN general.

El calculo de la temperatura directamente sobre la solucion ERN no da lugar a sorpresas:

la temperatura es cero (mejor dicho: no tiene sentido definirla, como en el espacio-tiempo
de Minkowski).

El calculo de la entropia es mas sutil: si la identificamos ciegamente con el area del
horizonte, su valor es el del limite de la entropia del RN genérico. Pero esta identificacion,
en un sistema de temperatura cero, es dudosa. Como alternativa, se puede calcular por
el método euclidiano explicado en la secciéon anterior. El resultado es que la entropia es
idénticamente cero [84, 86], resultado confirmado por otro método en Ref. [85].

Este resultado es notable y debemos recordarlo porque la entropia que vamos a calcular
utilizando un modelo microscépico basado en la Teoria de Cuerdas es la de un agujero
negro extremo, y obtendremos justamente como resultado un cuarto del area del horizonte,
distinto de cero, el resultado euclidiana semiclasico. Siempre es posible pensar que la
Teoria de Cuerdas funciona ahi donde la gravedad euclidiana falla. Se pueden encontrar
argumentos a favor de esta interpretacion en Ref. [4].

Si esto fuese asi, el agujero negro ERN seria un buen candidato a “remanente” en el que
la informacién estd acumulada sin que pueda salir (ni clisicamente ni cudnticamente, pues
no hay radiacién de Hawking), aunque es dudoso que todos los agujeros negros acaben asi.

Entre las dos regiones de calor especifico positivo y negativo que hemos descrito hay
un punto en el que éste diverge, lo cual podria ser interpretado como senal de un posible
cambio de fase. Esto seria un problema anadido a la hora de extrapolar los resultados
obtenidos en el limite extremo o cuasi-extremo.

22De hecho, la descripcién termodindmica del agujero negro deja de ser vélida en su entorno [83].
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1.3.5 Dualidad eléctrico-magnético

Como dijimos en la Seccién 1.3.1 el conjunto de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes
(incluyendo la identidad de Bianchi)?® es invariante bajo la sustitucién de F' por F = *F.
En el espacio-tiempo de Minkowski esta transformacién corresponde a un intercambio de
los campos eléctrico y magnético

—

B=_F, (1.3.48)

por lo que esta simetria Z, de las ecuaciones de Maxwell se conoce como dualidad electro-
magnética. Este Z, se extiende a un grupo continuo®* G L(2) de transformaciones:

F=aF +V'F, =*F=—bF +a'F, >+ 1> #0. (1.3.49)

Es conveniente definir el vector de dualidad F

- ([ F e 01\ =
FZ(*F)’ F_(—l 0>F, (1.3.50)
puesto que con él las ecuaciones de Maxwell se escriben en forma compacta

V" =0, (1.3.51)

F se transforma en la representacién vectorial del grupo de dualidad GL(2)

= - a b
F=MF, M = ( b a) ) (1.3.52)

Si integramos el dual de Hodge del vector de dualidad *F sobre una 2-esfera en el
infinito, obtenemos un vector cuya primer componente es 167G N ¢, con nuestros convenios.
La segunda componente es, por definicion, la carga magnética p:

= 167TG(4)(] (4) - - q
*F = N = 167G = . 1.3.53

Estas transformaciones son no-locales en términos del potencial A: usando Ec. (1.3.8)
obtenemos la siguiente relacion entre A y A:

1
Au(z) = dM\z” 6\776 A,(\z) . (1.3.54)

Esta no-localidad es, a la vez, lo que hace interesante esta dualidad y el origen de
muchos problemas. Para empezar, la accién de Maxwell no es invariante bajo la simple

23De momento ignoramos el acoplo a la gravedad y simplemente consideramos la accién de Maxwell en
un espacio-tiempo curvo.

24Como en el caso de N vectores la simetria O(N), la cuantizacién de la carga romperd esta simetria a
un subgrupo discreto.
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sustituciéon de F' por *F ( (*F)*> = —F?). El procedimiento adecuado para reescribir la
accion en términos de las variables duales se llama dualizacion de Poincaré y consiste en
reescribir primero la accién como un funcional de F' en vez de A.

Veamos ahora qué modificaciones produce el acoplo a la gravitacion. Ahora hay una
ecuacion mas: la de Einstein, que podemos reescribir asi

Gu — E,"°F,, =0, (1.3.55)

lo que pone de manifiesto que sélo el subgrupo O(2) la deja invariante y SO(2) es el grupo
de dualidad eléctrico-magnético del sistema de Einstein-Maxwell.

Como hemos hecho notar antes, ésta es una teoria abeliana sin materia y no hay cons-
tante de acoplo, pero podemos pensar que la simetria gauge U(1) es parte de un un grupo
no-abeliano que esta roto y entonces podemos introducir una constante de acoplo e que
aparece como un factor 1/e? en frente del F? de la accién. El vector de dualidad y la
ecuacion de Einstein son ahora

L [ e?F LNT(0 1 A
F= < *F > ) Gl“’ + (Fllp> < -1 0 ) Fz/p — 0, (1356)
y es invariante bajo Sp(2,R) ~ SI(2,R). Sin embargo, de todo este grupo sélo estas

transformaciones son consistentes con la ligadura del vector de dualidad? (permitiendo
cambios de escala de la constante de acoplo)

_ a 0 ,
M_<01/a>’ e=a"e,

_ 0 1 , 1
M—(_l()), 6—;.

Esta ultima transformacién es el intercambio de F' por *F' y como vemos invierte la cons-
tante de acoplo. Esta es la propiedad que hace a la dualidad eléctrico-magnético (o duali-
dad S) tan interesante pues en las variables duales es perturbativo lo que en las originales
es no-perturbativo y proporcionan una mejor descripcion de la teoria.

Dualidades perturbativas como la rotacién O(N) entre los N campos vectoriales que
vimos en la Secciéon 1.3.2 se llaman dualidades T, al menos en el contexto de Teoria de
Cuerdas. En las Teorias de Cuerdas tipo II, ambos tipos de dualidades son parte de un
grupo de dualidad mucho mayor (que no es simplemente su producto directo) y que se
conoce como el grupo de dualidad U [87].

(1.3.57)

Agujeros negros RN magnéticos y didénicos

Como hicimos en el caso de dualidad O(N), podemos usar la invariancia de la teoria de
Einstein y Maxwell bajo

25Gi hubiésemos generalizado la teoria incluyendo un dngulo 1, todo el grupo SI(2,R) dejarfa invariante
la teoria. Este es el arquetipo de grupo de dualidad S o eléctrico-magnético.
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F = cos&F +sin&F,
(1.3.58)
*F = —sinéF +cos&F,
para generar soluciones nuevas, partiendo de RN o de las MP. Tomemos la solucién eléctrica
de RN Ec. (1.3.29). Inmediatamente obtenemos una solucién con la misma métrica y

con el campo electromagnético

7 —4G§f§) cos &q
r = T 5,
r? (1.3.59)

Fy, = 4G§3) sin{gsinf.

Ahora hay que expresar la nueva solucién en términos de los nuevos parametros fisicos ¢, p
que estan relacionados con los antiguos por

G=costq, p=-16GYsin&q, = @+ | —— | =¢°, (1.3.60)
167Gy
eliminando el parametro de dualidad &, que no lo es. La tltima ecuacion se debe a que
SO(2) deja invariante |g]. Suprimiendo las tildes, el resultado es un agujero negro RN con
carga eléctrica y magnética (didnico)

2 _ 2 g1 2 27002
ds* = f(r)dt® — f~1(r)dr? — r?dS,

4G(4)q
F, = — r]; , Fg(p:——ﬁsmﬁ,
_ 1.3.61
fr) = =)o), (1.361)
01 Y /2
(4) (4) 2 2 p
ry+ = G M:l:T‘g, T‘OZG M= —4 q° +
N N 167Gy

Todas las propiedades que dependen de la métrica (entre ellas temperatura y entropia)
son idénticas a las del agujero negro RN puramente eléctrico (con ¢® reemplazado por el
invariante |q]), pero hay sutilezas con las propiedades cudnticas y con la versién euclidiana
de la solucién y el calculo euclidiano de la entropia Refs. [88, 89, 90].

El hecho de que las propiedades fisicas dependan de las cargas a través de invarian-
tes bajo dualidad (aqui |g]) es un hecho muy importante que se repetird en casos més
complicados.

26M4s adelante veremos dualidades que generan métricas distintas a la original.
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Leccion 2

Agujeros negros en Supergravedad

2.1 Introduccion

Uno de los avances mas interesantes que se han producido en las ultimas décadas ha sido
la invencién de la supersimetria y su aplicacion en la teoria de las particulas e interacciones
fundamentales. Esta simetria que relaciona bosones y fermiones se puede entender como
una generalizacion del grupo de Poincaré que es la simetria del espacio de Minkowski a un
supergrupo que lo contiene y que es la simetria de un superespacio que estd descrito por
coordenadas bosénicas z* y fermidnicas % (anticonmutantes)'. Las transformaciones de
supersimetria relacionan estas coordenadas.

Dado que se puede entender en cierto sentido la RG como la teoria gauge del grupo de
Poincaré? | es natural estudiar su generalizacién basada en el supergrupo correspondiente.
Esta generalizacién llamada Supergravedad (SUGRA) no es unica porque dado un espacio-
tiempo bosénico podemos extenderlo a un superespacio anadiendo uno o N conjuntos de
coordenadas fermidnicas ' i = 1,..., N. Las SUGRAs basadas en estos superespacios
extendidos tienen N supersimetrias y se las llama Supergravedades Extendidas (SUEGRAs).
Sin embargo, no hay un nimero infinito de SUEGRAs porque para gaugear supergrupos
con N >80 con N =1end > 11 hacen falta o varios gravitones o particulas de espin
superior que no sabemos como tratar consistentemente.

En esta lecciéon vamos a estudiar muy someramente las SUEGRAs mas sencillas en
d = 4 y sus soluciones de tipo agujero negro. Definiremos el concepto de supersimetria
residual, caracterizandola en el superalgebra y a través de los espinores de Killing y veremos
qué relacion hay entre esta propiedad y las propiedades termodinamicas de las soluciones.

Hay muchas referencias generales excelentes sobre Supersimetria y Supergravedad. Al-
gunas de ellas son el articulo de van Nieuwenhuizen [92], los libros de Wess y Bagger [93],
de West [94] y de Freund [95] y los articulos mds recientes de van Proeyen [96] y Bilal [97].
En el libro de Salam y Sezgin [98] estdn reproducidos muchos de los articulos originales

LAqui o, 83, ... son indices de una representacién espinorial del grupo de Lorentz en la dimensién de que
se trate.
2Una referencia muy pedagdgica sobre éste y otros temas es [91]

39
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sobre Supergravedad y contiene una extensa bibliografia.

2.2 Supersimetria y Supergravedad

2.2.1 El superalgebra de Poincaré N =1,d =4

El supergrupo de Poincaré N = 1,d = 4 se puede construir por exponenciacién del su-
peralgebra de Poincaré N = 1,d = 4, que es una extensién del dlgebra de Poincaré con
generadores bosonicos P,, M, con generadores fermiénicos Q% (los generadores o cargas
de supersimetria) que se transforman como espinores de Majorana bajo transformaciones
de Lorentz, por lo que tienen 4 componentes reales y

[Q%, My) =T (Ma)" 5Q° (2.2.1)

donde Ty (M) es el generador del grupo de Lorentz Mg, en la representacién espinorial,
mientras que el conmutador con los P,s es cero. El superdlgebra se completa con el anti-
conmutador de las QQ%s

{Q*, Q% =i(y"¢ ) P, (2.2.2)
de forma que las relaciones de conmutacién no-nulas completas del superalgebra de Poin-
caré N =1,d =4 son

[Maba Mcd] = - ebl—‘v (Mcd)e a Mael—‘v (Mcd)e b
PG)MC = _Perv Mceaa
[Pa M) (M) (2.2.3)
[Qa, Mab] = Fs (Mab)a ﬁQﬁ )

{Q*,Q%) = i(yc )P,

Para construir la teoria de SUGRA N =1,d = 4, se “gaugea” este dlgebra: introduci-
mos el potencial gauge A,

A, =e" P+ 20, Moy + 0,0Q% (2.2.4)

donde €%, es la tétrada (que va a representar gravitones) w,% es la conexién de espin
(que serd una funcién de los otros campos) y 1,4 es el campo de Rarita-Schwinger (que
va a representar gravitinos, particulas de espin 3/2, relacionadas con los gravitones por
supersimetria), y los pardmetros infinitesimales de transformacién

A =0"P, + 30" My + €,Q%, (2.2.5)
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donde 0 genera translaciones locales, 0% rotaciones de Lorentz locales y € transformaciones
de supersimetria locales cuya accién en el potencial gauge es, por definicién

A, =0,A+ A\ A, =D,A, (2.2.6)

la derivada supercovariante.

A partir de aqui los pasos son los habituales: definicién de curvatura y construccion
de una accién que dependa de la curvatura y que tenga las simetrias apropiadas (ver, por
ejemplo, [95]). El resultado es la accién de SUGRA N = 1,d = 4

- 2.2.7
Sle® ., w1, = /d%e [R(e,w) + 2e 1" P 0,57,V by ] ( )

donde

R(e,w) = e, ey R, " (w) (2.2.8)

y R,,®(w) es la curvatura asociada a la conexién de espin w,® por Ec. (A.1.5).
En esta accién se sobreentiende que se ha resuelto la ecuacién de movimiento de la
conexién de espin en términos de e”, y 1, v se ha sustituido en ella la solucién?

Wabe = _Qabc + cha - Qcal) )
Qu = Qu(e) + 3T, (2.2.9)
Qule) = 0puey, T,"= ivﬁlﬁ“@by )

La accién Ec. (2.2.7) es invariante bajo
Transformaciones generales de coordenadas

563?” = 5#,
ocet, = —&Y0,e%, —0,8%,, (2.2.10)
6£¢u = _gyaku - uf"%,

Transformaciones de Lorentz locales

doety = J“bebu ,
(2.2.11)
5qu — %O-ab,}/abwu )

Transformaciones de supersimetria locales N =1

3Esto se conoce como formalismo de orden 1.5.
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dee®, = —ieyyy,,
(2.2.12)
oty = Ve

De acuerdo con este resultado, SUGRA N = 1 no es mas que RG acoplada a un tipo
especial de materia. Esto es cierto en todas las SUGRAs. Sélo los campos bosénicos tienen
un limite cldsico y, si buscamos soluciones cldsicas, sélo hace falta considerarles a ellos®.
En este caso, el sector bosonico es RG en el vacio y todas las soluciones de las ecuaciones
de Einstein en el vacio (vgr. Schwarzschild) son automaticamente soluciones de SUGRA
N =1.

2.2.2 Supersimetria extendida y cargas centrales

Si nuestro superespacio tiene N conjuntos de coordenadas fermidnicas, el superdlgebra
(extendida) correspondiente tendrd N conjuntos de generadores de supersimetria que de-
notamos con i = 1,... N, Q'“. Estas superalgebras no son muy diferentes de las N = 1,
salvo en el anticonmutador de dos supercargas, que ahora puede incluir cargas centrales
eléctricas @ o magnéticas P¥ que, por definicién, conmutan con todos los deméds genera-
dores®. En d = 4 el superdlgebra tipo Poincaré mas general que da teorias con invariancia
Poincaré, es, de acuerdo con el teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [99]

[Maba Mcd] = - ebrv (Mcd)e a MaeFv (Mcd)e b
PaaMc = _Perv Mceaa
| e (M) (2.2.13)
[QaiaMab] - Fs (Mab)a BQﬁZ )

{Qai, Q,Bj} — o (7“6*1)0‘5 P,—i (671)aﬁ Qij — (671)aﬁ pii

La construccion de SUEGRASs a partir de superdlgebras extendidas es méas compleja y
hay que utilizar otros métodos como el reonémico [100], pero atin asi podemos aprender
muchas cosas “leyendo” el superdlgebra:

1. El superpotencial gauge seria’

4Las soluciones de la accién que resulta de poner los fermiones a cero son siempre soluciones de la teorfa
completa.

5Si utilizamos espinores de Weyl en vez de Majorana, las cargas eléctricas y magnéticas se combinan
en una unica matriz de cargas centrales compleja.

6No se pueden gaugear simultdneamente las cargas centrales eléctricas y magnéticas.
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A, =e" P+ 2w, My, + LA7,Q7 + ", ,Q™, (2.2.14)

de lo que deducimos que la SUEGRA correspondiente tendra N gravitinos ademés
de N(N — 1)/2 potenciales gauge abelianos.

2. La teoria serd invariante bajo rotaciones SO(N) de estos vectores y gravitinos (el
superdlgebra lo es).

3. Los gravitinos no estdn cargados con respecto a los potenciales gauge”.

4. El superalgebra es invariante bajo transformaciones quirales-duales que intercambian
las cargas eléctricas y magnéticas. La SUEGRA correspondiente tendra como si-
metria de las ecuaciones del movimiento transformaciones quirales-duales en las que
los potenciales gauge son sustituidos por sus duales eléctricos-magnéticos.

Como veremos los posibles estados de las SUEGRAS van a estar caracterizados tanto
por sus propiedades de transformacién con respecto a los generadores Poincaré (masa,
momento, espin) como por sus propiedades de transformacién con respecto a las cargas
centrales (estardn cargados eléctrica o magnéticamente con respecto a ciertos potenciales).
Nosotros vamos a estar interesados en soluciones clasicas que podamos asociar a estos
estados interpretandolas como los campos de largo alcance generados por esos estados.

Extensiones cuasi-centrales

Cabe ahora preguntarse cudl es el superdlgebra de tipo Poincaré mas general si no mante-
nemos la invariancia Poincaré. El resultado [101] es que el superdlgebra anterior se puede
generalizar incluyendo “cargas centrales” con n indices Lorentz antisimétricos y dos indices

SO(N) Z¥ .., que aparecen en el anticonmutador de dos supercargas genéricamente as
aian o —1\28 ij
L (e Y ZY (2.2.15)

Estas cargas no son centrales en sentido estricto (de ahi el adjetivo de cuasi-centrales) pues
no conmutan con los generadores Lorentz, sino que

(ZE s M) = —nDy (Mab) e, ZE e - (2.2.16)
Por otro lado, son simétricas o antisimétricas en los indices SO(N) dependiendo de si
(70‘1"'“"6’_1)0"8 es simétrico o antisimétrico en los indices espinoriales a5. En d = 4 (y, de
forma similar, en cualquier otra dimensién) es facil determinar la simetria de los posibles
términos:

Cil ) ,)/5671 ) 757&071 ) '.)/al)cci1 ) ’Yabcdcil ) (2217)

"Pero se puede hacer que lo estén, gaugeando la simetria global SO(N). La teorfa contiene siempre el
nimero preciso de vectores.
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son antisimétricos, pero el primero y el quinto y el segundo y el cuarto estan relacionados
por Ec. (A.2.29). Por otro lado,

’Yac_l ) fYabC_l ) 7570,1)6_1 ) 757abcc_1 ) (2218)

son simétricas. La primera y la cuarta y la segunda y la tercera estan relacionadas por
Ec. (A.2.29).
Asi, el anticonmutador mas general de dos supercargas en d = 4 es

{QV,Q7) = i (yo¢™) Py +i(CT)* 200 4 55 (C71)* 210
+ (72 e Z8D i (yyee) ™ 237 (2.2.19)
i (,yabcfl)aﬂ Z,gf,j) + (75,Yabcfl)aﬁ Z{Sj)j)'

.,Qué tipo de estado puede portar estas cargas? Veremos que de forma natural son
los objetos extensos (no-puntuales, como cuerdas, membranas y sus generalizaciones con
mas dimensiones ) los que las portan. Estos objetos rompen la invariancia Poincaré en las
direcciones transversas a su volumen, y esa rotura esta asociada a los indices Poincaré de
las cargas.

2.2.3 Supersimetria residual

Antes de definir supersimetria residual, es oportuno hacer algunas observaciones de caracter
general.

Las soluciones de una teoria dada normalmente rompen la mayorfa (o todas) las si-
metrias de la misma. A veces preservan alguna de éstas, que recibe el nombre de simetria
residual. Las demds simetrias de la teoria de pueden utilizar para generar nuevas soluciones.
Veamos dos ejemplos:

Mecanica: El lagrangiano de una particula libre es invariante bajo todo el grupo de
Poincaré, pero cualquier solucién es una recta, invariante tan sélo bajo translaciones
a lo largo de ella misma y rotaciones en las que es tomada como eje. Estas son las
simetrias residuales de las soluciones. Las otras transformaciones de Poincaré mueven
la recta y generan otras soluciones.

Teoria de Campos: Las ecuaciones de Einstein son invariantes bajo difeomorfismos ar-
bitrarios, pero las transformaciones que dejan invariante una soluciéon determinada
forman su grupo de isometrias, que es de dimension finita. Los generadores de estas
transformaciones se hallan resolviendo la ecuacion de Killing

59#,, = —QV(MICV) =0. (2.2.20)
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Las demds transformaciones generan métricas que son equivalentes (si las transfor-
maciones dejan invariantes las condiciones de contorno) o no (si no lo hacen).

El segundo ejemplo es evidentemente el mas interesante. En él la existencia de simetrias
residuales tiene consecuencias mas transcendentales: las particulas que se mueven en un
espacio-tiempo con isometrias tienen cantidades conservadas asociadas a éstas (vgr. en
Minkowski, cuyo grupo de isometrias es el de Poincaré, el momento y el momento angular
de las particulas estan conservados). Si hacemos Teoria de Campos es ese espacio-tiempo
el grupo de isometria serd el grupo de simetria de esa Teoria de Campos.

En este contexto, los vacios de las teorias de campos se suelen identificar con las solu-
ciones clasicas que tienen un grupo de simetrias residuales maximo. Asf el espacio-tiempo
de Minkowski es el vacio de la RG sin constante cosmoldgica porque tiene un grupo de
isometrias maximo (10-dimensional) y el espacio de Sitter (anti-de Sitter) es el vacio de la
RG con constante cosmoldgica positiva (negativa) porque su grupo de isometria es también
méaximo: SO(1,4) (SO(2,3)).

El concepto de supersimetria residual (conservada o preservada) no es mas que la apli-
cacion directa del concepto general de simetria residual a las soluciones cldsicas (es decir:
puramente bosénicas) de las SUGRAs: una solucién tiene supersimetrias residuales (o es
supersimétrica o BPS) si es invariante bajo alguna transformacién de supersimetria local.
Si denotamos por B a los bosones y F' a los fermiones, buscamos entonces soluciones tales
que

§.B ~ ¢F=0,

. derBe |, (2.2.21)
¢ OBe+ Be [

Las primeras ecuaciones se cumplen siempre (F = 0). Las segundas sélo en ciertos casos y
se llaman ecuaciones de los espinores de Killing.

Por ejemplo, en SUGRA N = 1,d = 4 la ecuacién del espinor de Killing es, de acuerdo
con Ecs. (2.2.12)

Sy = Ve =0, (2.2.22)

y s6lo admite soluciones en dos casos: Minkowski, con € constante (4 supersimetrias resi-
duales, una por cada componente arbitraria de €) que es maximamente supersimétrica y
las ondas planas para las que € ha de satisfacer la ligadura algebraica

(1—=+"ye=0, (2.2.23)

que sélo deja dos componentes (1/2 del total) arbitrarias, por lo que sélo preserva 1/2 de
las supersimetrias.

En ésta y las proximas lecciones vamos a ver muchos mds ejemplos de ecuaciones de
espinores de Killing y de espacio-tiempos en los que tienen soluciones.

Las soluciones supersimétricas tienen interesantes propiedades:
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1. La existencia de supersimetrias residuales implica la de isometrias puesto que el
anticonmutador de dos transformaciones de supersimetria es esencialmente un difeo-
morfismo. El vector de Killing £* estd dado por una expresion de este tipo:

EHF ~ eyte, (2.2.24)
donde € es un espinor de Killing.
2. Las supersimetrias residuales y las isometrias forman un supergrupo.

3. Si hacemos Teoria de Campos en una solucion supersimétrica, tal teoria tendra el
anterior supergrupo como grupo supersimetria global.

4. Las soluciones supersimétricas en general no tienen correcciones cuénticas (o éstas
son limitadas, depende de la cantidad de supersimetria preservada). También son
estables frente a perturbaciones clasicas. Las razones para esto se pueden explicar
mejor en el lenguaje del superalgebra.

Supersimetrias residuales en el superalgebra

Hemos dicho que estamos particularmente interesados en soluciones que se pueden inter-
pretar como configuraciones de campos debidas a ciertos estados de nuestra teoria. Hay
pues una relacion entre la accion de las transformaciones de simetria sobre las soluciones
y la accion de los elementos del superdlgebra sobre los estados asociados. Si la solucion es
invariante bajo cierta transformacion, entonces el estado correspondiente serda aniquilado
por cierto elemento del superalgebra. Si hay supersimetrias residuales, esperamos que la
carga

be|s >~ E.Q"|s >=10. (2.2.25)

El anticonmutador de esta supercarga consigo misma nos da una expresién del tipo (en
d=4)

eMe = 0,

M = Z'(;ij,),apa + iz[ij} + 752[1’]‘} + ’)/aZéij) + i’YsVaZ([fﬂ + i7abZ,§Zj) + ,},5,),ab2$j) :

(2.2.26)
donde hemos sustituido los generadores por su valor sobre el estado |s >. Esta ecuacién
tiene soluciones si el determinante de la matriz 90t es cero. Resolverla completamente es un
problema muy complicado, pero afortunadamente hay soluciones simples con interpretacion
fisica simple. Consideremos, por ejemplo, el estado correspondiente a una particula puntual
sin carga y sin masa, cuyo momento es de tipo luz P? = 0. En el sistema de referencia en
el que se mueve en la direccién 1, (P*) = (p,£p,0,...,0) y (por simplicidad, en el caso
N =1) la matriz M es
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M =ipy° (1 £7%") . (2.2.27)

Es facil ver que M es singular porque la mitad de los autovalores de v°y! son +1 y la
otra mitad —1, con lo que la mitad de los autovalores de 9t son 0. Las supersimetrias que
dejan invariantes el estado de esa particula son generadas por es que satisfacen 9e = 0, que
coincide precisamente con la ligadura Ec. (2.2.23). De esto concluimos que podemos asociar
las soluciones que describen ondas gravitacionales planas con estado de particulas sin masa
moviéndose a la velocidad de la luz y que ambos preservan la mitad de las supersimetrias.
Soluciones de este tipo hay en todas las SUEGRAS.

El siguiente caso en simplicidad es el de una particula de masa M y carga eléctrica ()
en SUEGRA N =2,d =4 (QY = Q¢¥). En el sistema de referencia en el que la particula
estd en reposo (P*) = (M,,0,...,0)y

M = in" M (5“ + %7%“) : (2.2.28)

Esta matriz 8 x 8 es singular sélo cuando () = +£M, en cuyo caso habria supersimetrias
residuales generadas por cargas de supersimetria €' ()" donde € satisface la ligadura

(6 £+l = 0. (2.2.29)

Esta ecuacion tiene 4 soluciones independientes de las 8 posibles y asi el estado de
que hablamos preserva la mitad de las supersimetrias. ;A qué solucion de la SUEGRA
N = 2,d = 4 corresponde este estado? Ha de corresponder a un objeto esféricamente
simétrico (lo méas parecido a un objeto puntual), estatico, de carga M = |Q| = 2|q| con la
normalizacién correcta: jun agujero ERN con carga eléctrica®! Esto debemos demostrarlo
encontrando los espinores de Killing. Veremos que efectivamente esto es asi en la siguiente
seccion.

., Qué pasa en el caso general? Centrémonos primero en d = 4 con cargas estrictamente
centrales. Para atacar el problema general es conveniente usar una base de Weyl en vez
de una base Majorana, de forma que las matrices de cargas eléctricas y magnéticas se
combinan en una sola matriz antisimétrica ay compleja de cargas centrales Z*/, que tiene
[N/2] autovalores Z;. De acuerdo con los autores de la Ref. [102], en el sistema de referencia
en el que la particula masiva estd en reposo, la matriz 90 es singular cuando el médulo de
uno o varios de estos autovalores es igual a la masa M = |7;|. La cantidad de supersimetria
preservada depende del niimero de médulos de autovalores que sean iguales. Si todos son
iguales e igual a M, entonces se preservan la mitad de las supersimetrias y en los demas
casos, menos. Veamos qué pasa en los casos que nos interesan N =1,2,4,8,d = 4:

N=1 No hay estados masivos supersimétricos.

8Con cargamagnética P = + M tendriamos el proyector (6% £v57%€%) y en el caso diénico P?+Q? = M?
el proyector serfa [0% £ (cos & + i sin &y;5)y0e¥] = [69 £ e¥7540€].
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N=2 1/2 de la supersimetria se preserva cuando’

M:|Z|7

N=4 1/2 de las supersimetrias se preserva si
M = |Z| = |Z,

y1/4 si
M = |Zl| 5’é |ZQ|'

N=8 1/2 de las supersimetrias se preserva si
M = |Zi| = |Z5| = |Z3] = | Z4]

1/4 si
M = |Zl| = |Z2| # |Z3,4|7

y 1/8 si
M = |ZI| # |Z2,3,4

En todos los casos, los proyectores sobre los espinores son de la forma

(6 +4°a) (2.2.30)

donde ¥ es una matriz que depende de la SUEGRA concreta con que estemos trabajando.
Estos proyectores deben de asociarse, pues a estados de particulas puntuales masivas. Hay
un proyector por cada factor de 1/2 de supersimetria y deben conmutar entre si para que
haya supersimetria.

A qué tipo de soluciones van a estar asociados estos estados? Claramente, a gene-
ralizaciones de ERN (soluciones esféricamente simétricas, estdticas, cargadas) que depen-
deran de los campos que haya en la SUEGRA. Las més estudiadas y conocidas son las de
N = 4,d = 4 que veremos en la Seccion 2.4.2. Sobre N = 8,d = 4 diremos algo en las
lecciones siguientes.

Pasemos ahora a estudiar la situacién cuando hay una carga cuasi-central (real) Z,(l’f?..ap.
Utilizando identidades de las matrices gamma y el sistema de referencia apropiado, siempre
es posible escribir

A1) B
M = ir" M (6“ + 37 7oyt -7”0/’) : (2.2.31)
que es singular si M = Z® . Aqui el proyector no puede ser interpretado como el de
una particula puntual. De hecho, las cargas con p indices Lorentz estdn asociadas en la
SUEGRA a potenciales que son (p + 1)-formas diferenciales A®*V, ., que, al igual

En N = 2 el Gnico autovalor es Z = ) + i P.
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que una l-forma (potencial vector) se acopla a la linea del universo de una particula a
través de un término de Wess-Zumino, se acopla al volumen del Universo de un objeto
de p dimensiones espaciales o p-brana. Asi éste es el proyector asociado a una p-brana
supersimétrica que preserva 1/2 de las supersimetrias.

En la Seccién 5.3 estudiaremos el caso en que hay varias cargas de este tipo distintas de
cero a un tiempo, que interpretaremos como intersecciones de p-branas. En estos casos, el
espinor € ha de satisfacer varias ligaduras simultdneamente. Esto sugiere la interpretacion
de los agujeros negros con varias cargas como superposiciones de agujeros negros mas
simples. Veremos en la Seccion 2.4.4 que esta interpretacion es posible en ciertos casos.

Estabilidad y cotas BPS

La matriz 9 tiene otra propiedad importante: es esencialmente el cuadrado de las super-
cargas y sus autovalores deben de tener propiedades de positividad. De hecho, se puede
demostrar que el jamiltoniano de las teorias supersimétricas es siempre no-negativo [103] o,
lo que es lo mismo, que M > 0. Alin més: en teorias con supersimetria extendida, la masa
estd acotada por debajo por los autovalores de la matriz de cargas centrales Z* [104, 102]

M>1|Z|, i=1,...,[N/2], (2.2.32)

lo que se conoce como cotas de Bogomol “ nyi o cotas BPS. Es cuando alguna de estas cotas
se satura, cuando el estado tiene supersimetrias residuales (es “BPS”).

Estas cotas juegan un papel crucial en la estabilidad de los estados y de las teorias.
Los estados BPS tienen los valores minimos de la energia para valores dados de las cargas
centrales. Estos ultimos no pueden variar porque en las teorias no hay campos cargados
con respecto a ellas (por eso a veces se las califica como cargas topolégicas) y por lo tanto
los estados BPS son estables.

Después de ver el lado algebraico/cuantico'® de las cotas, veamos el lado “supergra-
vitatorio”. Como hemos visto, SUGRA N = 1 no es mas que RG acoplada a un campo
fermidnico. Esto implica que la energia (masa) en RG también ha de ser no-negativa [105].
La demostracién rigurosa de este teorema fue hecha por Schoen y Yau en Ref. [106] con
técnicas distintas, pero esta demostracion fue seguida inmediatamente por otra version de
Witten [107] basada de nuevo en SUGRA. Esta técnica fue perfeccionada por Nester e
Israel Refs. [108, 109] y generalizada por Gibbons, Hull y otros [110, 111]. Los resultados
de la técnica de Witten, Israel y Nester (WIN) son la version en SUEGRA de las cotas
BPS. La relacién estd explicada en el caso N =1 en Ref. [112].

Las estados BPS de SUEGRA tienen cargas y masas que saturan cotas BPS y admiten
espinores de Killing. Dentro de la teoria de SUEGRA concreta de que se trate, gozan de
estabilidad. En el caso concreto de ERN, esta estabilidad se manifiesta en la ausencia de

10Todo el razonamiento y los resultados anteriores se aplican sélo a teorias cuanticas en las que los
estados han de estar en representaciones unitarias de los grupos de simetria (T. de Wigner). En teorias
clasicas de campos, estos resultados no tienen aplicacion directa y se necesitan condiciones adicionales:
comportamiento asintético y condiciones sobre la energia. A estos resultados nos vamos a referir ahora.
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radiaciéon de Hawking (7" = 0). Aqui aparece un nexo entre las propiedades termodindmicas
y la supersimetria del que vamos a encontrar méas ejemplos.
Pasamos ahora a ver ejemplos concretos de todos estos resultados generales.

2.3 Agujeros negros en Supergravedad N =2,d =4

2.3.1 SUEGRA N =2,d=4

SUEGRA N = 2,d = 4 fue construida originalmente por Ferrara y van Nieuwenhuizen [113]
acoplando un supermultiplete vectorial (compuesto por un vector y un gravitino) a SUGRA
N =1,d =4 y observando que la teoria resultante era invariante bajo una transformacién
de supersimetria adicional''. Asi, el supermultiplete de SUEGRA N = 2,d = 4 consta de
una tétrada, una pareja de gravitinos reales y un campo vectorial

{6auawﬂ = ( Zé ) ,A#}. (2.3.1)

Los indices SO(2) i = 1, 2 no los escribiremos excepto cuando sea completamente necesario.
La accién en el formalismo de orden 1.5 es

S = /d4a: e {R(e, w) + 2e7 P, v57, YV o — F2+ Ty (T ey + \7(m);u/)} ;

(2.3.2)
donde
Fuw = Fu + Imyw
Fuu = F;w + \7(e)uu ) (233)
F, = 26[#141,} ,
y
T = wju‘ﬂ@bv ,
(2.3.4)

Timww = =2 9150”5

La ecuacién de w,® es la misma que en el caso N = 1y la solucién es también Ec. (2.2.9)
pero con la torsién dada por

UEsto es similar a la construccién de SUGRA N = 1,d = 4 a partir de N = 0 (RG) acoplando un
gravitino.
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T," = ih, Y"1, (= i,y l) . (2.3.5)
Esta accién es invariante bajo 1. difeomorfismos, 2. transformaciones Lorentz locales, 3.

transformaciones gauge del potencial vector, 4. rotaciones globales SO(2) de los gravitinos
y 5. transformaciones locales de supersimetria N = 2

dee, = —iey",,
0 A, = —iec?y,, (2.3.6)
dethu = Ve,
donde
Vi=V,+1 Fyo?, (2.3.7)

es la derivada supercovariante sobre €.
Las ecuaciones de movimiento, pero no la accién, son invariantes bajo un grupo global
SO(2) de transformaciones quirales-duales

ﬁ;w = cosﬁﬁ'u,,+sin9*ﬁ'w,,
| (2.3.8)
P o= ey,

La correspondencia de todas estas simetrias con propiedades del superdlgebra corres-
pondiente es obvia.

2.3.2 Soluciones

Para nuestros propésitos, lo mas interesante de la SUEGRA N = 2,d = 4 es que su sector
bosénico no es mas que la teoria de Einstein y Maxwell que ya vimos y todas las soluciones
de ésta lo son de la primera, en particular RN y MP.

Si RN describe un estado (posiblemente soliténico, pues no hay materia cargada en
esta SUEGRA) de masa M y carga |Z| = |@ +iP|, cudnticamente M > |Z], justamente la
condicién de censura cosmica. Esto no es sorprendente, dada la relacién en la que hemos
insistido varias veces entre censura césmica y positividad de la energia. Clasicamente se
puede probar [110] que bajo condiciones energéticas usuales y en espacios asintéticamente
planos, esa relacién se tiene que cumplir siempre.

La saturacion de la cota BPS coincide con el limite de extremalidad de RN, la desapa-
ricion de la radiacién de Hawking y la aparicién de soluciones estaticas con varios ERNs
en equilibrio (MP). Todas las soluciones de la familia MP admiten espinores de Killing
[110], pero hay atin més soluciones que los admiten como demostré Tod en Ref. [114]: la
familia de soluciones de Israel, Wilson y Perjés (IWP) [115, 116] y una generalizacién de
las ondas gravitatorias planas que incluyen campos electromagnéticos. Vamos a describir
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la familia IWP en la siguiente seccion. Aqui basta decir que en ella hay soluciones con
momento angular y carga NUT, pero que las tinicas soluciones regulares sin curvas cerradas
de tipo tiempo son las de la subfamilia de MP [78]. En particular, no hay agujeros negros
supersimétricos regulares con momento angular en SUGRA N = 2,d = 4. Este resultado
es valido para N = 4,8, d = 4 también, pero no en d = 5.

En cuanto al nimero de supersimetrias residuales, genéricamente las soluciones de IWP
tiene 1/2. Las dos excepciones conocidas son Minkowski y RB que tienen el méaximo niimero
de supersimetrias preservadas y se pueden considerar vacios de la teoria.

2.4 Agujeros negros en Supergravedad N =4,d =4

2.4.1 SUEGRA N =4,d=4

El supermultiplete de SUEGRA N = 4,d = 4 [117] consta de la tétrada, seis vectores
abelianos, un escalar (dilatdn) un pseudoescalar (azidn) cuatro gravitinos reales y cuatro
dilatinos reales (espin 1/2)

{6auaA(n)ua¢a a, %,)\i}, (2.4.1)

respectivamente. La accién de los campos bosénicos es

6 6
S = /d4a: ] {R +2(09)* + 2e'(0a)® —e Y FMFM 4 4) " F™") *F(">} :
n=1 n=1

(2.4.2)
Ademas de la invariancia bajo difeomorfismos, transformaciones de Lorentz locales,
transformaciones gauge de los seis vectores y transformaciones de supersimetria local
N = 4, rotaciones globales SO(4) de vectores y fermiones y rotaciones quirales-duales, el
sector bosénico de esta teorfa es invariante bajo rotaciones globales SO(6) de los seis vec-
tores'? y (sélo las ecuaciones del movimiento) bajo transformaciones de dualidad SL(2,7Z)
que actuan sobre los escalares y los vectores. Para describir esta simetria es conveniente
combinar los escalares en un escalar complejo que a veces es llamado azidilaton

T=a+ie %, (2.4.3)

y definir los duales SL(2,7Z) de los vectores

W =9,AM —9,AM (2.4.4)

pv i

Si A es una matriz SL(2,R)

12Esta simetria estd relacionada con la de rotaciones SO(4) que esperamos a partir del superalgebra que
se ve aumentada hasta SU(4) por las rotaciones quirales-duales.
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a b
A—<C d)’ ad —bc=1, (2.4.5)

entonces los vectores y sus duales se transforman en dobletes (lo que antes llamamos vector

de dualidad)
ﬁ(n)u > < Fm) >
" v —3 A n wv , (246)
( F( )uv F( )W
y 7T se transforma no-linealmente

at +b
et +d’

T —> (2.4.7)

Aqui e? juega el mismo papel que la constante de acoplo e en la dualidad eléctrico-
magnético y a juega el papel de un angulo € local. De hecho, desde el punto de vista de la
Teoria de Cuerdas e? es realmente la constante de acoplo.

El grupo de dualidad de esta teoria es, pues el producto directo de la dualidad T
(SO(6)) yla S (SL(2,R)).

En N = 4 hay dos cotas BPS M? — |Z;,|? > 0. Ninguna de ellas es separadamente
invariante bajo dualidad, que las intercambia. Para escribir una cota invariante (cota BPS
generalizada) tomamos el producto de ambas cotas y dividimos por M?

|Z, 25|
M2

que es la que debe de aparecer en la métrica, que es invariante bajo dualidad. El término

|Z1Z5|>?M~2 se puede interpretar con las cargas de los escalares en los agujeros negros

regulares. Como esperamos por el teorema de “no-pelo”, no son independientes de las
otras cargas.

M? +

—|Z1) = |Z.]* > 0, (2.4.8)

2.4.2 Soluciones

Las soluciones de tipo agujero negro mas generales de esta teoria se conocen desde hace
poco Ref. [127]. Su construccién ha sido la culminacién del esfuerzo de muchos autores:
las primeras soluciones fueron obtenidas por Gibbons en la Ref. [118] y la supersimetria
de las extremas fue demostrada en la Ref. [121]. En la Ref. [120] se utilizé por primera la
dualidad S para generar soluciones diénicas, posteriormente generalizadas en la Ref. [122],
donde se observo por primera vez que las transformaciones de dualidad S preservan las
propiedades de supersimetria de las soluciones originales. Las soluciones mas generales
sin momento angular ni carga NUT, fueron obtenidas en la Ref. [123] y la adicién de
carga NUT fue estudiada en la Ref. [124]. La soluciones supersimétricas mas generales,
incluyendo momento angular y carga NUT fueron halladas por Tod en la Ref. [125] y poco
después, independientemente en la Ref. [126].
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Por simplicidad vamos a presentar inicamente las soluciones supersimétricas, llamadas
SWIP en la Ref. [126]. Todas las funciones que aparecen en los distintos campos de las solu-
cion se pueden expresar en términos de dos funciones armonicas complejas completamente
arbitrarias Hy »(7)

y un conjunto de constante complejas k(™ que satisfacen las relaciones

N N
Z(k(M)? =0, Z k™2 =1 (2.4.10)
n=1 n=1

en el caso general'?.
Las funciones armoénicas aparecen en la métrica a través de las siguientes combinaciones:

eV = 23m (H\H,), (2.4.11)

6[i wj] == eijk §Re (7‘[18&%2 —ﬁg@&?‘h) . (2.4.12)

ds?* = &V (dt* + wdzt)? — e ?Vd7?, (2.4.13)
M

A= 2 2.4.14

7_[27 ( )

A = 202V Re (KWH,) (2.4.15)

AP = 22 Re (KM, . (2.4.16)

Estas soluciones generales se reducen a las métricas IWP de las que hablamos en la
Seccion anterior cuando

Hi=iHy= 5V, (2.4.17)

donde V! es una funcién arménica compleja. Todas las soluciones de esta subfamilia
tienen 1/2 de las supersimetrias preservadas.

13Gi una de las funciones arménicas es constante, entonces sélo hace falta la segunda relacién.



2.4. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDAD N =4,D =4 55

Propiedades de dualidad

La familia de soluciones es invariante, como familia, bajo todas las dualidades de la teoria,
que no sirven ya para generar ninguna solucién nueva. En particular, H; 2 se transforman
como un doblete (linealmente) bajo SL(2,R) mientras que las ks son invariantes y éstas
se transforman como un vector de SO(6) mientras que las 7, »s son invariantes.

Estas propiedades de transformacion de los componentes funcionales de la solucién
tiene una interesante interpretacién desde el punto de vista de la geometria especial de
las SUGRAS N = 2,d = 4 (con materia en general) [128]. Esta interpretaciéon ha sido
usada para construir soluciones de tipo agujero negro extremos en SUGRAS N =2,d =4
[129] lo que tiene gran importancia porque las SUEGRAS N = 4,8,d = 4 se pueden
interpretar como SUEGRA N = 2, d = 4 con una materia supersimétrica de tipo particular.
Sin embargo, esta direccion de trabajo no ha sido capaz de proporcionar soluciones tan
completas como las SWIP en esos casos [130, 131], sino que en general sélo ha dado como
resultado “soluciones generatrices” con las que se podria (pero nadie lo ha hecho de forma
explicita) generar la solucién mas general con transformaciones de dualidad.

Propiedades de supersimetria

Si elegimos adecuadamente las funciones arménicas, las soluciones describen objetos pun-
tuales con masa M, cargas eléctricas, magnéticas I'™, escalares T que son funcién de las
anteriores

—2
)
T g2

2.4.18
M ) ( )
y momento angular J. Estas cargas siempre satisfacen la identidad

M+ (TP —4) TP =0, (2.4.19)

que tiene la forma exacta de la cota BPS generalizada. De hecho, podemos identificar los
autovalores de las cargas centrales

1
2 '| 2
HZwo)? =D Ir™P £ {(Zr@)?) — |Zr<n>2|2J . (2.4.20)

El area del horizonte es

A= an(MP? ~ [YP) = ax |2, — |2, (2.4.21)

que se hace cero cuando las dos cargas son iguales. Este es el caso en el que las dos
cotas BPS se saturan simultdneamente y tenemos 1/2 de las supersimetrias preservadas.
El resultado es que sdlo con dos cargas centrales distintas y 1/4 de las supersimetrias
preservadas los agujeros negros de SUEGRA N = 4,d = 4 tienen un drea finita.
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Si se buscan los espinores de Killing se encuentra que siempre hay 1/4 de las supersi-
metrias preservadas, como indica el hecho de que la cota BPS generalizada esté automati-
camente saturada en estas soluciones. En el caso |Z;| = |Z5|, como esperamos, 1/2 de las
supersimetrias estdn preservadas [126].

Finalmente, observamos que si reescribimos la férmula del area del horizonte en térmi-
nos de las cargas eléctricas y magnéticas normalizadas de forma que al ser cuantizadas
tomen valores enteros, ¢, p™, obtenemos una expresién que es independiente de todos
los maodulos de la solucién, como los valores asintéticos de los escalares

A =87, | det [( :zi ) (5 5)] , (2.4.22)

) , (2.4.23)

20

donde la accion del grupo de dualidad en el vector de carga <

(£) -aos(

donde R € SO(6) y S € SL(2,R).
Esta es una propiedad fundamental de la entropia de los agujeros negros extremos, que
vamos a utilizar en la iltima leccion.

20
2

2.4.3 SUEGRA N =8,d =4

2.4.4 Soluciones: agujeros negros compuestos

Como hemos dicho, no existen soluciones similares a las SWIP de N = 4, d = 4 para el caso
N = 8,d = 4 que es bastante complicado de describir. Nos interesa mas en este momento
describir las propiedades generales de las soluciones supersimétricas.

Primeramente, es posible ver que sélo si las cuatro cargas centrales son distintas entre
si y la solucién tiene 1/8 de las supersimetrias preservadas, las soluciones tienen un hori-
zonte regular. El drea del horizonte se puede expresar también de forma manifiestamente
invariante bajo dualidad (aqui llamada dualidad U, correspondiente al grupo E77) [132].
La soluciones mas simples estan descritas en [133].

En N = 8,d = 4 aparecen dos fenémenos nuevos: hay combinaciones de las cargas
que nos permiten tener agujeros negros “sin masa” supersimétricos [134, 135]. Por otro
lado, hay agujeros negros extremos supersimétricos que pierden la supersimetria cuando se
cambia el signo de una carga (lo que deja invariante la métrica y los escalares). Este es un
hecho de dificil interpretacién [136].



Leccion 3

Teorias efectivas de cuerdas: acciones

3.1 Introduccion

En esta leccion vamos a iniciar el estudio de los agujeros negros desde el punto de vista de la
Teoria de Cuerdas. Nuestro punto de vista serd el de las acciones efectivas que describen la
dindmica de los campos sin masa de la Teoria de Cuerdas a bajas energias. Estas acciones
efectivas son en general acciones de SUEGRAS en diversas dimensiones, al menos cuando el
espectro de la teoria de cuerdas correspondiente es supersimétrico y contiene un graviton.
De ahi nuestro interés en SUEGRAS en la leccién anterior. Las referencias esenciales de
introduccién a la Teoria de Cuerdas son los libros de Green, Schwarz y Witten [151], Liist
y Theysen [152] y el de Polchinski [153], mds reciente. Menos extensas, pero igualmente
interesantes son [154, 155, 156].

En este momento los tedricos de cuerdas creen que existe la denominada Teoria M que
se manifiesta en diversos limites y contextos como lo que antes se creia eran diferentes
teorias de cuerdas y supergravedad. Estas diferentes teorias estan conectadas por una red
de dualidades que las relacionan y que, se supone, ponen de manifiesto la relacién de todas
ellas con la Teoria M. En un cierto limite del que para nosotros es conveniente partir, la
Teoria M se manifiesta como una teoria que a bajas energias es SUGRA N = 1,d = 11.
Cuando esta teoria es compactificada en un circulo se obtiene una teoria que a bajas
energias no es sino SUGRA N = 2A,d = 10. Esta teoria era conocida como el limite a
bajas energias de la Teoria de Cuerdas tipo IIA y, de hecho, cuando incluimos en ella todos
los modos masivos de Kaluza-Klein que aparecen en la compactificacién desde d = 11, se
obtiene todo el espectro de esta teoria de cuerdas. Adn mads interesante, el dilaton de la
Teoria de Cuerdas tipo ITA (que es su “constante” de acoplo) es el radio de la dimensién
compactificada, lo que permite visualizar SUGRA N = 1,d = 11 como el limite de acoplo
fuerte de la dicha teoria de cuerdas [137]. Esta y otras relaciones que vamos a ver estén
representadas en la Figura 3.1.

En d = 10 hay otra SUEGRA conocida: N = 2B,d = 10, que es quiral, y es el limite de
baja energia de la Teoria de Cuerdas tipo IIB. Resulta que cuando esta teoria de cuerdas
y la tipo ITA son compactificadas en circulos de radios inversos, tienen exactamente el

57
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mismo espectro y las mismas interacciones [138, 139]. Esta dualidad T entre ambas teorias
se manifiesta en sus limites de baja energia en que las SUEGRAS N = 24,d = 10 y
N = 2B,d = 10 son idénticas cuando se las somete a compactificaciones duales [140,
141]. Esta dualidad T que relaciona radios grandes y pequenos es una de las propiedades
méas interesantes y especiales de la Teorfa de Cuerdas' que se aplica no sélo a vacios
simples con una dimension compacta como el producto directo de Minkowski por un circulo
sino a variedades mas generales con el resultado de que geometrias muy diferentes son
indistinguibles desde el punto de vista de la Teoria de Cuerdas [143].

Si el limite de acoplo fuerte de la Teoria de Cuerdas tipo ITA es SUGRA N =1,d =11,
..Cual es del de la tipo ITB? Esto es muy dificil de decir desde el punto de vista de la teoria de
cuerdas, que esta definida perturbativamente (es decir: para constante de acoplo pequena),
pero su teoria efectiva de bajas energias nos da una pista: las ecuaciones del movimiento
de la SUEGRA N = 2B,d = 10 son invariantes baso una dualidad S que relaciona acoplos
fuertes y débiles. Asi, cuando el acoplo es fuerte, la teoria se puede reescribir en términos
de otra Teoria de Cuerdas tipo IIB con constante de acoplo pequena.

Conforme vamos compactificando més dimensiones de estas teorias de cuerdas, aparecen
otras dualidades que se manifiestan (no siempre) como simetrias globales de las SUEGRAS
correspondientes. El grupo de todas estas dualidades de las teorias tipo II compactificadas
en toros es el grupo de dualidad U [87].

Hasta este momento sélo hemos hablado de teorias con dos supersimetrias en d = 10
(N=1end=11 N =8en d =4), pero una de las teorfas de cuerdas més interesantes, la
heterdtica, tiene la mitad. Para hablar de ésta y otras teorias de cuerdas con N = 1,d = 10
tenemos que mencionar la segunda idea que ha modificado nuestra forma de entender la
Teoria de Cuerdas: que ésta describe no sélo objetos unidimensionales (cuerdas) sino
objetos de mas dimensiones p-branas y p-orientiplanos y que se pueden construir nuevos
vacios de la teoria no solo por el procedimiento de compactificar en ciertas variedades,
sino poniendo p-branas o p-orientiplanos, cuyo efecto es el de romper parcialmente las
supersimetrias, hacer que aparezcan nuevos estados sin masa (en particular campos de
Yang-Mills con grupos gauge no-Abelianos) y truncar las teorias. Existen varios tipos de
estos objetos, algunos de ellos no muy bien conocidos, y todos ellos estan relacionados con
las cargas cuasi-centrales de los superalgebras de las SUEGRAS correspondientes.

Asi, si para SUGRA N = 1,d = 10 elegimos un vacio de la forma S'/Z, y ponemos dos
9-branas (“M9-branas”) en los puntos fijos, en vez de obtener la Teorfa de Cuerdas tipo ITA
obtenemos la Teoria Heterdtica Eg x Fg [144] cuyo limite de baja energia estd descrito por
SUGRA N = 1,d = 10 acoplado a los correspondientes supermultipletes vectoriales. Y si
en el vacio de la Teoria de Cuerdas tipo IIB colocamos el nimero adecuado de 9-branas
de tipo Dirichlet (“D9-branas”) y 9-orientiplanos (“O9-planos”) obtenemos la Teoria de
Cuerdas tipo I SO(32) [145] cuyo limite de baja energia estd también descrito por SUGRA
N = 1,d = 10 acoplado a los correspondientes supermultipletes vectoriales. En el limite
de acoplo fuerte esta teorfa es S dual a la Teoria Heterdtica SO(32) [146, 147, 148].

1Una monografia interesante sobre este tema es [142], aunque no contiene algunos de los resultados més
interesantes sobre dualidad en cuerdas abiertas y D-branas.
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Figura 3.1: Directorio de SUGRAs. La relacion entre distintas teorias compactificadas
en circulos (lineas con dos puntas de flecha) y truncacién (lineas con una unica punta de
flecha) estd representada aqui esqueméticamente

Para interpretar esta ultima teoria hay que introducir un importante aspecto de las
p-branas y p-orientiplanos: que también se transforman bajo las dualidades T y S. En
particular, bajo dualidad S, las D9-branas se transforman en S9-branas (también llamadas
NSNS9-branas) y los O9-planos en otros objetos de forma que la Teoria Heterdtica SO(32)
se puede considerar como la Teoria de Cuerdas tipo IIB en acoplamiento fuerte (por la
dualidad S) con S9-branas y los duales S de los O9-planos [149, 150].

Hora que conocemos las reglas fundamentales de este juego, podemos empezar a hacer-
nos preguntas como ;cudl es el T dual de la Teoria de Cuerdas tipo I SO(32)? (Es decir: si
la compactificamos en un circulo, hay otra teoria de cuerdas compactificada en un circulo
de radio inverso que sea equivalente? De acuerdo con lo que sabemos, esta teoria ha de ser
el resultado de poner en la Teoria de Cuerdas tipo IIA los T duales de las D9s y los O9s
(D8s y O8s) con la dimensién que no estd dentro de éstas compactificada en un circulo de
radio inverso, que recibe el nombre de Teoria de Cuerdas tipo I'.

Asi se pueden generar muchas nuevas teorias. En esta leccion vamos a estudiar las
teorias efectivas a bajas energias de las teorias de cuerdas mas relevantes para nosotros:
N =1,d =11, N =2A,d =10y N = 2B,d = 10, cémo se relacionan los campos y
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constantes que aparecen en sus acciones con los de las teorias de cuerdas y cémo se reflejan
en sus relaciones mutuas las dualidades entre las correspondientes teorias de cuerdas.

3.2 Acciones basicas y dualidades

3.21 SUGRA N=1,d=11

El superéalgebra

El superalgebra N = 1,d = 11 con todas las posibles extensiones cuasi-centrales posibles
tiene el siguiente anticonmutador de supercargas es

{Qa,Qé} — (facxl) a3p. 41 <f\&1&2671) iz i <fa1...asctl> a6 20)

G102 G1---a5

o (Diving 1) #5200 4 g (Divwing 1) 0200,

&1---b6

ai---aio

+ﬁ (f@l...amé,1> ap z(10)
(3.2.1)
No todas las cargas cuasi-centrales pueden ser asociadas a potenciales de una SUGRA.

Este es el caso de 2010 cuyo potencial asociado (una 11-forma) no es campos dindmico y
no describe ningin grado de libertad continuo. Otras cargas cuasi-centrales simplemente

no aparecen (y los potenciales asociados tampoco). Este es el caso de Z(©) y ZO) Las

dos cargas centrales que quedan 2(2), Z®estén asociadas a una 3-forma y una 6-forma,
que son duales de Hodge una de la otra. Asi esperamos que SUGRA N =1,d = 11 tenga
métrica, gravitino (representado por un vector-espinor de Majorana con 32 componentes
reales) y una 3-forma?:

D>

{ ﬂaacﬂupa%} . (3.2.2)

Los estados/soluciones asociados a los campos bosénicos y a las cargas del superélgebra
son la onda gravitatoria (MW), la membrana (M2-brana) y la 5-brana (M5-brana).
Cuando la teoria estd compactificada en un circulo, aparecen nuevos estados en la teoria:
el monopolo de Kaluza-Klein (KK7) y la 9-brana (KK9 o M9-brana para otros autores) y
las dos cargas cuasi-centrales Z(6) y Z) aparecen. En la teorfa en d = 10 que se obtiene
por reduccién dimensional si se puede definir un potencial 7-forma asociado a la Z(6) y un

potencial 9-forma asociado a la ZO) (uno de sus indices tiene que ser siempre la direccién
compacta y sélo los 8 restantes juegan algin papel).

20 una 6-forma, pero no se sabe cémo formular la teorfa tinicamente en funcién de la 6-forma.
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La acciéon

La accién para los campos bosénicos de SUGRA N = 1,d = 11 es [157]

donde
G =40C, (3.2.4)

es la intensidad de campo de la 3-forma y es invariante bajo las transformaciones gauge

5;C = 30% . (3.2.5)

La accién es invariante bajo las transformaciones de supersimetria locales

( A 2 E TSN
5é6ﬁa = —56 Ire ’Lb”,
Sy = 2Vt o (F@W‘Sﬁ—SFWsﬁﬁ@) ¢Gos (3.2.6)

AAAAM _ §E:MAAA
0:Css5 2€0is Vg -

\

Esta teoria so6lo tiene una constante de acoplo: GE&,” o0, equivalentemente, la longitud
(11)
de Planck £p -

Es interesante también observar la presencia de un término de Chern-Simons éGGC
en la accién. Este término topolégico (no depende de la métrica) modifica la ecuacién del

A A A

movimiento de C pero no la de Einstein, y, de acuerdo con Townsend [200] rige las posibles
intersecciones de M2- y M5-branas, como veremos en la Seccién 5.3.
El potencial magnético

La ecuacién de movimiento de la 3-forma se puede escribir asi:

) (*G + %(5(}*) ~0, (3.2.7)
como una identidad de Bianchi. Asi podemos identificar la expresion que esta entre parénte-

sis con 70C donde C es, por definicién, el potencial 6-forma dual. Esto implica que la

intensidad de campo de la 6-forma dual C es [158, 159, 160]:

1224
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G =1 (aé* - 10585*) =G, (3.2.8)

G es evidentemente invariante bajo las transformaciones gauge

Qv»

02

X

= 60, (3.2.9)

<>

donde )AZ es una b-forma. Sin embargo, contiene explicitamente la 3-forma y, para que sea

invariante bajo las transformaciones gauge de ésta (3.2.5) C' tiene que transformarse asi:

0;C' = —300xC. (3.2.10)

Este procedimiento para definir el dual de C en el que C no es completamente eliminado
recibe el nombre de dualizacion “on-shell”.

3.2.2 Reduccién a d = 10: la teoria tipo ITA
El superéalgebra

Como hemos dicho, al definir supersimetria en el espacio de Minkowski 10-dimensional

veces un circulo, aparecen las cargas Z© y Z) vy hay que tenerlas en cuenta para hallar
todas las cargas del superdlgebra 10-dimensional.

La reduccién dimensional del superalgebra es sencilla: los espinores® (y las supercargas)
en d = 10 son los mismos que en d = 11, de forma que sélo hace falta quitar una de las
tildes, las matrices gamma en d = 11 y d = 10 se relacionan entre si de acuerdo con

Ec. (A.2.19) de forma que C = C y las cargas bosénicas se descomponen

~

A A5 (2 5(2) A(1 (5 5(5 5 (4
P; = (B, 20, Z((%) = (72,7, Zfal)---a5 = (20 . 70 ), (3.2.11)
mientras que
(6 5 (6 (9 5(8
Zgn)---t:le - (Zél?"d(i’ ) ’ Zgn)---t:lg - (.’ Z‘gl?"ds) ) (3212)
con lo que se obtiene el superdlgebra N = 2A,d = 10
Q4@ = i (f&&l) PP+ Y onas S (fdlmdnf“&ﬂ B,
(3.2.13)

T a6 ot (f‘dlmd”f‘né_l) aﬁZG(:)an :

3 Aunque los espinores son los mismos, en d = 10 son reducibles en dos espinores de Majorana-Weyl
con quiralidades opuestas. De ahi que pasemos de N =1a N = 2.
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Las cargas estdn asociadas a un gravitino, una métrica y potenciales que son (p+ 1)-formas
conp=20,1,2,4,5,6,8. De éstos los p =0,6 y p = 2,4 estan relacionados por dualidad de
Hodge y sélo uno de ellos (el de rango menor) aparece en la SUGRA. En vez de la 9-forma
lo que aparece en la supergravedad es un pardametro constante con dimensiones de masa
(SUGRA masiva de Romans [161]), pero aqui vamos a ignorar esta complicacién de forma
que sblo consideraremos los campos*

{gﬂ,g, By, 6, C®) 0, é(l)m} . (3.2.14)

Los estados/soluciones asociados son la onda plana gravitacional, las Dp-branas con p =
0,2,4,6,8, la cuerda fundamental (F1A o 1-brana NSNS) y la 5-brana soliténica (S5A).

De forma general, es posible introducir mas cargas cuasi-centrales en este superalge-
bra. En particular, podemos introducir una de 5 indices distinta (aunque relacionada por
dualidad) y una de 9:

que hemos de interpretar de nuevo que sélo aparecen cuando la teoria esta compactificada
en un circulo. Los estados/soluciones asociados son el monopolo de Kaluza-Klein (KK6A)
y la 9-brana NSNS (KK9A) [150]. Ademads hay que incluir una segunda carga de 8 indices
uno de los cuales estd siempre en la direccién compacta [162].

La accién bosoénica

Para obtener la accién para los modos sin masa que se obtienen al compactificar SUGRA
N = 1,d = 11 en un circulo seguimos el procedimiento general de Scherk y Schwarz
[163]. Suponemos que todos los campos son independientes de la coordenada espacial
z =z €0, 27’2(}}12@] y reescribimos la teoria en forma 10-dimensional. La reduccién de
la métrica 11-dimensional da lugar a la métrica 10-dimensional, un vector y un escalar (el
dilatén) mientras que la 3-forma da lugar a una 3- y una 2-forma. La métrica, la 2-forma y
el dilatén son campos del sector Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz (NSNS) en el espectro de la
Teoria de Cuerdas tipo ITA y la 3-forma y el vector pertenecen al sector Ramond-Ramond
(RR).

Los campos 11-dimensionales se descomponen en campos 10-dimensionales asi:

P 245 47 A ~ X R
Gpr = € %055 — es?CM,C0, Cavp = C® s,

A 44 A P N

Gy = —e3?CW | Cis: = Bas, (3.2.16)
., = —ei’.

Los Elfbein se descomponen asi:

4Ademds de los campos asociados a las cargas que aparecen en el dlgebra, hay un dilatén y un dilatino.
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(3.2.17)

La accién para estos campos es la de la parte bosonica de SUEGRA N = 2A,d = 10
[164] pero escrita en el sistema de referencia conforme de la cuerda®

S 200 104 /17 —2¢ | p 2\ ? 1772
S = oot Az \/|g] < e R—4 (8¢) + 5 H
(3.2.18)

- [1(6) 2 (6)] - iy cacmaco ).

Como vemos, los campos del sector NSNS vienen afectados por un prefactor comin
e~%? mientras que los del sector RR no llevan ningiin prefactor.

Esta accién tiene un problema: la métrica no puede ser asintéticamente plana en d = 10
y d = 11 simultaneamente, puesto que, al ser z compacta §ZZ (el dilatén) no tiene por qué ser
—1 en el infinito en las direcciones no-compactas, sino que, esencialmente, da la dimensién
asintética de la direccién compacta, que es un nuevo parametro que hemos introducido
implicitamente con la compactificacion. Si la métrica 11-dimensional es asintéticamente
plana y denotamos por qASO el valor asintético del dilaton, entonces la métrica que hemos
definido se comporta en el infinito asi:

Gao — 3P (3.2.19)

Para obtener la métrica de la cuerda “correcta” hemos de multiplicar ésta, y todos los
campos, por un factor numérico, de acuerdo con

gﬂ,j — 6§ Og[u? R C(l)ﬂ — eéti)oé(l)ﬂ y
(3.2.20)

A

Bﬂ[, — e%éOBﬂﬁ, 0(3)[“;,3 — 64506'(3)[“7’3,

de forma que la acciéon queda asi:

5Por definicién, el sistema de referencia conforme de la cuerda es aquél en el que la métrica es la métrica
que aparece en el modelo sigma de la cuerda. El sistema de referencia conforme de Finstein es aquél en
el que no hay ningun factor extra multiplicando al escalar de Ricci en la accién de Einstein-Hilbert. En
el sistema de referencia conforme de la cuerda, siempre aparece el prefactor e 2?. Ambos sistemas de
referencia conforme estdn relacionados por una transformacién conforme de la métrica, como veremos.
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(3.2.21)

Aqui hemos hecho las siguientes identificaciones de constantes. Primero, hemos iden-
tificado la constante de acoplo de la cuerda g4, que cuenta los lazos en las amplitudes de
cuerdas con el exponencial del valor asintotico del dilaton

ga=e™. (3.2.22)
y, seguidamente, hemos identificado la constante de Newton 10-dimensional asi®:

11) §(£0 2
271—[<P1ancke 3 o gA

16760 167G

(3.2.23)

Esto implica la relacion

(11)
w) _ Gy
GN — m . (3.2.24)
™ PlanckgA

Es 1til introducir el radio de la direccién compacta Ry; (que no es z{}fa’mk)
1 . A 1) 24 (1) 2/3
RH - % Tli)rgo |gﬁ|d'Z = gPlaanGSd)0 = gPlanckgA ' (3225)

con el que la relacién entre las constantes de Newton en d = 10 y d = 11 se escribe

11 11
NA 2Ry Viu ’

como esperamos en teorias de Kaluza-Klein (V3 es el volumen del espacio compacto).
Utilizando la definicién de la longitud de Planck Ec. (1.1.6) tenemos

(3.2.26)

E(H) )8
Qo) _ (m&_ 3.2.27
NAT 3on24%08 ( |

10 .
Este resultado ha de ser comparado con el valor de GSV ) que se obtiene, con argumentos
puramente cuerdisticos en términos de las variables ¢, g4

SFl factor g% absorbe el valor asintético del dilatén en la accién.
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G0 = 8nbg2 08 (3.2.28)

donde ¢, = v/ es la longitud de la cuerda. Ambos resultados son consistentes si

11 1/3
g;la)nck = 271-659,4/ )
(3.2.29)
Ry = (g4,

que son las relaciones entre constantes 11- y 10-dimensionales mas importantes.

Es facil ver que el limite de acoplo fuerte de la teoria tipo ITA (g4 — o0) coincide
con el limite de descompactificacion (R;y — 00) en el que una nueva dimensién se vuelve
macroscopica.

Esta teoria hereda de la 11-dimensional un término de Chern-Simons que determina
las intersecciones posibles de los objetos extensos de la misma [200] como veremos en la
Seccién 5.3.

Potenciales magnéticos

Los potenciales duales de la SUEGRA N = 2A,d = 10 sélo se pueden introducir por duali-
zacion on-shell. Es posible relacionar las intensidades de campo “eléctricas” y “magnéticas”
de acuerdo con la relacion general

C(10-k) _ (_1)[k/2} *Gh) (3.2.30)

de forma que todas las intensidades de campo RR se escriben asi’

G=dC—-HAC, (3.2.31)

y las identidades de Bianchi y las ecuaciones de movimiento asi:

dG —HAG=0, d*G+HANG=0. (3.2.32)
Para la 2-forma NSNS, la definicién de la intensidad de campo dual es

A

HD = e=20%fT (3.2.33)

y la identidad de Bianchi de la 3-forma se vuelve la ecuacién de movimiento de la 7-forma
dual

"Estamos utilizando el lenguaje de formas diferenciales y la notacion en la que cada letra representa la
suma formal de las formas diferenciales de todos los rangos C' = C© 4+ C() 4+ C?) 4 || etc.
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dH =0, d (e2¢ *ﬁm) —0,

y viceversa

Fermiones y reglas de supersimetria

67

(3.2.34)

(3.2.35)

(3.2.36)

Los espinores 11-dimensionales se expresan en términos de los 10-dimensionales (gravitino

¢u y dilatino A y el pardmetro de transformacién de supersimetria €) as:

é — 6_%((£_(£0) é\,

5>
o
Il

ot (6=o) (2% — 1P, ;) ,

(3.2.37)

Obsérvese que con estas definiciones el gravitino 1, es real pero el dilatino A es imagi-

nario puro.

Las reglas de transformacién de supersimetria (al orden mas bajo en fermiones y sélo

con los potenciales NSNS y RR. “eléctricos”) son:
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(Sgéﬂ& = —iéf‘&’lj}ﬂ,
e = {00 =3 (@0 + 300 M) f e+ 2ePTmaghy FOWE, (<Fn) e,

6&Bﬂ,} = —2Zéf‘[ﬂf‘117ﬁ,}},

A = (pb bhw ) e 30 s, B g (1) e,

(3.2.38)

3.2.3 La teoria tipo IIB. Dualidad S

El superéalgebra

Las dos supercargas del superalgebra N = 2B,d = 10 tienen la misma quiralidad (positiva,
por simplicidad) y no es posible combinarlas en una sola, como en el caso anterior. Por
ello hemos de introducir indices i, j = 1,2 de SO(2) para distinguirlas. De acuerdo con los
principios generales, el anticonmutador més general posible de las supercargas es

{Qid’QjB} — i (faéq) dBﬁ)d I (faéq) dBZél) (i) 4 <1’\a1a2a3c ) 5(3)[i1]

G10203

68 7)) %(fal--mé—l) a6 (0[]

G1--+a5 G1--+a7

(3.2.39)
Las cargas simétricas en el par de indices 5 se descomponen en las 3 posibilidades
independientes:

700 — W05 70151 4 F 1353 (3.2.40)

a
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etc. El primer término es un singlete de SO(2) y los otros dos forman un doblete. En
el caso de Z(V) no existe un singlete independiente del momento y en los de Z®) y Z©)
tampoco existe un singlete si no se compactifica en un circulo.

Las cargas asimétricas son singletes de SO(2). Por ejemplo:

Z®0 — 70 G52 (3.2.41)
a1a2a3 a1a2a3

Todas estas cargas estan asociadas a dos gravitinos, una métrica y potenciales que son
(p + 1)-formas con p = 1,3,5,7,9. Los casos p = 1,5 estan relacionados por dualidad
de Hodge y so6lo los de p = 1 aparecen en la accion, formando un doblete de dualidad S
(un potencial NSNS y uno RR, como veremos) que esta relacionada con la simetria SO(2)
del superdlgebra. En el caso p = 3 s6lo hay un potencial que es autodual (de hecho su
intensidad de campo es una 5-forma autodual). En el caso p = 7 s6lo hay un potencial:
un escalar que de hecho es el dual de la 8-forma correspondiente. Este potencial no es
invariante bajo dualidad S, pero no parece formar un doblete con ningin otro campo.
Argumentos de dualidad T entre las teorias ITA y IIB parecen sugerir que se debe de
introducir una segunda carga Z(" " Agf los campos bosénicos son®

{Jio» Baor 0} (3.2.42)

en el sector NSNS y

{CO,CO 4, CW 45} (3.2.43)

en el sector RR.

Los estados/soluciones asociados son la onda gravitacional, las Dp-branas con p =
1,3,5,7,9 y, en el sector NSNS, la cuerda fundamental F'1B, la 5-brana solitonica S5B y
la 9-brana soliténica S9B (a veces llamada NSNS9). Dada la no-invariancia de la D7-brana
bajo dualidad S, es tentador introducir un objeto dual: la S7-brana que ademaés parece ser
requerida por dualidad T [168, 165], pero el status de este objeto no estd completamente
claro.

Al compactificar la teoria en un circulo hay que considerar una carga con 5 indices
singlete asociada al monopolo de Kaluza-Klein (KK6B).

La accién de la teoria tipo IIB

Las intensidades de campo de los potenciales RR de esta teoria se pueden escribir exacta-
mente igual que en el caso ITA, de acuerdo con las Ecs. (3.2.31),(3.2.32). Asi tenemos

8Como en el caso ITA, hay dilatén y dilatino que no aparecen asociados directamente a ninguna carga
del algebra.
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( H = 308,
GO = 900

3.2.44
G® = 3(aé<2>—az§é<0>), (3249
Go) = 5(aé<4>_aaz§é<2>)

Una de las ecuaciones de esta teoria es la condicién de auto-dualidad de la 5-forma RR
[166]

GO = 1*GO). (3.2.45)

Es imposible escribir una accién covariante que dé esta ecuaciéon del movimiento, al
menos sin introducir campos auxiliares, basicamente porque la autodualidad implica

(é<5>)2 - (*G(5>)2 S (G<5>)2 —=0. (3.2.46)

Si prescindimos de esta condicién, si que podemos escribir una accién (accidn NSD) [167]
de la cual derivamos ecuaciones de movimiento que simplemente debemos de complementar
con la condicién de autodualidad. Esta accién es en el sistema de referencia conforme de
la cuerda

Sxp = / % /7] {e 2 [R0) ~ 4(09)° + 2]

41 ((;([»)2 Ll (@(3))2 L ((;(5>>2 (3.2.47)

Obsérvese que el término cinético de la 4-forma tiene un factor extra de 1/2 que, en
cierto sentido, tiene en cuenta que la 4-forma no-autodual describe el doble de grados de
libertad de los que debe. Obsérvese también que hemos introducido, como en el caso ITA
un prefactor g% para absorber el valor asintéicos del dilatén, usando la definicién

gp = €. (3.2.48)
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Potenciales magnéticos

Los potenciales magnéticos se introducen también usando la misma relaciéon que en el
caso ITA Ec. (3.2.30), consistentemente con las Ecs. (3.2.31),(3.2.32).

Las reglas de transformacién bajo supersimetria

Son

~ 4 2TNG
65611 = —él Cﬂa

0:Ca = Viaé — 5 Haosé + 562 3, 1o s gy B VTP,

(SgBﬂ,} = —22%0’312‘[‘16,;},

A

560(27’_2);11"'!1%—2 = i(2n— 2)6_‘@57)711;[!11...!12“73 (Cﬂ%d] — mrﬂ%iﬂf() (3.2.49)

~

(Zn - 2)(2n - 3)0(272_4) [ﬂl“'ﬂ2n—45§Bﬂ2n—3ﬂ2n—4 )

_l’_
0eX = (é)gﬁ -5 %03) é+ze? D on=123 (é?l:?)- GenDPe,

donde

o', neven,

P, = (3.2.50)

ioc?, mnodd.

Dualidad S en la teoria tipo IIB

Hemos mencionado que la teoria tipo IIB es invariante bajo una dualidad S. Como la
mayor parte de las dualidades, ésta sélo es manifiesta en el sistema de referencia conforme
de Einstein. La razon es que si las dualidades involucran a los escalares y éstos aparecen
como prefactores de la accién, sélo transformando la métrica vamos a ver la dualidad, lo
cual puede ser muy complicado.

Por lo tanto, para empezar, reescaleamos la métrica con el dilaton para reescribir la
accion en el sistema de referencia conforme de Einstein

ipw =€ ?9.,. (3.2.51)
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Esto no es suficiente para hacer la simetria manifiesta. Hemos de redefinir los potencia-
les, puesto que los que estamos utilizando son adecuados para describir dualidad T, pero
no dualidad S. Los nuevos potenciales son

~, ¥(2)
b= (Czé )
(3.2.52)

A

D = C®W—-3BC®

y sus intensidades de campo son

(4 = 308,
! F = GO =4+F (3.2.53)
\ = 5(815—[?%7??),
donde 7 es la matriz 2 x 2
)= io? = < ol ) N — (3.2.54)

que, dado el isomorfismo SL(2,R) ~ Sp(2,R), puede ser identificada con una métrica
invariante

MAT =n, = pApf = (A DT, A e SL(L,R). (3.2.55)

Finalmente, definimos la matriz de escalares 2 x 2 Mij

[ 6O A I
=e T =e 2.
M =e? : M =¢? : (3.2.56)

donde 7 es el escalar complejo

A

7=C0O 4%, (3.2.57)

Bajo A € SL(2,R) los diferentes campos que hemos definido se transforman asi:

MI — AMAT,
) ) (3.2.58)
B = AB,

mientras que la 4-forma y la métrica de Einstein son invariantes. La regla de transformacién
de M implica, para 7
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., at+b
A= ) 3.2.59
cT+d ( )
En términos de los nuevos campos, la accién NSD es manifiestamente invariante bajo

dualidad S:

(3.2.60)

2
Obsérvese que el factor 16“’% es invariante bajo dualidad S porque no depende de gp
TGN

(véase la Ec. (3.2.28)). Sélo en este sistema de referencia conforme la métrica es invariante
bajo dualidad S. Sin embargo, éste no es en realidad el sistema de referencia conforme de
Einstein porque, si la métrica de la que partimos era asintéticamente plana, ésta no lo es”.
Hay que volver a reescalearla con el valor asintético del dilatén para llegar a la auténtica
métrica de Einstein (métrica de FEinstein modificada)que, por lo tanto, no es invariante
bajo dualidad S. Tampoco lo seran las masas medidas en este sistema. Este es un dato
importante que utilizaremos en la siguiente leccion.

Es costumbre llamar transformacion de dualidad S a la producida por la matriz de
SL(2,R) A = n. Esta transformacién intercambia las 2-formas NSNS y RR e invierte el
escalar complejo 7/ = —1/7. En ausencia de 0-forma RR, esta transformacién invierte el
dilaton y, por lo tanto la constante de acoplo de la cuerda

g5 =1/g5. (3.2.61)
La métrica de la cuerda se transforma bajo SL(2,R) asi:
7 =le+dlj, (3.2.62)
y, bajo la transformacién de dualidad S anterior, en ausencia de 0-forma RR
i =e%3, (3.2.63)

lo que implica para los radios de las dimensiones compactas medidos en este sistema de
referencia

R = R/gp (3.2.64)

9En la literatura, sin embargo, se le denomina sistema de referencia de Einstein y, al que deberia
denominarse de Einstein se le llama sistema de referencia conforme de Einstein modificado [2].
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3.2.4 Dualidad T entre las teorias tipo 1II

En la introduccién hemos dicho que las Teorias de Cuerdas tipo IIA y IIB son equivalentes
cuando se las compactifica en circulos de radios reciprocamente inversos (son duales T).
Esto permite relacionar todos los grados de libertad de las teorias. Hay dos relaciones
principales:

1. La relacién entre modos de momento (Kaluza-Klein) y modos de enrollamiento (win-
ding): los estados que en una teoria corresponden a cuerdas (cerradas) moviéndose
en la dimensién compacta, en la otra corresponden a cuerdas que estan enrolladas
en la dimensiéon compacta dual, de radio dual. En los espectros respectivos, ambos
tipos de modos aparecen con la misma masa.

2. La relacién entre Dp-branas de una teoria con una de sus dimensiones enrollada
en la dimensién compacta del espacio-tiempo y D(p — 1)-branas de la otra teoria
ortogonales a la dimensién compacta dual.

La dualidad T es la més interesante de las propiedades de la Teoria de Cuerdas. Una de
sus implicaciones es que no podemos hacer desaparecer una dimensién compactificandola
en un circulo y haciendo su radio tender a cero, porque (a diferencia de lo que pasa en las
teorfas de Kaluza-Klein) esta teoria es equivalente a otra con un radio que tiende a infinito.
Por otro lado sugiere que con las cuerdas (objetos de tamano finito) no se pueden medir
distancias pequenas, lo que implicaria una modificacién del Principio de Incertidumbre de
Heisenberg.

En las acciones efectivas la dualidad T se manifiesta relacion entre los campos 10-
dimensionales de ambas teorias que permite transformar cualquier solucion de una de ellas
que no dependa de la coordenada compacta en una solucién de la otra que no depende
de la otra coordenada compacta. Las reglas que permiten hacer esta transformacién son
las reglas de Buscher. Para obtenerlas hay que realizar la reduccion dimensional de las
acciones de las SUEGRAS N = 2A,d =10y N = 2B,d = 10 de tal manera que den la
misma acciéon en d = 9.

En esta Seccién vamos simplemente a contar como se reducen ambas teorias y dar
las reglas de Buscher resultantes, que necesitaremos en la préxima lecciéon para relacionar
soluciones. También podemos aprender de ellas la relacién entre los grados de libertad de
las dos teorias tipo II, comprobando lo dicho mas arriba.

Para empezar y como preparacién, vamos a reducir las superalgebras de estas teorias.
De esta reduccién podemos aprender también como se relacionan los grados de libertad
solitonicos de estas dos teorias a través de las relaciones entre las cargas cuasi-centrales.

Reduccién del superalgebra N =2A,d=10a d=9

Los espinores en d = 10 se descomponen en dos espinores en d = 9, que indicamos con
un indice espinorial y un indice de SO(2): & = («, 1), i = 1,2. Las matrices gamma 10-
dimensionales se descomponen en el producto tensorial de matrices gamma 9-dimensionales
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y matrices de Pauli como viene indicado en el Apéndice A.2.3. Incluyendo todas las
cargas que aparecen cuando una de las dimensiones es compacta, se obtiene el siguiente
superalgebra N = 2,d =9

Q@ = (e ) (69P,+ 0920 + 320
+ (Cfl)aﬂ (51']'2(0)0 4 olizO1 4 O.3ijz(0)3)
_i_ZL'! (Falazc—l)aﬂ O.Qijzgf)aa + % (Falazasc—l)aﬂ O_Qijzo(g)awg

o (Toe )™ (o1 200 + o7 20

| ) N (3.2.65)
+é (Fal.asc—l)aﬂ (6132551)?‘?5 + gl zth(l?% + 0.31]21(1?? 35>

+é (Fa1..-a6cfl)aﬁ O.Zij (Z(g??"llfi + Z,(l??.l.%)
+5 (Dorarc=1)*F 523 (Zg?,,m + Z,S?.’.M)

gy (e ™) (0192000 + 2000 )

La invariancia (o covariancia) SO(2) de este superalgebra es herencia de su origen 11-
dimensional a través de la compactificacién en un 2-toro. El superdlgebra N = 2B,d = 10
tiene la misma estructura SO(2), pero no relacionada con compactificaciones, sino con la

dualidad S. Esto sugiere una relacién entre la dualidad S de la teoria tipo IIB y la simetria
del 2-toro!©.

Reduccién del superdlgebra N =2B,d=10ad=9

La reduccién de este superdlgebra es muy sencilla y da el mismo superalgebra en d = 9.
Esto nos permite relacionar las componentes de las cargas de las dos superalgebras 10-
dimensionales, conformando las dos reglas generales de T dualidad.

Reduccién de la tipo ITIA ad =9

Para establecer dualidad T entre las acciones efectivas de las SUEGRAS N = 2A,d =
10 y N = 2B,d = 10 tenemos que hacer la reducciéon dimensional de ambas acciones,
utilizando variables duales. Por razones de espacio, no podemos explicar en detalle todo
el proceso y simplemente escribimos cémo los campos de las dos teorias 10-dimensionales
se descomponen en términos de los campos de la tinica teoria 9-dimensional.

10F] grupo modular del toro es precisamente PSL(2,7).
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Campos del sector NSNS:

Jow = G — kZA(l)uA(l)w G = G — GuzGva/ Gz
B;w = B + A(l)[uA(Q)V] ) B, = BMV + Q[mgézx@/ﬁm )
¢ = o+jlogh, 6 = ¢—iloglul,
(3.2.66)
Jpa = _kZA(l)ua A(l)u = Oua/ sz »
B, = _A(2)l“ A(Q)# = —B,
b = £ 1wl
Campos del sector RR:
Gen=t), gl (o - DADmOE)
C(2n+1)u1---uzn£ - C(2n)u1---uzn )
(3.2.67)
C(Qn_l)ul"'mn—l = C(Qn_l)ul"'mn—l - (2n - 1)§[M1\zlC(Qn_l)m'"mnfﬂ@/gﬂ7
C(2n)u1---uzn = C(2n+1)u1---uznz-
Reduccién de la tipo IIB a d =9
Campos del sector NSNS:
Jw = G — k_QA(Q)uA(Q)V ) Guv = Jw — jugjug/j@a
B = Bu+ A(l)[uA(2)V} J By, = B+ j[ulg\BV]g/jﬂv
p = ¢—zlogk, ¢ = ¢~ glogjyl,
(3.2.68)
Jy = _k—2A(2)” , A(l)u = B,
B, = A(l)” , A(Q)N = jug/j@a
j% = _k727 k = |j%|71/2'

Campos del sector RR:
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N

A

Reglas de Buscher tipo 11

_C(Qn—l)

H1p2n—1 9

—  _((2n)
- ¢ B p2n—1Y -

C(2H)M1"'M2n - (2n)A(2) (11 C(2n71)u2~~uzn} )

C(2n)m~~u2n + (2n)j[u1\QIC(Zn)m---mn]g/jﬂa

7

(3.2.69)

Para hallar las reglas de Buscher no tenemos més que utilizar las relaciones anteriores

140, 168]:

De ITA a IIB:

Jw = G = (Gueve — BuaBoz) Jier G = Bua/de,
Bu = Bu +20u:Bute/ G Buy = Gur/ s,
o = ¢~ 3510813l Jw = 1Gsa
O(Qn)u1~~.u2n = O(Qnﬂ)m---mnz + QRB[M \zlé@n_l)uz---mn]
—2n(2n — 1)3[”1@@#2@0(2”*1)%,,#2”@/@@ )
cen P1epion—1y _é(Qn_1>ﬂ1~~~N2n—1
+2n = 1)l O i1/ G
De IIB a ITA:

(3.2.70)
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Gu = Jw— (= BuBoy) s Gue = Buyliy
B = By +255Buy/ iy Buo = i/l
6 = ¢—1tlogliyl, Jo = 1y
) ) o (3.2.71)
OO, e = —CC2) g+ (20 DBy O™y )
—2n(2n + 1)8[;“\gljm\ylé(%)ﬂa---mwﬂg/j@ ’
é(2n+1)mm#2n£ - C'(Qn)m“mﬂ
2170115 O™ oty iy -
Comentarios

Podemos ahora ver como reflejan estas reglas de dualidad T las relaciones generales que
anunciamos al principio de esta seccion.

Para empezar, dado que las componentes de la métrica en la direccién compacta nos
dan su medida (como en la Ec. (3.2.25)), la regla

j@ = 1/@&7 gﬂ = 1/.?@) (3.2.72)

nos dice que los radios de estas dos teorias son reciprocamente inversos. Si las coordena-
das que parametrizan las dimensiones compactas toman valores entre 0 y 27/,, entonces,
asintoticamente

e = (Ra/0)? . Jyy — (RB/L,)° (3.2.73)

de donde deducimos

Rap="0/Rpa. (3.2.74)

Seguidamente vemos que el vector de Kaluza-Klein que viene de la métrica de una
teoria y se acopla a sus modos de Kaluza-Klein se intercambia con el vector que viene de
la 2-forma NSNS, que se acopla a los modos de enrollamiento de las cuerdas.

También vemos que las (p+ 1)-formas RR de una teoria que tienen una componente en
la dimensién compacta (lo que asociamos a enrollamiento de la Dp-brana correspondiente)
se transforman en p-formas RR de la otra, asociadas a D(p — 1)-branas.
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Finalmente observamos que los dilatones se transforman bajo dualidad T, lo que im-
plica que las constantes de acoplamiento de las teorias de cuerdas lo hacen. Utilizando
Ec. (3.2.73) es inmediato obtener

9aB =9gpa/RBa. (3.2.75)

3.3 Consideraciones finales

El orden que hemos escogido para presentar las acciones efectivas de las teorias de cuerdas
es quiza el mas eficaz para entender las relaciones de dualidad que existen entre ellas, pero
no para entender como se obtienen estas acciones a partir de la definicién perturbativa de
las teorias de cuerdas y cudles son sus limites de validez.

La acciones efectivas aparecen de dos modos que en principio no tienen nada que ver.
El primer modo es el que corresponde a su definicion: se trata de una accién con la
propiedad de reproducir, en un cierto limite, las amplitudes de dispersion de los modos sin
masa de las teorias de cuerdas. Las amplitudes de dispersion se definen como expansiones
perturbativas con el dilatén (la constante de acoplo de la cuerda) como pardmetro pequeno.
Estas amplitudes dependen de la longitud de la cuerda ¢ y en el limite £, — 0 (que
podemos entender como el limite en el que la cuerda se vuelve un punto) sélo los modos
sin masa aparecen en ellas. Este limite coincide con el limite de bajas energias. La teorfa
de campos efectiva que describe la dindmica de estos modos sin masa se define como un
doble desarrollo perturbativo en /; y en la constante de acoplo de la cuerda ¢g. Las acciones
de SUEGRA N = 2A,2B,d = 10 son los términos mas bajos en el desarrollo en ¢, pero
contienen contribuciones de dos tipos de diagramas de cuerdas distintos, y por ello una
parte de las mismas (el sector NSNS) tiene el factor global e=2? mientras que la otra (el
sector RR) no contiene ningiin factor con dilatén.

Asi, principio, estas acciones describen bien la teoria de cuerdas correspondiente si

g<<1, << 1. (3.3.1)

La primera condicion afecta a un parametro sin dimensiones,que es lo correcto. La
segunda no: hay que comparar /; con la escala de longitud relevante!! que no puede ser
otra que el radio de curvatura del espacio-tiempo R, de forma que debemos de reescribir
la condicion asi

ls/R. << 1. (3.3.2)

Ambas condiciones son en realidad locales: la primera sobre el dilatén y la segunda sobre
los invariantes de curvatura del espacio-tiempo, y pueden satisfacerse en unas regiones del
espacio-tiempo y violarse en otras. Si el dilatén diverge, entonces la teoria perturbativa
de cuerdas no seria valida ahi. Si el radio de curvatura es mas pequeno que /,, el limite

"De otra forma, podriamos satisfacer esa condicién con un simple cambio de unidades.
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de teoria de campos ¢, — 0 deja de ser valido ahi y los efectos cuerdisticos empiezan a ser
importantes.

La segunda forma de llegar a las anteriores acciones efectivas es mas sutil. Uno de los
principios fundamentales de la Teoria de Cuerdas es la invariancia conforme bidimensional,
que es una propiedad de la accién clasica de una cuerda propagandose en el espacio de
Minkowski. Al cuantizar hay una anomalia que sélo se anula si el espacio tiene la dimension
critica d = 10 para supercuerdas. En espacios mas generales, con configuraciones no
triviales de los campos sin masa de la cuerda (métrica, 2-forma NSNS, dilatén etc.) la
invariancia conforme se mantiene cudnticamente si los campos obedecen ciertas ecuaciones.
Estas ecuaciones son precisamente las mismas que se derivan de las acciones efectivas. La
cuantizacién de la cuerda se hace perturbativamente en /; con ¢;/R. como pardmetro
adimensional perturbativo, lo que nos lleva a la segunda condiciéon para que las ecuaciones
garanticen la invariancia cuantica conforme al orden mas bajo en /,. Las condiciones sobre
el dilatén estdn implicitas en la topologia del espacio bidimensional en el que definimos la
accion de la cuerda.

Es realmente sorprendente que por caminos tan dispares se llegue a una misma accién
efectiva, lo que nos da confianza en la consistencia de la Teoria de Cuerdas. Hay, ademas,
una tercera forma de llegar a la misma accién en los casos supersimétricos (que son los que
nos ocupan). Tiene que ver con la invariancia de la accién bidimensional de la supercuerda
en la formulacion de Green y Schwarz bajo la simetria k, que s6lo se mantiene si los campos
obedecen las ecuaciones de la teoria de supergravedad correspondiente. Esta misteriosa
simetria esta presente en las acciones de la mayor parte de los objetos extensos que vamos
a estudiar en la préxima leccién e implica siempre las ecuaciones de supergravedad (jlo que
incluye la ecuacién de Einstein!), mientras que la invariancia conforme no lo estd y no se
sabe cémo cuantizar estas acciones.



Leccion 4

Teorias efectivas de cuerdas:
Soluciones

4.1 Introduccion

En la tdltima leccién hemos visto las acciones efectivas de las teorias de cuerdas que mas
nos interesan. También hemos estudiado sus superdlgebras y hemos anticipado qué esta-
dos/soluciones esperamos en estas teorias. En esta leccién nos vamos a dedicar a buscar y
estudiar estos estados/soluciones.

Primeramente vamos a estudiar de forma genérica los objetos extensos (p-branas etc.),
las acciones efectivas que dictan su dindmica, sus masas y sus cargas, lo que nos ayudara a
hacer una clasificacién preliminar. Seguidamente, y usando los resultados parciales de las
lecciones anteriores, vamos a estudiar los objetos extensos que de hecho aparecen en las
teorias de cuerdas 10-dimensionales (y en SUGRA N = 1,d = 11, a la que nos referiremos
sin precisar demasiado como “Teoria M”) que nos interesan, determinando sus masas y
cargas, relaciones de dualidad etc.

A continuacién vamos a elaborar modelos genéricos de los que sacar familias de so-
luciones de las que luego extraeremos las que corresponden a los objetos que buscamos.
Exhibiremos estas iltimas con todo lujo de detalles y, cuando corresponda, daremos sus
espinores de Killing.

Una vez que tengamos las soluciones “elementales” podremos combinarlas en soluciones
mas complejas en forma de intersecciones (estados ligados “en el umbral”) o estados ligados.

Algunas referencias generales sobre objetos extensos gravitantes en RG o en teorias de
supergravedad y supercuerdas son [169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 205, 177, 178]

4.2 Objetos extensos: acciones, masas y cargas

Un objeto extenso con p dimensiones espaciales barre un volumen del universo que es un
espacio-tiempo (p+ 1)-dimensional que se puede describir intrinsecamente con coordenadas
&, 1=0,1,...,p. Laposicion de cada punto de este volumen en el espacio-tiempo ambiente

81



82 LECCION 4. TEORIAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONES

d-dimensional de coordenadas z* viene dada por las d funciones X*(£). La accién basica
para un objeto masivo de este tipo es la accidn de Nambu y Goto [179, 180], que da el
volumen del volumen del universo

SEX©)] = =Ty [ e\l (121)
donde

9ij = g (X)0; X"0; X", (4.2.2)

es la métrica inducida sobre la p-brana y |g;;| denota al valor absoluto de su determinante.
Ty es la tension de la p-brana y tiene dimensiones de masa por unidad de volumen p-
dimensional', o sea, LPT!. La accién anterior es una teoria de campos para d campos
escalares, altamente no-lineal. A veces es més conveniente usar la accién de Polyakov [181]
que contiene una métrica auxiliar v;;(£) definida sobre el volumen del mundo:

SP[xH, 4] = — T / e/ [VI0X X g+ (1—p)] . (423)

La ecuacién de v;;(€) tiene la solucién

Yij = Gij (4.2.4)

que, sustituida en la accion de Polyakov, nos da la de Nambu y Goto. En el caso p = 1
(cuerda) hay muchas soluciones, todas de la forma

Yij = Q&) gij (4.2.5)

debido a la invariancia conforme de la accién de Polyakov. En otros contextos, la accion
de Polyakov es también conocida como modelo sigma.

Estas dos acciones son invariantes bajo reparametrizaciones del volumen del mundo y
covariantes (la métrica del espacio-tiempo cambia) bajo reparametrizaciones del espacio-
tiempo ambiente.

Estas dos acciones describen tnicamente el acoplo de la p-brana a la gravitacion del
espacio-tiempo ambiente, pero hay dos tipos de campos mas del espacio ambiente a los que
una p-brana se puede acoplar: escalares, que juegan el papel de constantes de acoplo locales
(como el dilatén) y (p+1)-formas diferenciales, a través de términos de Wess-Zumino. Asi,
la accién de una p-brana genérica con los acoplos mas generales es

T [e% M le 1
SOOI = 2 [ @rie KO0 gyl - FreTr [ e Ay
0 0 .
(4.2.6)

IDe hecho, si compactificamos p dimensiones espaciales del espacio-tiempo y enrollamos en ellas la
p-brana, congelando los grados de libertad que describen sus fluctuaciones, la accién de Nambu y Goto se

transforma en la accién de una particula puntual con masa T, V|-
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donde K (X)) es un cierto escalar, a un cierto niimero real

A(p+1)i1---’ip+1 = A(P+1)H1"'Mp+1 (X)c')ilX“l . 8Z XHrtt , (427)

p+1
y i la carga de la p-brana con respecto a este campo?, que suele ser igual a la tensién en los
casos que nos ocupan. Hemos introducido el factor K;“, donde K es el valor asintético
del escalar K, de forma que T, sigue siendo la tensién fisica de la p-brana. EIl término
anadido tiene las anteriores invariancias y, ademas, es invariante bajo transformaciones
gauge de la (p 4 1)-forma

(SA(p_H) =(p+ 1)8/\(,,) . (4.2.8)

No hay mas acoplos posibles, pero si dos generalizaciones de esta accion: la introduccion
de mds campos que viven en el volumen del mundo, ademéds de los escalares X*(), y
la eliminacién de ciertos grados de libertad a través del “gaugeo” de simetrias globales
de la accién asociadas a isometrias de la métrica del espacio-ambiente. De esta tultima
generalizacion no vamos a decir mas. De la primera, hay que decir que el campo de
volumen del mundo que mas a menudo aparece es el campo vectorial de Born e Infeld (BI)
Vi, v lo hace de una forma muy caracteristica (accién de Born e Infeld):

T
SPLIXH(E)] = ——[é’jj /dP“g K(X)\/|gii + Fi| + ..., Fy=20;Vy.  (4.2.9)
0

Utilizando la métrica inducida g;; para subir y bajar indices, podemos expandir la
accion de Born e Infeld asi:

Tiy) 1 2
St )= —32 [ @re ko0 ot - 47+, (1:2.10)
en donde se ve un término cinético estdndar (cuadritico) para un vector abeliano con
correcciones de orden superior que le dan un caracter no-lineal.

. Cudl es la accién de los campos del espacio-tiempo ambiente a los que se acopla la
p-brana? Suele ser de esta forma:

d —1 p+1
5= fong® /d v /]9l [R+2(dlog K)* + S KPFG L)) (4.2.11)
donde
Flpyo) = (p+2)0Ap11), (4.2.12)

es la intensidad de campo de A(,), invariante gauge. Esta accion genérica suele corres-
ponder a una truncacién de una teoria de SUGRA como las que hemos visto en la leccion

2Cuando las intensidades de campo de los potenciales contienen términos de Chern-Simons, como es
el caso en las SUGRAS que nos ocupan, se pueden definir otros dos tipos de carga distintos de la carga
de la brana que acabamos de definir [182]. La conservacién ( o no conservacion) de estas tres cargas
estd relacionada con la posibilidad de que las branas acaben en otras [200].
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anterior. La consistencia del acoplo de la p-brana a los campos de una teoria de SUGRA
se consigue sélo si la accion de la p-brana es invariante bajo la simetria x, que juega un
papel crucial. Por otro lado, la simetria x exige que los campos satisfagan las ecuaciones
de movimiento de la SUGRA, cerrando el circulo de relaciones.

4.2.1 Los objetos extensos de las teorias de cuerdas tipo II: ac-
ciones efectivas y masas

El acoplo de la p-brana al escalar K depende evidentemente del sistema de referencia
conforme en el que estemos trabajando. Siempre hay un sistema de referencia conforme
en el que a = 0: el sistema de referencia conforme de la p-brana, en el que ésta es
“fundamental” (explicaremos esto méas tarde). Fijado este sistema de referencia conforme,
podemos clasificar las demds p-branas con respecto a ésta por como se acoplan a K. En
Teoria de Cuerdas, el sistema de referencia candnico es el de la cuerda, y el escalar es
el dilatén, la “constante” de acoplo de la cuerda. En el sistema de referencia conforme
de la cuerda, las cuerdas son los objetos fundamentales, elementales, que dan lugar a
los estados perturbativos de la teoria, y todos los objetos cuyas acciones en este sistema
de referencia no se acoplen al dilatén (con tensiones independientes de g), son también
p-branas fundamentales. Practicamente la 1unica es la

Cuerda fundamental

Esta se acopla de forma natural a la 2-forma NSNS asi:

La tensién T de la cuerda es T = 1/a’, donde o/ = (2 es la pendiente de Regge y {, es la
longitud de la cuerda.

Los objetos no-perturbativos de una teoria de campos estandar tienen masas propor-
cionales a ¢g=2. Por esta razén, objetos con acciones de la forma

S®) = Ty /def e\ lgil + - (4.2.14)

son p-branas solitonicas. Las principales en las teorias tipo IT en d = 10 son las dos

5-branas solitdénicas

(S5A y S5B), que se acoplan a las 6-formas de NSNS B(®) que los las duales de Hodge de
las 2-formas a las que se acoplan las cuerdas fundamentales:

ol i1-ig

S = —Tgse% / do¢ 72 [|g;;] — Lsaeo / do¢ e Bl® (4.2.15)



4.2. OBJETOS EXTENSOS: ACCIONES, MASAS 'Y CARGAS 85

En las teorias de cuerdas tipo II, hay ademas otros objetos que estan a medio camino
entre los perturbativos y los no-perturbativos: las?

Dp-branas

(p par en la ITA, p impar en la IIB), con tensiones proporcionales a ¢~ y que se acoplan
a las (p + 1)-formas RR y a la 2-forma NSNS:

S = —TDpquo/derlf 67q3\/|§ij + 27TCY'.7:.Z']'| - Tsppeto /d65 €i1---ip+1ér(p+1) (4216)

6! 11 lp g1 )
donde V; es el vector de Born e Infeld (BI) con intensidad de campo

Fiy=Fyj+ 53-8y,  F;=20,Vj. (4.2.17)

2ol

La existencia de Dp-branas en la Teoria de Cuerdas y sus propiedades fundamentales
fueron descubiertas por Polchinski en Ref. [189]. Representan hipersuperficies sobre las que
los extremos de las cuerdas abiertas pueden moverse sin salir de ellas. Estos extremos pa-
recen puntos (desde el punto de vista del volumen del universo de la brana) eléctricamente
cargados con respecto al vector de BI V.

La dinamica de las cuerdas abiertas ligadas a las Dp-branas esta, pues, descrita por el
campo de BI, cuya existencia es lo que las hace interesantes: si hay una unica Dp-brana,
solo puede haber cuerdas abiertas con los dos extremos sobre la misma. En el espectro
de la cuerda con estas condiciones de contorno, hay un modo sin masa asociado que es
precisamente el vector de BI. Si hay N Dp-branas paralelas*, ademds de los N vectores de
BI asociados a cuerdas con los dos extremos en la misma brana, habra cuerdas abiertas
con extremos en branas distintas. En general, el modo mas ligero de éstas tiene una
masa proporcional a la separacion entre ambas Dp-branas y se hace cero si las branas se
superponen. Asi, si las N branas se superponen, hay N? vectores de BI sin masa que
corresponden a la representacién adjunta de U(N). Este mecanismo nos permite tener
teorfas de (super-) Yang-Mills U(N) en las p + 1 dimensiones del volumen del mundo de
las Dp-branas.

No se conoce una accion que describa la dindmica de N Dp-branas superpuestas, aun-
que su expansién es, al orden méas bajo en o/, una teoria de super-Yang-Mills en p + 1
dimensiones. Una referencia reciente sobre el status de la generalizacién no-abeliana de la
accién de Born e Infeld es [196].

La presencia del vector de BI y su interpretacion sugieren la posible presencia de otros
campos en los voliumenes del mundo de los objetos extensos y su asociacion a los extremos

*Hay bastantes referencias sobre las Dp-branas. Adem4s del resumen de Johnson [156] son interesantes
las lecciones de Bachas [190, 191], muy pedagdgicas, Douglas [192], el propio Polchinski [193], Vancea [194]
y Forste [195].

4Que esto es posible se debe a que son objetos supersimétricos que pueden estar en equilibrio como los
agujeros negros de Reissner y Nordstrém extremos [189].
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o fronteras que otros objetos puedan tener en los primeros. Que esta interpretacién es co-
rrecta fue explicado por Townsend en [200]. En cuanto a la presencia de otros campos, los
mas sencillos son los duales eléctrico-magnéticos de los BI en las Dp-branas: (p —2)-formas
diferenciales que viven en los volimenes del mundo de las Dp-branas y estan asociadas,
como veremos, a intersecciones (p — 3)-dimensionales con otros objetos. A través de duali-
dades es posible ver que el los volimenes del mundo de las 5-branas soliténicas hay otras
formas diferenciales con interpretaciones analogas: un vector en la S5B, que representa la
interseccién de D1-branas con la 5-brana (por dualidad S con la interseccién de cuerdas
fundamentales con la D5-brana) y una 2-forma cuya intensidad de campo es autodual en
la S5A. La autodualidad conlleva el problema de la ausencia de accién covariante que se
puede resolver por el método utilizado en el caso de SUEGRA N = 2B,d = 10 [183] o por
el método alternativo de introducir campos auxiliares [184].

4.2.2 Relaciones de dualidad y masas

Vamos ahora a explorar las relaciones de dualidad que hay entre estos objetos (y algiin
otro que aparecera por el camino) que ya hemos discutido anteriormente, representadas en
el diagrama de la Figura 4.1.

Las relaciones de dualidad entre los objetos extensos se reflejan en sus acciones efectivas,
aunque no es sencillo verlo en el espacio y tiempo de que disponemos. Por ello, vamos a
explorar las relaciones de dualidad de las masas de estos objetos cuando estan enrollados
en p-toros. Las reglas fundamentales de este juego vienen dadas por las Ecs. (3.2.74) y
(3.2.75), que reescribimos aqui por comodidad

RA,B - éi/RB,A )
(4.2.18)
gas = ¢gpls/Rp.a.

para dualidad T, y las Ecs. (3.2.61) y (3.2.64) que también reescribimos aqui por comodidad

g = 1/g,

R, = R;/\/9,

(4.2.19)

para la dualidad S en la tipo IIB. Estas reglas han de ser complementadas por la reglas
de transformacion de las masas medidas en el sistema de referencia conforme de Einstein
“modificado” (es decir, el correcto):
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M' = g'/?M . (4.2.20)

El punto de partida, es la masa de una cuerda fundamental enrollada sobre una dimen-

sién compacta z° de radio Ry. Este dato hemos de tomarlo de la cuantizacién de la Teorfa
de Cuerdas:

Ry
Si ésta es la cuerda fundamental de la teoria IIB, entonces esta relacionada por duali-
dad S con la D-cuerda (D1-brana). Utilizando las reglas Ecs. (4.2.19) y (4.2.20), tenemos

Mpy = Mly, = g2 My = gt/2 20 _ T 4.2.22
D1 = Mpp =g F1 =4 ﬁ—g,gg- (4.2.22)
Ahora podemos hacer una transformacién de dualidad T en la direccién z?, con lo que
se obtiene una DO0-brana de la ITA de masa
R 2/ Ry 1
Mpy= M), = — = SRy (4.2.23)

g2~ gl Ry T gl

Si hacemos dualidad T en una direccién ortogonal a la D-cuerda (z®), tenemos la D-
membrana (D2-brana) de la teoria IIB:

Ry Ry Rs Ry
M — M’ _ —— = — .
TP g gt Ry g
Repitiendo suficientes veces este procedimiento, obtenemos la masa de una Dp-brana
enrollada en un p-toro (quitando las primas):

(4.2.24)

. Rm,p Ce Rg
= 7g€€+1

La Db5-brana estd relacionada por dualidad S con la 5-brana soliténica de la IIB:

Mp, (4.2.25)

Rs...Ry  , ;yRy/g"”.. . Ry/g"” Rs...Ry
g5 7 g s oS

Mgs = g'? M}, = g'/? (4.2.26)

lo que confirma sus cardcter solitonico. Los resultados para éstos y otros objetos extensos
de las teorias tipo II estdn reunidos en las Tablas 4.1 y 4.2.

Las tensiones que aparecen en las acciones de estos objetos se pueden calcular simple-
mente dividiendo las masas por el volumen espacial en el que estdn compactificadas (el
producto de las longitudes de los circulos).
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Objeto ITA || Masa en const. d = 10 Masa en cons. d = 11 Objeto d11
Flm Ry!
DO gt Ry5 WM(+, —10)
Flw R9€s_2 RioRy (zgli)nck)_3 M2(+’ _8’ +2)
D2 RoRsg 7' (;? RyRs () ™ M2(+, 7,42, -)
D4 Ro...Reg;'(>? RioRy ... Rs(toy) )" M5(+, =%, +9)
S5A Ry...Rsg7205" Ry...Rs(t5)) )6 M5(+, -4, +%, )
D6 Ro...Ryg 057 R2,Ry ... Ry(tht) )9 KK7M(+, -3, 48, —*%)
KK6A R2Rs...Ryg720% RioR%...Ry(t0) )70 || KK7M(+, =% 47, +*,+)
D8 Ry...Ryg;'t;" R3,Ry... Ry(5)) )12 KKOM(+, —, +5, +*)
KK8A R3Rs...Rog7°t;" | RiR3Rs... Ry(fUD) )12 | KKOM(+, —, +7, +%,+)
KK9A R3Rs...Rig*t7"? | RioR3Rs...Ry(fol) )72 || KKOM(+,+8,+*,—)

Tabla 4.1: En esta tabla estan las masas de los objetos extensos de la Teorfa de Cuerdas tipo ITA
en lenguaje 10-dimensional (radios de compactificacién R;, constante de acoplo g4 y longitud de la
cuerda /) y en lenguaje 11-dimensional (de SUGRA N = 1,d = 11) (radios de compactificacién

R;, constante de Planck reducida 11-dimensional Ifglg)nck = Eglg)nck /2m). La coordenada que se
compactifica para relacionar las teorias 10- y 11-dimensionales es, por convenio, z'° de forma, que

2/34(11)

el “radio 11-dimensional” es Rig = gals = g} "¥p,pc- Ademds, las configuraciones de los objetos
11-dimensionales que dan lugar a los 10-dimensionales que dan lugar a los 10-dimensionales se
dan en la siguiente notacién notacién: la lista de signos representa las 11 coordenadas, de 29 hasta
#10. Un signo + significa que una de las dimensiones del volumen del mundo ocupa esa direccién
espacio-temporal. Una estrella significa que en esa direccion el objeto tiene una isometria especial

y la direccién correspondiente no se puede descompactificar.
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Objeto IIB Masa Objeto TIB Masa,
Flm Ry! KK6A R2Rs ... Ryg5°t; 8
Flw Ryl ? D7 Ry...Rsg3't;8
D1 Rogp'l;? Q7 Ry ... R3g5°(78
D3 Ry...Rygg't;* D9 Ry...Rigg't;71°
D5 Ry...Rsg3't;t Q9 Ry...Rigz't;°
S5B Ry...Rsg3*l;¢

Tabla 4.2: En esta tabla estan las masas de los objetos extensos de la Teoria de Cuerdas
tipo IIB en términos de los radios de compactificacion R;, la constante de acoplo de la
cuerda gg y longitud de la cuerda ¢;. Cuando una masa depende de un radio con una po-
tencia superior a la unidad, el objeto (tipo monopolo de Kaluza-Klein) tiene una isometria

especial en esa direccion.
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D9

KK8B
Reduccion dimensional directa

Reduccion dimensional doble

Dualidad S 0 E-M

<~ _* Soluciones identicas
PO

Dualidad T

1A
11B

d=11
d=10

Figura 4.1: Relaciones de dualidad entre soluciones cldsicas de las SUGRAS en d = 10,11: cuerdas
fundamentales F'1, 5-branas soliténicas S5, Mp-branas, Dp-branas, ondas gravitacionales W y monopolo
de Kaluza-Klein KK. Las lineas con dos flechas senalan dualidad T y las discontinuas, dualidad S.
Las lineas con una sola flecha indican relaciones por compactificacién en circulos: vertical (el objeto no

estd enrollado en la dimensién compacta) o diagonal (si lo esta.
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4.2.3 Los objetos extensos de SUGRA N =1,d=11

Hemos dicho repetidas veces que el limite de acoplo fuerte de la Teoria de Cuerdas tipo IIA
es SUGRA N = 1,d = 11 y que los objetos extensos de esa teoria de cuerdas provienen de
objetos extensos 11-dimensionales. Ademas de la onda gravitacional, que no es propiamente
un objeto extenso y que estd igualmente presente en d = 10, los objetos extensos de
SUGRA N = 1,d = 11 son la M2-brana y la M5-brana, que se acoplan respectivamente

a la 3-forma C y a su dual la 6-forma C. Cuando una de las direcciones es compacta,
se puede afadir a esta lista el monopolo de Kaluza-Klein (KK7M), que es una solucién
puramente gravitacional y por lo tanto presente, como la onda gravitacional, en todas las
dimensiones.

En SUGRA N = 1,d = 11 no hay ningun campo escalar que pueda interpretarse como
una constante de acoplo y, asi, la M2 y la M5 tienen un caracter fundamental. La accion

de la M2 es
S =Ty / 43¢ \/1g;;] — Do / d>¢ €1 Cy) L, (4.2.27)

5
y no contiene ningun otro campo en su volumen del mundo aparte de los escalares X .

Enwla reduccion dimensional para obtener la D2-brana, el escalar del volumen del mundo
X deja de tener significado espacio-temporal y se puede dualizar en el vector de BI de la
D2-brana [185].

La accién de la M5, sin embargo, contiene otros campos: una 2-forma cuya intensidad
de campo es una 3-forma autodual. Por reduccién dimensional, esta forma da lugar a la
2-forma con intensidad de campo autodual de la S5A o a la 2-forma que es el dual del
vector de BI de la D4-brana.

Para determinar las masas y las tensiones de la M2 y la M5, vamos a relacionarlas
con las de los objetos de la tipo ITA, utilizando las relaciones entre las constantes 10- y
11-dimensionales Ecs. (3.2.29), que reescribimos aqui invertidas por comodidad, llamando
Ry a lo que alli llamamos Ryy:

65 = gglélm)nck/R}(/)Qv
(4.2.28)

3/2 11
ga = Rl(/]/Pla)rlck’

Podemos empezar con la masa de la cuerda fundamental F1A, que no es sino la M2
compactificada en el circulo 11-dimensional:

R RoR
My = Mp1g = — = —10

27 (4229
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Cuando la M2 no estd enrollada en la undécima dimensién (sino, por ejemplo, en las

28, 2%) tenemos la D2. Comprobémoslo:

Rg Ry Rs Ry
= = i 4.2.30
" (éiPll;la)nck)S 9483 ( )
La D4 no es més que una M5 enrollada en la undécima dimensién:
Re...R Re...R
Mys = Mpy = =2 i 9 _ ;(H) 160 : (4.2.31)
garts ( Planck)
y la S5A una M5 no enrollada ahi:
Rs...R Rs...R
My = ——"2 — 59 (4.2.32)

(é{z’lanck) gats
Para finalizar, podemos ver que la DO-brana no es mas que un modo de Kaluza-Klein
del graviton moviéndose en la undécima dimension:

1 _ 1
gals RIO‘

4.3 Soluciones genéricas y fuentes

El siguiente paso tras estudiar los estados correspondientes a objetos extensos en las teorias
que nos ocupan, es encontrar soluciones clasicas que se puedan asociar a ellos. Esto se hace
en dos etapas:

1. Se buscan una solucién de las acciones de SUGRA correspondientes en las que los
campos que se acoplan al objeto en cuestién sean no-triviales (los demés deben de
tener sus valores de vacio) y tengan ademads la forma correcta para describir un objeto
extendido del la dimensién correspondiente.

Esto lo vamos a hacer buscando una solucién de un modelo genérico, el modelo a que
luego aplicaremos a distintos casos.

2. Se identifican las constantes de integracion de la solucién de forma que la tensién y
carga calculadas sobre la solucién correspondan a las calculadas en la seccion anterior.

Esto se puede hacer de dos formas: se puede “compactificar” la solucion sobre un
p-toro en las direcciones correspondientes a la p-brana y calcular en d — p dimensiones
la masa ADM y la carga eléctrica correspondiente en funcion de las constantes de
integracién y comparar con las de la seccién anterior. Ademas, en todos los casos de
la seccion anterior se puede buscar la fuente: una acciéon de p-brana con tension y
carga determinadas, relacionadas por las ecuaciones de movimiento con las constantes
de integracion.
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Objeto Masa,
WM 0
M2 RipRo(Chphac)

M5 Rip... Ro(lhma)

KK7M | R%Ry...Ry (fﬁilck)‘g

KKOM | R3,Ry...Ry(th)) )12

Tabla 4.3: En esta tabla se encuentran las masas de los distintos objetos extensos de SUGRA
N = 1,d = 11 en términos de los radios de compactificacién R; y de la constante de Planck
reducida 11-dimensional Ifgl;?mk = Egl;?mk /27. Cuando un radio aparece en una potencia superior
a la unidad, el objeto tiene una dimensién isométrica especial en esa direccién.
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Aqui vamos a utilizar el segundo método. En la proxima seccion particularizaremos
para cada tipo de p-brana de la Teoria de Cuerdas.

4.3.1 El modelo a

En la Seccién 4.2 hemos visto que las p-branas se acoplan genéricamente a la métrica, a un
escalar y a una (p + 1)-forma descritas por la accién Ec. (4.2.11). Es costumbre escribir el
escalar K como el exponencial de otro ¢, y sustituir la constante 8 que controla el acoplo
a la forma diferencial por otra a para llegar a la accién del modelo a [186, 118, 119]

—1)p+1 _ a
5= wﬂlegp/ddx 71 [R+ 2000 + Eeeor 431)

donde F{,49) es la intensidad de campo de la (p + 1)-forma Ag,1q):

Fiorn) = dAgiys Foromompre = 0+ 2)0m At ips] - (4.3.2)

Este modelo contiene muchos casos particulares interesantes: para a = 0 el modelo es
equivalente al de Einstein y Maxwell (el escalar estd desacoplado) y para otros valores, el
acoplo del escalar reproduce el de el escalar de Kaluza y Klein al vector de Kaluza y Klein
(0 a su forma dual) o el del dilatén a formas NSNS o RR. Es cierto que en las SUEGRAS
que nos interesan aparecen también términos de Chern-Simons, pero éstos no suelen jugar
ningin papel cuando s6lo hay una p-brana presente, aunque si lo hacen cuando hay varias
de tipos distintos [200] como veremos en la Seccién 5.3.

De acuerdo con la regla general de que las (p + 1)-formas se acoplan a objetos p-
dimensionales, las soluciones estdticas naturales con la méxima simetria (distintas del
vacio) para p = 0 son agujeros negros® cargados y en general p-branas negras cargadas.
Como siempre, empezamos haciendo un Ansatz adecuado al sistema que la solucién pre-
tende describir: un objeto con (p+ 1) simetrias translacionales (a lo largo de las direcciones
del volumen del mundo de una p-brana plana) en las direcciones t, 7,:

ds® = f[Wﬂﬁ——@g]—g‘th4dﬁ——ﬁdQ@H),
(4.3.3)

At 1, — O{(H_l—l) y

yo-yP

donde f,g,W y H son funciones de p, la coordenada radial en las direcciones transversas
a la p-brana y donde

p=d—p—4. (4.3.4)

Para reducir el nimero de funciones independiente hemos de hacer algunas hipétesis
mas: si no hay “pelo” escalar, e sera una potencia de H. Ademas sabemos que en el caso

5 Aqui usamos este término en el sentido de objeto masivo puntual.
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del agujero de Reissner y Nordstrém (d = 4,p = a = 0) también f y g son potencias de H
y vamos a suponer que eso es también cierto aqui de forma que sélo H y W son funciones
independientes, para las que vamos a suponer la forma

W=1+_2

h

Pl

(4.3.5)

Sustituyendo el Ansatz en las ecuaciones de movimiento, es inmediato (pero asaz labo-
rioso) encontrar la solucién general, que escribimos de esta forma:

r— —(2z-2)
ds? = HS (Wt —dg?] — H- 5 |[Whdp? + p2d2 )|
e~2v = eT20p0 2 Ay gp = 0 (H™'—1),
h w
H = 1+ el W=1+ S (4.3.6)
a® 2
w = h [1 - L ] ,
@’ (p+1)+(p+1)
— 3¢ _ P
v 1+2§c’ €= GGt

Las constantes d, p,a que definen el modelo estan combinadas en la constante x. La
constante ¢ es el valor del escalar en el infinito (estas soluciones son asintéticamente planas
en las direcciones ortogonales al volumen del mundo de la p-brana (direcciones transversas)
p — 00) y las constantes de integracién h,w, @ estéan relacionadas por una ecuacién. La
solucion estd escrita de forma que es valida para a = 0. Estad claro también que en esta
solucion la carga escalar no es independiente de la carga “eléctrica” de la p-brana, como
queriamos.

Como ocurria en la solucién de Reissner y Nordstrom, cuando el parametro de no-
extremalidad w = 0 (limite extremo), el “factor de Schwarzschild” W =1y H puede ser
una funcion armoénica arbitraria en el espacio transverso:
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z— —(2z—2)
ds? = H5 (42 —dj?) — H w1 did,, .,
e72% = e A =eoq(HT 1),
L (4.3.7)
OmOnH = 0,
2
_ T _ (p+)+(+1) 2 _ 4z
vz 1+2§c’ €T oG 0 Y T e

Las elecciones de funcién armdnica H que mas nos interesan son, evidentemente, las de
la forma

h
|7 (43 [PH!

para describir una sola p-brana extrema situada en el origen de coordenadas Z';43) = 0, 6

h
_ N I
H=1+) N e

— |T(s) — T(pes

(4.3.9)

para describir N p-branas paralelas localizadas en T3y = T(513)7-

También como ocurria en la solucién de Reissner y Nordstrém (pero aqui sélo en el caso
a = 0) si tomamos h = 0, obtenemos un objeto sin carga y con horizonte: una p-brana
negra, con métrica (los otros campos son constantes arbitrarias)

ds = Wdt> — dg? — W='dp* + p*d

(p+2)

(4.3.10)

w
W - 1+W,

que generalizan la solucién de Schwarzschild d-dimensional (p = 0) [187, 188]. Todas las
p-branas no-extremas, cargadas o no, tienen un horizonte de eventos regular y se pueden
definir sus temperaturas y entropias, pero nosotros sélo nos vamos a concentrar en los
agujeros negros.

4.3.2 Fuentes

Nuestra experiencia con el agujero de Reissner y Nordstrom nos dice que podemos encontrar
fuentes para las p-branas cargadas que son soluciones del modelo a en el limite extremo
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(w = 0). Conociendo las fuentes, podemos relacionar la constante de integracién h de la
solucién Ec. (4.3.7) con la tensién y la carga que aparecen en la accién de la p-brana, que
es, evidentemente, nuestro candidato a fuente.

Consideremos, por lo tanto, el siguiente sistema acoplado

S=S5,+5,, (4.3.11)

donde S, es la accién del modelo a Ec. (4.3.1) y S, es la accién de la p-brana cargada

SplXH, il = —%/d”“fv Iv] [e720% 49, X10; X" g — (p — 1)]
(4.3.12)
_L/dp-l—lé‘ A(p+1) “1...“p+lai1Xul e Oy X HetL

(p+1)! ip+1

Para resolver las ecuaciones de movimiento, se usa el gauge estdtico o fisico en el que
las primeras (p + 1) coordenadas de la p-brana se identifican con las espacio-temporales

Yi(¢) = ¢, (4.3.13)
y el Ansatz

X™(€) =0, (4.3.14)

para las demds. Esto describe una p brana extendida en las direcciones ;1) en reposo en
el origen de coordenadas transversas Z(; 3y = 0. El Ansatz para los campos del espacio-
tiempo es la solucién general extrema del modelo a Ec. (4.3.7), pero dejando H como una
funcién de Z;,3) sin determinar.

El resultado es que todas las ecuaciones se pueden satisfacer si,

1. a y b estan relacionadas por

a=—(p+1)b, (4.3.15)

2. la tension y la carga de la p-brana estan relacionadas por

p="T]a, (4.3.16)

3. vy H viene dada por

(4.3.17)
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donde € es una constante arbitraria (e = +1 si queremos una solucién asintéticamente
plana) y donde h estd dada por

167G\IT

h = — ,
(P + 1)aPw( o)

(4.3.18)

La primera condicién se cumple en todos los casos de interés y esta en el fondo relacio-
nada con que los objetos extensos han de corresponder a genuinos objetos supersimétricos
de la SUGRA correspondiente. La segunda es la condicion BPS con nuestra normalizacién
de los campos. De nuevo esta relacionada con supersimetria. La condicién sobre H selec-
ciona de entre todas las posibles funciones armonicas en el espacio transverso aquella que
tiene un polo del orden adecuado en la posicién en la que se encuentra la p-brana con el
coeficiente que corresponde a su tension y carga.

Como vemos, la supersimetria juega un papel crucial, incluso aunque no hay ningiin
fermién presente en estas férmulas.

; Qué pasa con las soluciones no-extremas Ec. (4.3.6)7 La interpretacién que se suele
hacer de ellas es que describen p-branas excitadas® y, por lo tanto, no supersimétricas. Su
carga debe de ser la de las extremas, pero su tensiéon es mayor. En las soluciones, la carga
depende de h y la tension de h y w, por lo que h tendrd el valor determinado arriba, pero
w, que parametriza la desviacion de la extremalidad, es arbitraria.

4.4 Soluciones en d =11

Vamos ahora a utilizar los resultados de la secciéon anterior para encontrar soluciones
que describan los objetos extensos de SUGRA N = 1,d = 11, que son la M2 y la M5.
En esta teoria no hay escalares por lo que estamos en los casos d = 11,a = 0,p = 2
y d = 11,a = 0,p = 5. De las soluciones generales Ecs. (4.3.6) y (4.3.7) obtenemos
inmediatamente los siguientes resultados:

4.4.1 La membrana M2

En el caso no-extremo, la solucién es

6Esto quiere decir, en los casos estéticos, que los campos de su volumen del mundo tienen configuraciones
no-triviales, por ejemplo.
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2 ~2/3 " 1/3 [11—
ds%, = Hy ' [Wdt? — dgg) — Hyjy |W-'dp® + p*d2, | |
Ctﬂlﬂ2 = « (H]Tl12 - 1) ) (441)
h w
HMQ = 1 + % ) W =1 + 5
p p
w = hpll-a?,
y en el extremo w =0 o = £1
di2 = H2P[de? — di2) — HiS dzg,
ét?/l?/? = =+ (H]\i/IIQ - 1) ) (4.4.2)
h
HM2 — 1 —+ _,M26 .
| 7|
Para determinar la constante de intergracién hyso utilizamos la Ec. (4.3.18)
167Gy T
gy = N EM2 (4.4.3)
Ge7)

la relacién entre la tensién y la masa de la M2 compactificada en un 2-toro Ec. (4.2.29)

MMQ 1 2T

Tors = = = , (4.4.4)
©CrPRB0 rp(ERa)? ()’
y la definicién de la longitud de Planck Ec. (1.1.6), y obtenemos
(1) \6
hMZ — (EPlanck) ) (445)

Si queremos que la solucién describa Ny M2-branas, simplemente debemos de reem-
plazar la funcion armonica por otra con otros tantos polos, todos ellos con el coeficiente
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hara. Si las M2-branas coinciden, habra un solo polo con coeficiente Nyohye. Observa-
ciones enteramente andlogas a éstas se pueden hacer en todos los casos que siguen y las
daremos por hechas.

4.4.2 La 5-brana M5

En el caso no-extremo tenemos

d& = Hyl*Wde —dg2) - Hy2 [W-'dp? + p2d2, |
Cupoyp = a(Hys,—1), (4.4.6)
h
Hys = 1+ % ) W=1+ % )
p p
w = hys[l—a?.

En el limite extremo w = 0, = £1 tenemos

di2 = Hy/Pdi? — dif?] — HyjS dii2
Cipoyp = £ (Hys—1), (4.4.7)
h
HM5 = 1 + _,M53 .
|$5|

Por el mismo procedimiento que en el caso de la M2-brana encontramos

(11) 3
(EPlanck) ) (448)

-
M5 3&)(4)

4.5 Soluciones en d = 10

La identificacion de soluciones de las teorias tipo II con soluciones del modelo a es un poco
mas complicada. Primero hemos de identificar cuales son los valores de a para cada caso.
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La forma genérica de las acciones efectivas tipo IT en el sistema de referencia conforme
de la cuerda’ es

_ +1 _ +1
= wﬂlagg) /ddx 95| {6_% [Rs —4(00) + Srran Fipan | + %Féfﬂ)} :

(4.5.1)

Hay dos tipos de formas diferenciales en esta accién: las que se acoplan al dilatén con

el prefactor e=2¢ (Fip,+2)), que pertenecen al sector NSNS al que se acoplan las p-branas

fundamentales y las que no (F{,,12)), que pertenecen al sector RR, a las que se acoplan las

Dp-branas. Para identificar soluciones de esta accion en la general del modelo a, tenemos

que reescribir esta accién en la métrica de Einstein, identificar al dilatén como funcion

de ¢, e identificar el valor de a. Este es diferente para las p-branas fundamentales y las

Dp-branas, y lo denotamos por a; y as respectivamente. Haciendo una transformacién de
Weyl a la métrica g

gsuy = eﬁ(ﬁ g‘ulja (452)
tenemos
_ 1 d 4
(4.5.3)
(—1)p1t? 74(p17+1)¢ 9 (—1)pat? QMtﬁ .
2rne 7 iy T ageam® ©7 Fiurn -

Comparando con la accién del modelo a Ec. (4.3.1) vemos que el dilatén ¢ y el escalar
¢ estan relacionados por

6=/ 2o, (4.5.4)

y que los valores de la constante a son, para formas NSNS y RR

_ 2(p1 + 1) .

o= e (NS — NS) (4.5.5)
. —(152 —p2)

ay = 72(d =) . (RR) (4.5.6)

Antes de ir al sistema de referencia conforme de Einstein, podriamos haber dualizado las
intensidades de campo NSNS (para describir p-branas soliténicas). En ese caso, habriamos
encontrado el modelo a con

"Hacemos énfasis en este punto afiadiendo el subindice s.
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az = —

2(pr + 1)
2(d —2)

' (4.5.7)

Con estos datos vamos a identificar las soluciones 10-dimensionales. La tinica sutileza
estd en la introduccion del valor del dilaton en el infinito, que no se puede deducir correc-
tamente de la solucién genérica, sino que hay que introducirlo después observando cémo
se transforman los distintos campos bajo la adicién de una constante al dilaton.

4.5.1 La cuerda fundamental F1

Corresponde al caso p=1,a=1en d =10

%2 —3/4 1/4 _
dir = HMWat — ay?] — HY, [W g + p2d9§7)] ,
422 = Hzl[Wd? — dy?] - [W‘ldpQ + p2dgg7)] ,
—2(¢p—do) —
¢ Hrrs (4.5.8)
Bty = « (Hf;ll - 1) ;
h
Hpp = 1+ IZI, W=1+—,
p
w = hp[l-a?

En el limite extremo w = 0, = +1 es conocida como la solucion de la cuerda funda-

mental [197] y toma la forma:



4.5. SOLUCIONES EN D =10 103

diy = Hp4[de2 — dy?] — HY w2
ds> = Hp|[dt? —dy?] — did,
e 2000 — [, (4.5.9)
Bty - :lz(Hf;ll 1):
Hp = 1+|§:|16,

Observemos que con a = p = 1, la fuente del modelo a, reexpresada en el sistema de
referencia conforme de la cuerda es realmente la accién de una cuerda fundamental que no
se acopla directamente al dilatén en ese sistema de referencia (véase las Refs. [197, 172]).

El valor de la constante de integracién que reproduce correctamente la tensién de la F'1
se puede calcular por el mismo método que utilizamos con los objetos 11-dimensionales

., (4.5.10)

pero también se puede calcular explotando las relaciones de dualidad con otras soluciones,
como veremos en la Seccién 4.6

4.5.2 La 5-brana solitdonica

Corresponde al caso a = —1,p = 5 en diez dimensiones:
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A%, = Hg! (Wi —dg?) - B [Wldg 4 2o | |
ds? = [Wdt* —dy?| — Hss [Wﬁldﬁ + P2d9%3)] ;
e—2(d—d0) _ H,
B9y = ac™ (Hgl - 1),
Hes — 1+%, W=1+5,
w = hg[l—0a?,

(4.5.11)

y, en el limite extremo w = 0, & = +1 en el que es conocida como la solucion de la 5-brana

solitonica [198, 199]), toma la forma

—1/4 — 3/4 ;-
H55/ [dt* — dy?] — Hsé dzy

[dt2 — dgj52] — Hgs dff ,
Hg,

e 20 (Hyt —1)

|4 s
|Z4|?

(4.5.12)

El valor de la constante de integracién se puede determinar por el método que hemos
explicado y por relaciones de dualidad y es

h55 :Eg

(4.5.13)
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4.5.3 Las Dp-branas

Las hay para todos los valores de p = 0,...,9, y la solucién general para todas ellas en
diez dimensiones es

- ) . PESh
A5y = Hp,® [Wdtt—dj?] — HyS [Wldg? + p2de, |
o ~1/2 _ 1/2 [1rr—
a2 = Hp,* [Wdt* — dg?] — Hy [W-'dp? + p2d0% | |
~2(9-do) 5
e © = Hp (4.5.14)
C(+1) ylogp = e (H L_ 1) :
Hpy = 14720 Wy
Dp = + pT, =1+ —p
w = hpy[l—a?

Estrictamente estas soluciones solo son validas para p < 7. Para p > 7y, de forma
general en todas las soluciones que hemos visto, cuando las dimensiones transversas son
menos de dos, las funciones H, W han de ser reemplazadas por funciones arménicas con
un polo en el espacio bidimensional

H ~ hlogp, W ~wlogp, (4.5.15)

o unidimensional transverso.

H ~ hp, W ~wp. (4.5.16)

También en el caso de la D3-brana la soluciéon no es estrictamente correcta porque
faltan componentes de la 4-forma necesarias para mantener la autodualidad que hay que
calcular.

En el limite extremo, tenemos
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dsp

ds?
e—2(9—o)
Cw+h) Yy
Hp,

p—7

= Hp, [d - dj]

= Hp)” [d* — dj?]
(»—3)
= H,’ ,
= e ™ (H, —1),
h
= 14 — Dp7
|$9—p| P

p+1 9
8 —
— HDp dr

9—p>
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(4.5.17)

Como en el caso no-extremo, para p = 3 hay que anadir las componentes que faltan a
la 4-forma y hay que sustituir Hp; por

y Hps por

Hp7 =1+ hprlog |2y,

HD8 =1 +hD8|ZE|,

Las constantes de integracion vienen dadas por

parap <7y

b (2#65)(7”’)9
Dp= o,
? (7— p)w(Sfp)
g
hpr = hps = )
DT =, D8 1l

El signo negativo de hpg juega un papel muy importante.

4.6 Relaciones de dualidad

(4.5.18)

(4.5.19)

(4.5.20)

(4.5.21)

En la seccion anterior hemos identificado una serie de candidatos a ser las soluciones cldsicas
que representan los campos de largo alcance producidos por los estados de las teorias de
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cuerdas tipo II cuya existencia conocemos bien a través del espectro perturbativo, bien a
través del superalgebra y las relaciones de dualidad.

Para completar la identificacién debemos de comprobar que estas soluciones guardan
entre si las mismas relaciones de dualidad que los estados que representan.

4.6.1 Relacion entre soluciones de 11- y 10-dimensionales. Com-
pactificacién

Las primeras relaciones que debemos comprobar son las que hay entre estados/soluciones
de SUGRA N =1,d =11 y de la Teoria de Cuerdas tipo IIA.

Hay dos relaciones posibles: o bien el objeto 10-dimensional se obtiene por compactifica-
cion del 11-dimensional en una direccion del volumen del mundo o bien por compactificacion
de una direccién transversa.

Consideremos el caso mas sencillo®: la compactificacién de la M2-brana. Si la M2-
brana estd compactificada en una direccién de su volumen del mundo (dicho de otro modo:
estd enrollada en la dimensién que compactificamos), da lugar a una F1 en d = 10 y si es
en una direccién transversa, da lugar a una D2-brana.

Para compactificar la M2-brana tenemos que construir una solucién bien definida cuan-
do una coordenada es compacta. Para compactificaciones en circulos o toros estos supone
una pequena modificacion de las soluciones que hemos obtenido anteriormente.

Si una de las direcciones del volumen del mundo de la M2-brana extrema (vgr. y? = 2)
es compacta, como, por construccion, la solucién no depende de ella, la solucién Ec. (4.4.2)
sigue siendo completamente valida. Tan s6lo necesitamos introducir el valor del dilaton en
el infinito multiplicando la coordenada compacta z por él:

(

d? = H2P [dt2 —dy? - e%%dz?] —HPaz?,
Coe = ei® (Hyh—1) (4.6.1)
h
HMQ = ]. + _,M26 .
\ | s

Ahora podemos utilizar directamente las férmulas Ecs. (3.2.16) y (esto es muy importan-
te) Ecs. (3.2.20) para hallar una solucién 10-dimensional que tiene la forma de la de la
D2-brana extrema Ec. (4.5.17) pero con la funcién arménica Hyo en vez de Hpy. Sélo
necesitamos, pues, comparar estas funciones, que son idénticas excepto por las constantes
de integracion hyo v hps. Sin embargo, utilizando las relaciones entre las constantes 11-
y 10-dimensionales Ecs. (3.2.29) para ver que

8Un caso ain maés sencillo es el de la compactificacién de la onda gravitacional plana en d = 11 para
dar una onda gravitacional plana o una DO-brana en d = 10. Por falta de espacio no estamos discutiendo
aqui las soluciones puramente gravitacionales como las ondas planas gravitacionales y el monopolo de
Kaluza-Klein que, sin embargo, juegan papeles muy importantes. Las ondas gravitacionales hardn su
aparicién en la Seccién 5.3.
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E(H) 6 27T€s 1/3\6 27T€s 6,2
- (Pprana)” _ (2mlsg' ™) _ (2mls)°g" _ hps . (4.6.2)
GW(7) 6w(7) 6‘«0(7)

Si es una de las direcciones transversas la que es compacta, entonces es la funcién
armonica Hyro la que hay cambiar, puesto que la que aparece en Ec. (4.4.2) resuelve la
ecuacion de Laplace con una fuente puntual en el espacio euclidiano, pero no con una
dimension compacta. El procedimiento corriente para encontrar la funcién armonica co-
rrecta explota el hecho de que las M2-branas son objetos supersimétricos (como veremos)
y se puede poner a un numero arbitrario de M2-branas paralelas en equilibrio estatico en
posiciones arbitrarias. Esta libertad esta asociada a la arbitrariedad en la eleccién de la
funcién armonica H)jrs en ausencia de fuentes. La idea consiste en poner un niimero infinito
de M2-branas paralelas a intervalos regulares de la coordenada z'° = 2, siendo el periodo
igual a la longitud del circulo en el que vamos a compactificar z. Esto corresponde a elegir
una funciéon arménica

n=-+0o00

Hyro =14 hpo Z

n=—oo

1
(127> + (2 + 27nRn)?|)*

(4.6.3)

donde esta vez hemos supuesto que z € [0,27Ry;] por razones técnicas. Esta funcién es
periddica en z y tiene un polo en ¥; = z = 0, como queriamos.

Sin embargo, ahora no podemos utilizar directamente las férmulas de compactificacién
usuales porque la solucion depende explicitamente de la coordenada periédica. Hay dos
estrategias que se pueden seguir: una es sumar la serie anterior para obtener la funcién
periddica, expandirla en serie de Fourier y quedarnos con el modo cero. Un poco mas
sencillo es simplemente aproximar la suma por una integral, lo que es vélido si |77| >> Ry
[1]. Primero hacemos el cambio de variables

w (z — 2mnRyy) " e [27rnR11 21 (n + l)Rn] (4.6.4)
" | %] ’ " 77| | 7] ’
con lo que tenemos
haro "o 1 h 1 oy

Hy, = 145 T~ Lt > / Trup

77|60~ (1+uz) |Z7(0 20 Ry /|27] J oo (L4 0?)
(4.6.5)

— 14 hMQCd(E,) 1

27TR11C<J(4) |f7|5 '

Sustituyendo esta funcién arménica en Ec. (4.4.2) con z'° = 2z, ya podemos utilizar las

formulas Ecs. (3.2.16) para reducir la solucién a diez dimensiones® y obtenemos la solucién
de la D2-brana extrema Ec. (4.5.17) exactamente puesto que

9No es necesario hacer los cambios de escala Ecs. (3.2.20) porque el valor del dilatén en el infinito
estd absorbido en la definicién de z. Para recuperarlo simplemente hay que reescalear consistentemente
los campos 10-dimensionales.
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De la misma forma podemos comprobar que la M5 se reduce a la D4 y la S5A. Es ttil
la siguiente formula general:

iy 1 hpwn—-1) 1
H,=1+h, ~ 1 ) , 4.6.7
n_zoo (|Zns1]? + (2 + 27n)2|)/2 2m Rw(n—2) |Zny1|" 1 ( )

que nos da la relacién entre el coeficiente h, de una p-brana y el h), de la p-brana que se
obtiene al compactificar la otra en una direccién transversa de radio R:

hpw -1
ho= 2 1.6.8
b QWRW(n_Q) ( )
Si repetimos el procedimiento m veces (compactificamos en T™), tenemos
! hpw(nfl) m m
h, = VT =21) "Ry ... Ry - (4.6.9)

Vmw(nfmfl)

4.6.2 Dualidad T entre soluciones 10-dimensionales

Las relaciones de dualidad T més importantes son las que ligan a todas las Dp-branas y
consisten en que una Dp-brana con una dimension transversa compactificada estd relacio-
nada con una D(p+ 1)-brana con una direccién del volumen del mundo compactificada con
el radio dual y con la constante de acoplo de la cuerda dual.

Para comprobar esta relacién empezamos por aplicar el algoritmo que acabamos de
explicar para obtener la funcién arménica Hp, periddica y su aproximacién independiente
de la coordenada transversa z. Aplicando las reglas de Buscher tipo IT Ecs. (3.2.70) y
(3.2.71), encontramos inmediatamente la solucién de la D(p + 1)-brana con una funcién
armonica con coeficiente (p < 6)

hppw(s—p) _ (27l,)" Pg W(c—p)
27 Rw(5—p) 2tR (T — p)ws—p)We—-p)

(4.6.10)

Usando en el primer factor las reglas de transformacion de g y R bajo dualidad T Ec. (4.2.18)
y usando la identidad

Yooy 1 (4.6.11)
MWminWn-2) (1= 1w

obtenemos A p,41)(9'), como esperdbamos.
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4.7 Supersimetrias residuales

Para finalizar las comprobaciones sobre nuestra identificacién de soluciones y estados sélo
nos queda ver que las soluciones de p-branas extremas tienen supersimetrias residuales (cla-
ramente las no-extremas no las tienen). Para comprobarlo hay que resolver las ecuaciones
de los espinores de Killing correspondientes a las SUGRAS de las que sean soluciones.
Vamos a empezar con las p-branas 11-dimensionales.

4.7.1 Supersimetrias residuales de la M2-brana

Las ecuaciones de los espinores de Killing en SUGRA N = 1,d = 11 son simplemente

561% = 0 donde la variacién del gravitino viene dada por la Ec. (3.2.6). No tenemos
mas que sustituir las componentes de la conexién de espin y de la 4-forma de la solucion
Ec. (4.4.2). Eligiendo las tétradas

&) = Hypl'od,
(4.7.1)
em" = HJI\/;gémn J
encontramos las componentes no nulas
[ ow" = g Hy0 ",
W™ = EH 20, Hypn ™, (4.7.2)
0 émty1y2 = :FHM%BEHM%
y sustituyendo en las ecuaciones de los espinores de Killing, llegamos a
St = RH 0l (LF fepul %) =0,
(4.7.3)
Sithyy = 20mé — LHy L0, Hars [fmn Fi (fmn + 25mn) fm] i=0.
La primera ecuacién se resuelve sélo si ¢ satisface la condicién algebraica
(1 + if‘012> i=0. (4.7.4)
Utilizdndola en la segunda ecuacion, ésta se transforma en
b =2 (Om + SHy0mHar) € =0, (4.7.5)

.2 X 67X X . ,
cuya solucion es ¢ = H M2/ €0, donde €y es un espinor constante. Asi hemos encontrado los
espinores de Killing
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i=H /%%, (1 ¥ if‘012> G =0. (4.7.6)

La condicién algebraica no es mas que el proyector Ec. (2.2.31), como esperdbamos, vy,
debido a ella, sélo la mitad de las componentes de € son independientes y sélo 1/2 de las
posibles supersimetrias son preservadas. Lo mismo va a ocurrir en los siguientes soluciones
que describen un tnico objeto BPS.

Obsérvese que incluimos los dos posibles signos de la carga. Para una sola M2-brana, el
signo es irrelevante, pero es a veces crucial cuando hay otras branas presentes y se estudia
la supersimetria del conjunto.

Obsérvese también que el espinor de Killing existe para una funcion armoénica H
arbitraria. Para ser rigurosos, deberiamos de decir que la solucion es supersimétrica si los
espinores de Killing ademas tienen el comportamiento asintético adecuado: si la solucion
tiende asintéticamente al vacio, los espinores de Killing han de tender asintéticamente a los
espinores de Killing del vacio y ademds son normalizables. Si Hyss es la funcién armonica
para una o varias M2-branas paralelas, estas condiciones se cumplen.

4.7.2 Supersimetrias residuales de la M5-brana

El céalculo de los espinores de Killing de la Mb5-brana sigue la pauta del de los de la M2-
brana: elegimos una tétrada

¢l = Hyd', (4.7.7)
4.7.7
€m - HM56m ’

y calculamos las componentes no-nulas de la conexion de espin y la intensidad de campo

( ‘fjmnl = —§HX41532HM277m[”77”}" )
oM = %H]\_/[?;)/QagHMQUi[mnj]q ; (4.7.8)
\ éml...m4 = :I:eml...m58m5HM5 .

Al sustituir en las ecuaciones de los espinores de Killing vemos de nuevo que las ecua-
ciones correspondientes a las componentes del gravitino que estan en las direcciones del
volumen del mundo de la M5-brana se resuelven si el espinor satisface una condiciéon alge-
braica que, al ser sustituida en las otras ecuaciones las simplifica. El resultado es

e=Hh,  (1FT0B0) & =0, (4.7.9)
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4.7.3 Supersimetrias residuales de las Dp-branas

Teniendo en cuenta que la 2-forma NSNS es cero para estas soluciones y que la tinica
intensidad de campo que no es cero es GP*?) las ecuaciones de los espinores de Killing
toman la forma

A

p+2
detp = { 2 — 1+ fef oty BOOT, (—fu) ’ }e,

(4.7.10)
OeN = {/905 - —ed) Gp+2 <—F11) } €,
para la teoria tipo ITA y
0:Cp = { 7 Da+ €1 iQ)z gL, P%}éa
(4.7.11)
~ ~ 5 -3 - A~
dex = {/6(,0 + %e‘p ((II))+2)), GHPT2IP s } €
para la tipo IIB, donde
o', n par
P, = (4.7.12)

io?, n impar,

Como en los casos anteriores sélo necesitamos calcular las componentes de la conexion de
espin y las intensidades de campo usando la solucién Ec. (4.5.17):

(% = —LHL 0. Hppm; T,

S Bm = 3Hp0uHpyhm I, (4.7.13)

@(zﬂr?) — :Fef‘gf’Hg;Q@mHDpf‘mf‘Ol“'p,

\

Para hallar una soluciéon primero resolvemos las ecuaciones correspondientes a las va-
riaciones del dilatino y las componentes del gravitino en las direcciones del volumen del
mundo de las Dp-branas, obteniendo como antes una ecuacion algebraica que es una liga-
dura restringe el nimero de componentes independientes de los espinores de Killing. La
misma ligadura resuelve todas estas ecuaciones. Después usamos la ligadura para resolver
las ecuaciones correspondientes a las componentes del gravitino en las direcciones trans-
versas. El resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas que determinan
la dependencia del espinor de Killing en las direcciones transversas a la Dp-brana Z'g_,)
salvo por una constante global que corresponde a la normalizacién del espinor. La depen-
dencia en Z(y_,) estd concentrada en un factor que multiplica a un espinor constante €, que
satisface la ligadura algebraica. El resultado es
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ITA:

>

pt2
HB;/Sg[), |:]_ :Fl.f‘mmp <—f11> ’ :| g[) = 0 R
(4.7.14)
IIB:

(L}

Hp, "2, (140 ?Pos ) 2 = 0

4.7.4 Supersimetrias residuales de la F1

Podemos buscar simultdneamente los espinores de Killing de la F1 extrema como solucién
de las teorias tipo IIA, IIB y heterdtica escribiendo

0t = {3;2— i (%JF%H[LO)}@

(4.7.15)
OeN = {ﬁqg— %HO}G;
donde € es un espinor de Majorana, un par de espinores Majorana-Weyl o un tinico espinor

de Majorana y donde O = TI'y, 03,1, respectivamente. Usando la forma explicita de la
solucién Ecs. (4.5.9), encontramos

i = —Hp0nHpT™,
Hi = TF2Hp 0nHel, (4.7.16)

Hy = +ejHpt?0,Hp T |

y, siguiendo los mismos pasos que en el caso de las Dp-branas, encontramos la soluciéon

e = H'%, <lif010> o = 0. (4.7.17)

4.7.5 Supersimetrias residuales de la S5
De nuevo podemos hacer el calculo simultaneo para las tres teorias escribiendo

ety = {3ﬂ —1 (4% + Fe? H”)dl"'“fﬂal---ﬁp) } €
(4.7.18)

Sk = {aq3+ L H”)o}g,

donde ahora O = ¢2 para la IIB y I para las otras dos. El resultado es
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E = &, <lif°"'50> & = 0. (4.7.19)




Leccion 5

Agujeros negros en Supercuerdas

5.1 Introduccion

En la tltima leccién vimos que hay soluciones de las teorias efectivas de las cuerdas (SUE-
GRAS) que describen con gran precisién los campos de largo alcance de los objetos extensos
que aparecen en el espectro de las teorias de cuerdas correspondientes. En general no son
agujeros negros, cuya descripcion en el marco de la Teoria de Cuerdas es nuestro objetivo.
En esta leccion vamos a dar los 1ltimos pasos para encontrar soluciones de tipo agujero
negro extremo' que correspondan a estados de la Teorfa de Cuerdas.

Primeramente vamos a probar a construirlos por compactificacién toroidal de las direc-
ciones del volumen del mundo de las soluciones de p-branas que encontramos en le leccién
anterior. Los agujeros negros que encontramos tienen horizontes singulares, de volumen
cero.

A nosotros nos gustaria es obtener un modelo de un agujero negro extremo cuya geo-
metria cldsica sea no-singular, cuyo horizonte tenga un volumen distinto de cero. Para esto
hay que construir primero soluciones que describan mas de un objeto extenso: interseccio-
nes. Vamos a estudiar las condiciones bajo las que existen y las soluciones clasicas de las
SUEGRAS que las describen.

Inmediatamente después vamos a compactificar una de estas soluciones que representan
intersecciones para obtener en d = 5 un agujero negro extremo completamente regular.
Realmente es una familia uno de cuyos miembros es el conocido agujero extremo de Reissner
y Nordstrom en d = 5.

Tras este primer éxito, vamos a ver que la Teoria de Cuerdas nos permite calcular
el valor de su entropia a partir del recuento de microestados de la Teoria de Campos
Conformes de la cuerda en el vacio de las p-branas correspondientes. Este era nuestro gran
objetivo al comenzar este curso.

Finalmente vamos a enumerar cosas que por falta de espacio se nos han quedado fuera
del tintero.

! Los no-extremos se construyen facilmente a partir de los extremos, pero en general, por falta de espacio,
vamos a dedicarnos a describir en detalle sélo los extremos.

115
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5.2 Agujeros de una sola p-brana

Las soluciones naturales de las teorias efectivas de cuerdas son objetos extensos (salvo la
DO-brana). El procedimiento més sencillo para generar soluciones de tipo agujero negro es
compactificar las anteriores en las direcciones del volumen del mundo. Recordemos que en
esta operacion la funcién armoénica no cambia.

Es facil ver que la cuerda fundamental F1 Ec. (4.5.9) enrollada en un circulo da lugar
al agujero negro cargado extremo en d = 9

d52, = Hde2 — HY dz?,

ds? = Hpldt> — di2,

A = £(Hy 1), (5.2.1)
—2(p— 1/2
e 2(¢ ¢0) e HF/l ,

K/K, = Hpl"”.

El horizonte esta en el polo de Hp; Zs = 0. En ese punto, el volumen del circulo
compacto, medido por el mddulo K va a cero y el dilatén diverge. Ademas el area del
horizonte es cero.

Una 5-brana soliténica S5 Ec. (4.5.12) enrollada en un 5-toro da lugar al siguiente
agujero negro cargado extremo en cinco dimensiones:

( d52 = HZ'di2 — HL dz?,
ds? = di? — Hgsdii2
A = £ (Hg 1), (5.2.2)

—2(p— _ -1
e (¢ ¢0) e HS5 ,

\ K/Kg = 1.

En este caso el volumen del 5-toro es finito en el horizonte, y el dilatén va a a cero,
pero el horizonte sigue teniendo area cero en el sistema de referencia de Einstein (aunque
es finito en el de la cuerda).

Las Dp-branas Ec. (4.5.17) enrolladas en un p-toros dan lugar a los siguientes agujeros
negros cargados extremos en 10 — p dimensiones:
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1

T—p
2 T8=p 142 (8—p) 7122
3% = Hps7d? — HS 7 d@d ),

ds? = Hp)*dt* — HY}di?,

A = £ (Hp, —1), (5.2.3)
o—2o—d0) _ H;Tj,

| K/K, = H'".

En todos los casos el volumen del p-toro y también (excepto si p > 6) el dilatén son
singulares en el horizonte. El area del horizonte en el sistema de Einstein es siempre cero,
aunque para p = 3 no lo sea en el sistema de referencia conforme de la cuerda.

Podemos compactificar también dimensiones transversas o una combinacién de ambas,
pero en todos los casos vamos a obtener agujeros negros con horizontes singulares de
area cero, porque todos ellos son maximamente simétricos y sabemos que no hay agujeros
negros regulares maximamente supersimétricos en el sistema de referencia de Einstein. Esta
observacién nos da una pista para construir agujeros regulares: romper mas supersimetria
a través de intersecciones de p-branas.

5.3 Reglas de intersecciéon

Una vez obtenidas las soluciones correspondientes a objetos/estados “elementales” es 16gico
preguntarse por la existencia de estados ligados en los que hay presentes varios objetos de
tipos distintos, y por las soluciones que los describen. En las teorias supersimétricas hay un
tipo de estados ligados particularmente facil de describir: aquellos en los que la energia de
ligadura es cero, como cuando hay varios objetos BPS del mismo tipo paralelos y en equili-
brio estatico formando un estado BPS. Este tipo de estados juega un papel muy importante
en lo que sigue. Si queremos tener varios objetos supersimétricos formando un estado su-
persimétrico, podemos empezar por estudiar el superdlgebra para ver en qué condiciones
es compatible imponer la aniquilacién de un mismo estado por las cargas de supersimetria
asociadas a los distintos objetos (que pueden ser iguales, pero no paralelos) que en general
tendrdn varias direcciones (aparte del tiempo) comunes, es decir: se intersectaran.

Como vimos en su momento, la aniquilacién de los estados por las supercargas era
completamente equivalente a la accién de ciertos proyectores sobre espinores. Para una
p-brana extendida en las direcciones y'...y?, que podemos representar asi (p = 5)

5—brana | +|+ + + + + - — - - (5.3.1)

el proyector tiene la forma genérica Ec. (2.2.31) que reescribimos asi (Z®) = +M)
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Pye=(1+T""70,)e=0. (5.3.2)

La pregunta que nos hemos hecho (;jcuéles son las reglas de interseccién de los objetos
extensos que hemos estudiado?) se traduce entonces en la compatibilidad de imponer
P,e =0y Pye =0, en el caso de una p- y una p’-brana. El andlisis general es complicado
por la presencia de O,. Si ignoramos su presencia por un momento (considerando, por
ejemplo, objetos iguales pero no paralelos), podemos ver que

[P,,Py] =0, (5.3.3)

si el nimero de dimensiones transversas relativas total (direcciones que para una de ellas
son de volumen del mundo y para la otra no) es 0 mod 4. Por ejemplo, si tenemos dos S5
esta configuracién daria lugar a proyectores compatibles

(5.3.4)

S5|++ + + + + - — - —
S5|+|+ + + - — + + — —

porque las direcciones 4 y 5 son del volumen del mundo de la primera pero transversas a la
segunda y las 6 y 7 al revés, con lo que hay 4 dimensiones transversas relativas. También
ésta daria lugar a proyectores compatibles

55H+‘+++++———— (5.3.5)

S5l+|+ — — = — + + + +

porque tiene un total de 8 direcciones transversas relativas. En la notacién de la Ref. [1],
estas configuraciones son, respectivamente

S5 L S5(3), S5 1 S5(1). (5.3.6)

En las teorfas que nos ocupan, O, = I,T'j;,0',i0?, y depende de p mod 4 para Dp-
branas, de lo que deducimos que podemos tener un estado ligado con energia de ligadura
cero, de una Dp-brana y una D(p + 4)-brana que se intersectan en p direcciones:

Dp L Dy (p). (5.3.7)

Podemos estudiar casos mas complicados o simplemente generarlos utilizando las reglas
de dualidad. Ademds se pueden estudiar configuraciones en las que las p-branas no son
perpendiculares, sino que forman angulos. En todos estos casos, cada uno de los dos
proyectores compatibles reduce el niimero de supersimetrias residuales a la mitad, de forma
que la configuracién total tiene 1/4 de las supersimetrias totales preservadas.

Antes de generar mas reglas de interseccion por dualidad, es interesante ver otro método
por el que se pueden deducir, basado en el estudio de la conservaciéon de la carga asociada
a las p-branas en la teoria de SUGRA [200, 201]. Consideremos una cuerda fundamental
de la teoria tipo IIB F1B (el objeto que se acopla a la 2-forma NSNS l”;’m,). Su carga con
respecto a B;w viene dada, en ausencia de otros campos, por
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qr1 ~ /57 e 2K (5.3.8)

donde S” es una 7-esfera que rodea a la cuerda en las direcciones transversas. Esta carga
es distinta de cero sélo si la cuerda es infinita o es cerrada (topolégicamente un circulo).
La razén es que esta integral es invariante bajo deformaciones continuas de la 7-esfera en
las que ésta no cruce singularidades, lo que se demuestra usando que, fuera de la cuerda,
que es una fuente localizada del campo B,W

de 2 H =0. (5.3.9)

Si la cuerda tiene extremos libres, la 7-esfera se puede deslizar continuamente a lo
largo de la cuerda hasta ir més alla de los extremos y entonces contraerla a un punto sin
encontrar ninguna singularidad?, con lo que la integral vale cero.

La situacién cambia en presencia de otros campos®. El invariante de homotopia que
debemos utilizar para definir la carga® es ahora

i1 ~ / (6—2«0*7-2 _ B A0) _ @(5)@(2)) . (5.3.10)
ST

Consideramos una cuerda semi-infinita con un extremo. A una distancia L suficientemente
grande del extremo podemos ignorar los campos distintos de B’W, y la carga debe de ser
aproximadamente la misma que en el caso anterior, tanto méas aproximada a ella cuanto
mayor sea L para un valor fijo del radio R de la 7-esfera. Si deslizamos la 7-esfera hacia
el extremo, los otros campos deben de empezar a contribuir (si no, estamos en el caso
anterior), pero podemos hacer que la integral siga dando aproximadamente el mismo valor
de gr; haciendo tender R — 0 con R/L constante hasta que la tnica contribucién a la
integral provenga del extremo. Ahi la 7-esfera degenerada se puede descomponer, por
ejemplo, en el producto S® x S?, suponiendo que sea el tercer término en el integrando el
relevante en este caso, con lo que toda la contribucion a ¢y proviene de

/ GO [ ¢, (5.3.11)
S5 S2

La primera integral es la carga de una D3-brana (por autodualidad de CA?(E’)), de forma
que la cuerda tiene su extremo en una D3-brana. En cuanto a la segunda integral, si no
hay ninguna D1, podemos suponer que dentro de la D3-brana GB ~ dC® = 0, vy, sélo
localmente, C® = dV 1 con lo que

qr ~/ dv (5.3.12)
52

2Esto se puede visualizar bien en cuatro dimensiones donde las dimensiones transversas a una cuerda
son dos en vez de ocho, sustituyendo S por S'.

3En la cuerda heterética no hay otros campos que modifiquen la situacién, pero en las de tipo II si.

“Esta definicién de carga es la de Page [182].
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La interpretacion es clara: una cuerda fundamental puede acabar en (intersectar) una
D3-brana. En el punto del volumen del mundo de la D3-brana correspondiente a la inter-
seccion hay un campo vectorial excitado de forma que su carga magnética es la misma de
la cuerda fundamental. Ese campo es el dual del campo de Born e Infeld que esta presente
en la accion de la D3-brana.

Este argumento parece depender de posibles redefiniciones de campos, pero en realidad,
lo que se ve es que otras variables son mas adecuadas para describir otras intersecciones
[200]. Por otro lado, su virtud es que demuestra la relacién existente entre la fisica en
el espacio-tiempo ambiente y en los volimenes del mundo de las p-branas. Es posible,
por ejemplo, ver las cuerdas fundamentales ancladas en las Dp-branas como excitaciones
soliténicas de los campos de BI llamadas Blones [202] etc.

Las sistemas

F1 L D,(0), (5.3.13)

son muy convenientes para empezar a generar mas reglas de interseccién por dualidad.
Todos ellos estéan relacionados por dualidad T en direcciones perpendiculares a la F1. Si
tomamos la intersecciéon F1B L D3(0) y efectuamos una transformacién de dualidad S, ob-
tenemos una interseccién entre Dp-branas: D; L D3(0) y haciendo ahora transformaciones
de dualidad T en direcciones transversas comunes, obtenemos las intersecciones

D, LD,2(p—1), p>1. (5.3.14)
Si hacemos transformaciones de dualidad T en la direccién de la D1 en vez de en las
transversas comunes, tenemos la Dy L D4(0) y haciendo de nuevo dualidad T en las
transversas comunes generamos las intersecciones

D, L D, 4(p). (5.3.15)

Por dualidad S de la Dy L D5(1) que estd en esta clase, generamos la

F1 L S5B(0). (5.3.16)

Si hacemos dualidad T en una direccién del volumen del mundo de la D3 en la confi-
guracién Dy L D3(0), en la familia Ec. (5.3.14) obtenemos Dy L D5(0) y haciendo nuevas
dualidades T en las direcciones transversas comunes, generamos la familia

D, LDy(p—2), p=>2. (5.3.17)

Si hacemos dualidad S a la F1 L D5(0) en la familia Ec. (5.3.13), generamos la D; L
S5B(0) y con dualidades sucesivas en direcciones transversas relativas a las Dp-branas,
generamos la familia

D, LS5(p—1), p>1, (5.3.18)

etc. El resumen de todos estos resultados es:
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F1] S5, F1.LD,0),

S5 1 S5(1), S5.LS5(1), S5LD,(p—1) (p>1),
D, L Dy(m) p+p =4+ 2m, (5.3.19)
WIIFI, W|[S5 WD,
KK L D,(p — 2).

En 11 dimensiones, incluyendo intersecciones con ondas gravitacionales y monopolos
de Kaluza-Klein [204]

M2 L M2(0), M2 L M5(1), M5 .LM5(1), M5 L M5(3),
W M2, W[ M5,

(5.3.20)
KK || M2, KK L M2(0), KK | M5, KK 1L M5(1), KK L M5(3),

W | KK, W LKK(2), W LKK(®4).

Esta claro que podemos extender este juego a un nimero mayor de branas y que el
requisito de que formen un estado ligado con energia de ligadura cero es que los proyectores
asociados conmuten entre si. En el caso de 3 p-branas, en general la supersimetria del
sistema se reduce a 1/8 del total, excepto en algunos casos en los que la tercera p-brana
no rompe ninguna supersimetria adicional. Este caso esta relacionado con la creacion de
p-branas cuando otras se cruzan, por ejemplo [203] cuando una D5-brana y una S5B-brana
se cruzan, se crea una D3-brana asociada a la interseccion. El proyector de la D3-brana
no impone ninguna condicion adicional.

5.3.1 Soluciones: superposiciones armodnicas

Finalmente, veamos qué soluciones clasicas de las teorias efectivas de cuerdas describen
estas configuraciones. Un compendio 1itil sobre intersecciones es el de Gauntlett [205]. Las
primeras soluciones fueron identificadas por Papadopoulos y Townsend en la Ref. [207]
de entre una familia muy amplia descubierta por Giiven en la Ref. [206]. Resulta que
estas soluciones, y todas las correspondientes a sistemas ligados con energia de ligadura
cero se pueden construir por superposicion armonica de las soluciones que describen a uno
sélo de los objetos [208, 209], poniendo a cada componente de la métrica, multiplicadas,
las funciones armoénicas que tienen las soluciones individuales, con las mismas potencias,
pero donde las funciones armonicas sélo dependen ahora de las dimensiones transversas
comunes. Un ejemplo vale aqui més que mil palabras: si las soluciones que describen una
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tinica cuerda fundamental y una tnica Dp-brana son las Ecs. (4.5.9) y (4.5.17), la solucién
que describe la interseccién de una cuerda fundamental que estd en la direcciéon y y una

Dp-brana que estd en las direcciones z, = (2!, ..., 2") es
. —1/2 ;- $1/2 15— —1/2 ;o +1/2 55
ds? = Hp)’Hpld? — H))PHR dy? — Hp)Pdz2 — H))Pdzg
e 26-do) H[()ppgg) Hp
CrHDy e = +e % (Hpl —1) (5.3.21)

By, = +(Hg —1),
th,Fl

Hpp,ri = 1+ W ;

Es evidente como extender este ejemplo a otros casos. Lo importante es que las solu-
ciones asi obtenidas no son enteramente satisfactorias porque no nos dicen en qué punto
la F1 intersecta la Dp-brana, y las F1 esta deslocalizada sobre el volumen del mundo de la
Dp-brana. En algunos casos las dependencia de las funciones armonicas se puede extender
a algunas de las dimensiones transversas relativas, pero no hay soluciones que describan in-
tersecciones completamente localizadas. Una referencia en la que se discute este problema
es [210].

Que se puedan construir estas soluciones por superposicion en una teoria tan no-lineal
como la gravitacién nos da idea de lo especiales que son, de lo peculiar que es tener objetos
cuya energia de interaccion es cero y de lo crucial que es la supersimetria en este juego.

5.3.2 Intersecciones con ondas gravitacionales y transformacio-
nes de Lorentz singulares

Antes de finalizar esta leccién vamos a ver un método de generar soluciones que describen
una onda gravitacional propagdndose en una direcciéon del volumen del mundo de una p-
brana cualquiera. El método fue ideado originalmente por Aichelburg y Sexl para generar
una onda gravitacional plana de choque a partir de la solucién de Schwarzschild [211].
Aplicado a las p-branas negras cargadas de las Ecs. (4.3.6), nos va a dar una onda gravita-
cional plana moviéndose en el volumen del mundo de una p-brana extrema. Esto nos va a
dar pie para estudiar las ondas planas, que son soluciones puramente gravitacionales que
no pertenecen a las familias de soluciones que hemos estudiado.
Consideremos una solucion de la forma genérica
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( ds> = H®[Wdt> — dj>, — d=*] — HP [W'dp + p2dQ?] ,

672(¢7¢0) — H’Y

)

_ 5.3.22
A(p+1)t£"'ﬂ5 = Oé(H T 1) . ( )

h
W o= 1+—=, H=1+—,
pn

72

\

Ni la dimensién ni el sistema de referencia conforme en el que trabajemos son relevantes.
Hacemos la transformacion de Lorentz

t coshy sinh~y t
< z > - ( sinhy coshy ) ( z ) ’ (5.3.23)
que deja invariante todo® menos este trozo de la métrica:

Wdt? — dz* — dt* — dz* + cosh® y(W — 1)(dt + tanh® ydz)? (5.3.24)

que en el limite singular v — 0o, w — 0 con €*’w — hyy finito, se convierte en

Hy'dt? — Hy[dz — (Hy' —1)dt]?, Hy =1+ —, (5.3.25)
y obtenemos la nueva solucién con métrica

ds® = H* { Hy'dt* — Hy[dz — (Hy' — 1)dt]> — dgj;_,} — H?di?, (5.3.26)

y los demdas campos como antes. Esta solucion tiene dos parametros independientes h y
hw. Si h = 0 todos los campos salvo la métrica se vuelven triviales y obtenemos una
nueva solucion puramente gravitatoria: la onda gravitacional plana, valida en cualquier
dimension y para cualquier funcién armoénica Hy de las coordenadas &, aunque nosotros
escogemos aqui una determinada (d > 4):

ds® = Hy'dt? — Hyldz + o Hy! — 1)dt]? — dif_,,

5.3.27)

h (

HW = 14 _)7”/(14 s a==+1 5
|Za—a|®

donde hemos incluido el pardmetro a: « = +1(—1) cuando la onda se propaga en la
direccién positiva (negativa) del eje z.

Esto es asi porque la (p + 1)-forma tiene los dos indices ¢z.
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La solucion general claramente representa la onda propagandose en la direccién —z del
volumen del mundo de la p-brana y obedece la regla de superposicién armonica.

Para determinar la constante de integracién hy en términos de las constantes fisicas
podemos utilizar de nuevo el método de la fuente, que aqui sera la acciéon de una particula
sin masa. El resultado es, primeramente, que Hy, debe de ser reemplazada por

Hy =1+ #5@&) Cou= 5t —az). (5.3.28)

Sl

(El factor 0(u,) aparece también al tomar el limite ¥ — 0 con cuidado [211].) Segundo,

|8 e (@
V2 rGy (5.3.29)

hy = —ae D PTIN
w (d — 4)wia_s)

donde p? es el momento que transporta la onda. Este es un pardmetro continuo (a diferencia
de la masa ya la carga de las p-branas BPS), excepto si la direccién z es compacta, en
cuyo caso estd cuantizado en multiplos enteros de 1/R,. Si queremos obtener la solucién
compactificada, tenemos que tener en cuenta que a funciéon armonica Hy depende de z
a través de u y tenemos que hacer una expansién en serie de Fourier y quedarnos con el
modo cero

V2

d(ug) ~ — , 5.3.30
(1) ~ 0 (53.30)
lo que, combinado con la cuantizaciéon del momento nos da
(d)
huw V8GN (5.3.31)

T RAd— was)

5.3.3 Agujeros negros a partir de intersecciones

Ahora estamos en condiciones de construir nuevas soluciones de tipo agujero negro a partir
de intersecciones de p-branas. Las mds sencillas son las de tipo D, || Dy44. No queremos
utilizar branas con p > 6 porque si no no obtendriamos soluciones asintéticamente planas, y
esto s6lo nos deja tres posibilidades: DO || D4, D1 || D5y D2 || D6 que estan relacionadas
por dualidad T y son adecuadas para agujeros negros en d = 6, 5,4 respectivamente, o
dimensiones mas bajas compactificando dimensiones transversas. Sin embargo, sabemos
que los agujeros negros regulares tienen mas de dos cargas (y estdn compuestas por més
de dos objetos) por lo que vamos a tener que anadirlos. Lo maés sencillo es anadir una
onda gravitacional en una de las direcciones del volumen del mundo comunes. Esto sélo
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es posible en los dos ultimos casos. A los dos primeros se les puede anadir una cuerda
fundamental.

Si queremos obtener un agujero negro en d = 4 ademds vamos a necesitar un cuarto
objeto que suele ser un monopolo de Kaluza-Klein o una S5. Por simplicidad vamos a
considerar el caso en d = 5 D1 || D5 al que vamos a anadir una onda gravitacional en
la direccién de la cuerda. FEsta configuracion fue estudiada por primera vez por Callan
y Maldacena en la Ref. [215], como alternativa mds simple a la construccién original de
Strominger y Vafa [214], y su versién dual W || D2 || D6 fue considerada poco después
por Maldacena y Strominger en la Ref. [217]. En d = 4 se usaron las configuraciones
W || D2 || D6 mas una S5 en el mismo articulo y las configuraciones DO || D4y D1 || D5
con F1 y monopolo de Kaluza-Klein por Johnson, Khuri y Myers en Ref. [218]. Nosotros
no hemos mencionado el momento angular, pero es posible tener también agujeros negros
supersimétricos con momento angular en d = 5 y su construccion a partir de configuraciones
de objetos extensos de Teoria de Cuerdas se hizo en la Ref. [216].

5.4 El agujero extremo W || D1 || D5 en d =5

La soluciéon de la que vamos a partir se construye usando el principio de superposicion
arménica. La configuracién de Np; D1-branas, Nps D5-branas y una onda gravitacional
con nimero de momento Ny, es

—_

ol
(@
+ + +

_|_
+ (5.4.1)
_)

e+ 2
e+ 2
e+ 2
e+ 2
|
|
|
|

W

donde un signo + indica que esa direccién es del volumen del mundo de la brana (isométrica,
pues), un signo menos que es una direccién transversa en la que la solucién conserva
la dependencia, un ~ que es una direccién transversa pero que hemos compactificado,
eliminando primero la dependencia en esa coordenada por el procedimiento explicado en
el capitulo anterior, y el signo — denota la direccién de propagacion de la onda, y también
vamos a eliminar la dependencia en la misma. Las direcciones espaciales con +,~ 6 — van
a estar compactificadas en un 5-toro T° = S! x T* de volumen V?® = 2rRV* donde R es el
radio de la coordenada y' y V* = (21)!R, ... Ry el del T* en el que estdn compactificadas
las coordenadas y?,...,y* y las funciones arménicas van a depender tinicamente en las 4
coordenadas transversas comunes ;.

El principio de superposicion arménica nos da la siguiente solucién 10-dimensional, en
el sistema de referencia de la cuerda:
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ds2 = H,’H,}”? {H;VIdtQ — Hy [dy' + aw (Hy' — 1)dt]2}
1/2 y7—1/2 ;5 1/2 v71/2 ;5
_HD/I HD5/ gy — HD/I HD/5 dig
o—2d—do) Hps/Hp:, (5.4.2)

O(Z)tyl = 0Op1 (HB% - ].) 5

= ops (Hpt—1),

2 _ . .
donde ap psy = 1 son los signos de las cargas y el momento y donde las funciones
armonicas estan dadas por

7“2

Hi=1+ " i=D1,D5 W, (5.4.3)

742

donde, para la D5-brana, ninguna de cuyas dimensiones transversas ha sido compactificada

7“%)5 = ND5hD5 = ND5£§g, (544)

para la D1-brana, cuatro de cuyas dimensiones transversas han sido compactificadas en un
4-toro, usando la relacién Ec. (4.6.9)

CU(5) _ NDM?Q
V4C<J(1) \%4 ’

2
'pr = Npihpi

y para la onda gravitacional, que se propaga en una direccién compacta y tiene 4 direc-
ciones compactas transversas, usando primero Ec. (5.3.31), donde Gs\l,o) viene dada por
Ec. (3.2.28), y luego Ec. (4.6.9)

W(5) _ NWEEQQ
V4w(1) R2V

(5.4.6)

r{%{/:hW

Los tres Npi, Nps, Ny son enteros positivos.

Podemos compactificar inmediatamente la solucién a 5 dimensiones, obteniendo una
solucion con tres cargas relativas a tres campos vectoriales, y con tres modulos: el dilatén
¢, Ky que mide el volumen local del 4-toro y Kr que mide la longitud del circulo en el
que se enrolla la D-cuerda:
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ds% = (HpHpsHw) **dt* = (Hpy Hps Hw)"* di,

ds? = (HpHps) " Hy'dt? — (Hp,Hps)"? di2,
(5.4.7)

D1,D5,W _ —1
APLDS, )t = Op1,D5,W (HDl,D5,W - 1) )

Ky/Kyy = Hpi/Hps, e 2979 =Kp/Kpy= (HD1HD5)71/4 Héf-

Los tres médulos son finitos en el horizonte de este agujero negro extremo. Ademas, el
volumen del horizonte (en el sistema de referencia conforme de Einstein) es también finito,
como en el agujero de Reissner y Nordstrom extremo

. . 1/2
A = wp (limyz, s |24]® HprHpsHw) /2 = op? (7“D1TD57“W)1/2

) £8g2
= 2m°\/Npi Nps Ny =2=—.
™ D14VD5IVW RV

La entropia en cualquier dimensién viene dada por un cuarto del volumen del horizonte
medida en unidades de Planck [187]:

(5.4.8)

A (5) GW n g

S=-—"_ G _T
4G’ N " (2r)5RV ~ 4 RV’

(5.4.9)

lo que implica la bellisima férmula

S = 271'\/ NDIND5NW- (5410)

Al expresar todos los pardmetros de la teoria y la solucién en funcién de constantes de la
Teoria de Cuerdas hemos obtenido un valor para la entropia que no depende de ninguno de
los moédulos ¢, R, V' ni de la longitud de la cuerda /;, y sélo depende de niimeros enteros, lo
que nos hace concebir esperanzas de que este valor se pueda explicar a través del recuento
de estados. Observemos que la masa del agujero negro si depende de los médulos:

NpiR  NpsRV N
_ Npifv | NpsttV | Aw

M .
gl gls R

(5.4.11)
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Si rp1 = rps = rw entonces todos los médulos toman un valor constante®, y la métrica
es (no hay distincién entre los sistemas de la cuerda y Einstein)

ds* = H™2dt* — Hd7}?, H=Hp, = Hps = Hy, (5.4.12)

justamente la del agujero negro extremo de Reissner y Nordstrom en d = 5. Esta métrica
estan entre las soluciones extremas del modelo a con a = p = 0,d = 5 Ec. (4.3.7). La tinica
diferencia es que ahi estd cargada sélo con respecto a un vector y aqui con respecto a 3.
Esto es necesario para que podamos considerar la solucién como una solucion de la teoria
efectiva de cuerdas IIB, que tiene muchos mas campos cuyas ecuaciones de movimiento se
han de satisfacer incluso aunque tomen su valor de vacio.

Hemos asi conseguido no sélo obtener una soluciéon de agujero negro extremo con en-
tropia distinta de cero en una teoria de SUGRA, sino que hemos identificado todos sus
componentes elementales: D1- y D5-branas méas una onda gravitacional. El siguiente pa-
so es intentar deducir de esta composicion macroscépica, el nimero de microestados del
sistema y obtener de él la entropia.

5.5 Microestados y entropia de W || D1 || D5

Desde el punto de vista de la Teoria de Cuerdas microscépica, el agujero negro que hemos
obtenido es un vacio en el que se debe cuantizar la cuerda, teniendo en cuenta las condi-
ciones de contorno que impone la presencia de D-branas. Pero no sabemos cuantizar la
cuerda en él porque en general la constante de acoplo de la cuerda va a ser grande y sélo
sabemos cuantizar perturbativamente las cuerdas.

En este punto hacemos uso de la independencia de la entropia de la constante de acoplo,
una independencia asociada a la supersimetria. Si tomamos el limite ¢ — 0, puesto que
todos los r;s llevan potencias positivas de ¢, la solucion tiende al espacio plano. En este
limite de espacio plano si sabemos cuantizar las cuerdas e identificar los microestados. El
resultado, del que derivaremos la entropia seréd valido para g grande, en el que recuperamos
el agujero negro extremo. Este es uno de los puntos cruciales de este calculo. Otra razén
por la que el calculo es vélido es porque los tinicos microestados que contribuyen a la
entropia son también BPS. Su nimero estd determinado por la supersimetria (es decir,
por la cinemética, no la dindmica) y es completamente independiente de g, como de hecho
demuestra la expresiéon que hemos obtenido para S.

Asi pues, debemos de identificar la teoria de cuerdas definida en el vacio de D1- y
D5-branas que ademas tiene momento en la direccién de la D1. En este punto echamos de
menos el no haber podido dar paralelamente un curso de Teoria de Cuerdas basado en el
enfoque tradicional de la fisica bidimensional en vez de en la fisica espacio-temporal que
nosotros hemos seguido, pero es imposible explicar ambos enfoques en un tiempo reducido.
Intentaremos explicar al menos la esencia de esta parte del calculo.

5En rigor, dado que estas constantes dependen de los nimeros enteros Npi, Nps, Nw, esto no es
posible salvo para valores espaciales de los médulos g, R, V. Sin embargo, si los enteros Np1, Nps, Ny son
suficientemente grandes, podemos estar arbitrariamente cerca de la igualdad.
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Las teorias de cuerdas son casos especiales de Teorias de Campos Conformes bidimen-
sionales [230]. Estas teorias estdn caracterizadas por su carga central c. Ademds tienen
un espectro infinito de estados cuya degeneracién crece con la energia. El comportamiento
asintético de la degeneracién de estados viene dado por la formula de Cardy

p(E) ~ eV T HEIELS, (5.5.1)

donde Ej es la minima energia y L la longitud de la coordenada espacial, que aqui es
2rR. De todo el espectro de la teorfa sélo van a contribuir significativamente” a p(E)
modos correspondientes a cuerdas abiertas con un extremo en una D1 y otro en una
D5, v con momento en la direccién y'. El nimero de estos modos es proporcional al
producto Np;Nps puesto que pueden empezar o acabar en D1- y D5-branas distintas., y
por lo tanto esperamos que ¢, que es proporcional al nimero de grados de libertad de la
teoria conforme, sea proporcional a este producto. Una evaluacion precisa que no podemos
reproducir aqui da precisamente ¢ = 6/ NpyNy. Por otro lado, la energia de estos modos
es igual a su momento Ny /R. Sustituyendo en la formula de Cardy todos estos datos,
tenemos

p(E) = e?mvipilosh (5.5.2)

lo que nos lleva inmediatamente al valor de la entropia que calculamos mas arriba.

5.6 Comentarios finales

En el breve tiempo de que hemos dispuesto hemos intentado describir, desde sus funda-
mentos, los modelos de agujero negro de la Teoria de Cuerdas. Hemos llegado a explicar
cémo una configuracion de objetos extensos de la teoria, en acoplo fuerte, da origen a una
métrica de agujero negro cargado extremo con horizonte regular y cémo el conocer esa
configuracion nos permite hacer un calculo estadistico de la entropfia.

Hay muchas cosas més que deseariamos haber podido contar: los modelos de agujeros
extremos en d = 4 [217, 218], los de agujeros negros cuasi-extremos en d = 5 [215, 219],
d = 4 [221] y con rotacién [220] y cémo estos modelos explican la radiacién de Hawking
[222, 223, 224], el Principio de correspondencia [212, 213], la relacién de estos calculos
de la entropia con el agujero negro en tres dimensiones de Banados, Teitelboim y Zanelli
[225, 226, 227, 228, y la relacién de todo esto con la dualidad entre SUGRA y Teorias de
Campos Conformes [229] a través de la geometria del horizonte. Esperamos que al lector
interesado estas lecciones le sirvan como un buen punto de apoyo para adentrarse en este
interesante mundo de ideas.

"Hay contribuciones de otros estados a esta férmula de la entropia, que sélo debe de ser considerada
aproximada [231].
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Apéndice A

Convenios y formulas

A.1 Convenios de geometria diferencial

Utilizamos letras griegas u, v, p,... como indices tensoriales en la base de coordenadas
(indices curvos) y letras latinas a,b,c... como indices tensoriales en la base del espacio
tangente asociada a una tétrada (indices Lorentz o planos). Usamos dobles gorros sobre
objetos once-dimensionales, un gorro para objetos diez-dimensionales y ninguno para obje-
tos en menos dimensiones. Simetrizamos y antisimetrizamos con peso uno (dividiendo por
n!). A veces utilizamos el siguiente convenio: los indices que no escribimos explicitamente
estdn completamente antisimetrizados en el orden correspondiente. Esto es similar a la
notacion de formas diferenciales, pero los factores numéricos difieren.

Nuestra signatura es (+—--- —). 1 es la métrica de Minkowski y la métrica en general es
g @ es la métrica 11-dimensional, g es la métrica 10-dimensional en el sistema de referencia
conforme de la cuerda). Los indices planos y curvos estan relacionados por las tétradas e *
y sus inversos e,”, que satisfacen

eaﬂebuguu = Nab » euaeubnab = Guv - (All)

V es la derivada covariantes total (con respecto a reparametrizaciones y transformacio-
nes Lorentz locales) y D es la derivada covariante Lorentz. Estan definidas por

(A.1.2)
y sobre tensores del espacio tangente y espinores (1) por
vufy - 8u§ll + Fupyfp )
D" = 06" +wue, (A.1.3)

V;ﬂvb = auw - iwuabrabwa
donde T’y es el producto antisimétrico de dos matrices gamma. Los tensores de curvatura
y torsion correspondientes estan definidos a través de las identidades de Ricci

131
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Vi Vil & = Rue’ ()&% + TVt

(A.1.4)
[Duapu] é-a - ijba(w)é‘b,
y las curvaturas estdn dadas en funcién de las conexiones por
RquU(F) = 28[MF,,},J" + 2F[u\/\JFV}pAv
(A.1.5)
R (W) = 20, wia” — 2wja® Wi’
Imponiendo el postulado de las tétradas
Vel =0, (A.1.6)
las dos conexiones estan relacionadas por
Waa' = Tpa” + €2 0,e," (A.1.7)
y las curvaturas de ambas conexiones estan a su vez relacionadas por
RIWPU(F) = 6pa60bRuuab(W) . (A18)
Si imponemos el postulado métrico
vugpa - 0; (A19)
entonces la conexién se puede escribir siempre asi:
[.° = { ’ } 4K =D(g) + K, (A.1.10)
nv
donde
{ upu } - %gm {0u9vo + OuGuo — 0o} - (A.1.11)

son los simbolos de Christoffel, v K, es el tensor de contorsion, que depende del tensor de
torsion T ast:

K’ = 10" {Thow + Toop — Ty} - (A.1.12)

Si, ademas del postulado métrico imponemos el postulado de las tétradas, entonces la
relacion entre I' y w implica

Wabe = wabc(e) + Kape Wabc(e) = —Qape + Qpea — Qeap ) Qabc = 6oauebya[uecu] .
(A.1.13)
w(e) es la conexién de espin relacionada con la conexién de Levi-Civita I'(g) por el
postulado de las tétradas.
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A.2 Matrices gamma y espinores

A21 d=11

Nuestras matrices gamma 11-dimensionales satisfacen
{ffl, ff’} = +27ji, (A.2.1)
con la undécima matriz gamma [0 relacionada con las otras por

[0 =0 .1 =—ily, (A.2.2)

donde I'yy serd la matriz de quiralidad en 10 dimensiones. Son puramente imaginarias (es
decir, estdn en una representaciéon de Majorana)

pa* — [ (A.2.3)
y son todas, salvo f‘é, antihermiticas :
CH )
(A.2.4)
Mt = I, i=1,...,10.

Las propiedades de hermiticidad combinadas con su el hecho de que son imaginarias

puras, implican que todas ellas son simétricas excepto I'°, que es antisimétrica:

fir — i,
N N (A.2.5)
0T o= 41, i=1,...,10.
f‘6 tiene la propiedad
POpe 0 — pat, (A.2.6)

por lo que podemos escoger como matriz de conjugacion de Dirac D la matriz antisimétrica
y real

D =i, (A.2.7)
que satisface

X Rz 2 X X2 2 T

Do an D*l — (_1)[”/2] <Fa‘1“'a‘“) . (A28)

Nuestra matriz de conjugacion de carga es igual a la de conjugaciéon de Dirac
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C=D=il", (A.2.9)
y, por lo tanto
cT=C¢t=c'=-C, (A.2.10)
y
Cra ¢! = —raT, (A.2.11)
Esta ultima propiedad implica
CTwin 1 = (—pyr/a) (i ) T (A.2.12)

La definicién habitual de conjugado de Dirac

S0l
PN

D, (A.2.13)

y conjugado de Majorana

~ ~

A= 2\"¢, (A.2.14)
y nuestra eleccién de matrices de conjugacién de Dirac y carga ¢ = D implican que la
condicién de Majorana

— X\, (A.2.15)

es equivalente a requerir que todas las componentes de un espinor de Majorana sean reales.
Usando (A.2.12) y la definicién de espinor de Majorana (anticonmutante), tenemos

P

@V\

N>l

[érdn gy — (1) g Pl 2 (A.2.16)
b

con lo que esta combinacion bilineal es simétrica para n = 0, 3,4,7,8 y antisimétrica para
n=1,2,5,6,9,10.
Por otro lado, tomando el conjugado hermitico de la misma combinacién ! y usando

(A.2.8) tenemos

~ A N
PN X

~2: 2 o\ T N N
(ET8ringh) = (—p)ln/2ly pivin g, (A.2.17)
lo que implica, al comparar con Ec. (A.2.16) que pata n par es real e imaginario para n
impar.
Finalmente, tenemos la identidad

(=121 .

21t by b1l T

(11 — n)’ (;1"'(:)11711 )

f\&1~~~&n —

(A.2.18)

!'Usamos el convenio (ab)* = +a*b* para variables anticonmutantes.
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A22 d=10

La representacién de Majorana de las matrices gamma 11-dimensionales se puede construir
a partir de una representaciéon de Majorana 10-dimensional (son matrices de la misma
dimensién)

A

M = 1, 4=0,...,9,

) (A.2.19)
[0 = 40,19,

Los espinores 10-dimensionales son idénticos a los 11-dimensionales y las mismas defi-
niciones e identidades son vélidas para ellos, pero en 10 dimensiones también se pueden
definir espinores de Weyl, que poseen propiedades adicionales. Los espinores de Weyl se
definen con la matriz de quiralidad f‘n

[y =00, ..1% =40, (A.2.20)

que es hermitica y satisface (fll)Q = +1. Espinores de Weyl de quiralidad positiva zﬁ(” y
negativa ¢(7) se definen por

D™ = £ (A.2.21)

Ademas, en 10 dimensiones se pueden definir espinores de Majorana-Weyl. Es ttil
trabajar en una representacion de Majorana-Weyl de las matrices gamma en la que éstas
son imaginarias y I'1; toma la forma

. L1616 0
Iy =Tiexis®0° = : (A.2.22)
0 _]I16><16

En la representacién de Majorana-Weyl, cada espinor de Majorana (real) se puede
construir como suma directa de un espinor de quiralidad positiva y otro de quiralidad
negativa de 16 componentes:

~

()
)= . (A.2.23)

Finalmente, tenemos la identidad

(_1) [(10—n)/2]+1 ity Bion ,

1—‘111—‘ 1an (10 — n)' b1---5107n .

(A.2.24)
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A23 d=9

La representacion 10-dimensional de Majorana-Weyl, se puede construir a partir de una
representacién puramente real (Majorana) de las matrices gamma 9-dimensionales:

" = T°®0?, a=0,...,8,

(A.2.25)
¥ = Ligxe®io’,
donde I'® satisface
e =ro...1r7, (A.2.26)
Como antes, I'® serd proporcional a la matriz de quiralidad 8-dimensional
Ty =il® =i T7. (A.2.27)

Se puede comprobar explicitamente que con estas definiciones, la representacién 10-
dimensional es quiral y que I';; = L5416 @ 0°.

A24 d=14

En 4 dimensiones podemos utilizar representaciones Majorana o Weyl, pero no Majorana-
Weyl. Nosotros utilizamos una representacién puramente imaginaria (Majorana). La ma-
triz de quiralidad es

0.1.2.3__ ¢ abed

V= =Y = e (A.2.28)
hermitica e imaginaria (y, por lo tanto, antisimétrica). En esta representacién podemos
usar como matrices de conjugacién de Dirac y de conjugacién de carga D = C_ = i7°, que
es real y antisimétrica. La condicién de Majorana es que los espinores de Majorana son
reales ¢ = ™.

Finalmente, también tenemos la identidad
—1)l/2);
a1y ( a1--anbi--bi_n
= — ¢ . A.2.29
Y (4 — TL)' Vb1--ba_n V5 ( )

A.3 Geometria extrinseca

Sea una hipersuperficie ¥ inmersa en un espacio-tiempo d-dimensional con métrica g,, y
sea n* su vector unitario normal:

e =+1, X tipo espacio,
n'n, = ¢, (A.3.1)
e=—1, ¥ tipo luz.
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La métrica inducida en ¥ es

h;w = Guw — NNy . (A32)

h,. tiene caricter (d —1)-dimensional pero estd escrita en forma d-dimensional y es evi-
dentemente singular y no se puede invertir. Sus indices se suben y bajan con g. Obsérvese
que h,,n” = 0y por ello h se puede usar para proyectar tensores sobre .

Una forma de medir cuan curvada estd X en el espacio-tiempo seria medir la variacién
de su vector unitario normal sobre ella. Matematicamente esto se expresa asi:

ICM,/ = huahVﬂV(a’rLB) , (A33)

donde KC,, recibe el nombre de curvatura extrinseca o sequnda forma fundamental.
Podemos considerar un campo de vectores unitarios n*(z) definido sobre todo el espacio-
tiempo. Este campo determina una familia de hipersuperficies. Podemos entonces calcular
la derivada de Lie de las métricas inducidas sobre las mismas en la direccién de los vectores
unitarios. El resultado es que esta derivada es dos veces la curvatura extrinseca

Ky = L L0h . (A.3.4)

La traza de la curvatura extrinseca se denota por K y esta dada por

K =h"K,, =h"V,n,. (A.3.5)

A.4 n-Esferas

La n-dimensional esfera de radio unidad S™ puede definirse como la hipersuperficie de radio
constante r = 1 en el espacio euclidiano (n + 1)-dimensional.  es una de las coordenadas

esféricas (n + 1)-dimensionales {r, ¢, 0y,...,0,_1} definidas en funcién de las cartesianas
{z',..., 2"} por las relaciones
( 1 .
' = ppoising,
2 _
T = Pn-1C0SQ,
! ¥ = pyacosb, (A.4.1)
L ¥ = po_pircosB_a, 3<k<n+1,

donde
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o= [+ (@2 = [T sin by,
(A.4.2)
po = =)+ @),
La forma de volumen en S™ es
n—1
dQ" = dip [ [ sin’ 0;,d6); , (A.4.3)

=1

En coordenadas cartesianas del espacio ambiente (n + 1)-dimensional toma la forma

1
dQ" = —— ahrrtdaht L dat (A.4.4)

N n!rn+1€l‘1---“n+1

Otras identidades 1tiles son

d"ly = rdrdQ",
(A.4.5)
rrdQ" = d"y+/|9g],

donde las ys son coordenadas en S™.
El volumen de la n-esfera de radio unidad S™ viene dado por la integral de la forma de
volumen sobre toda la esfera:

21"
Win) = dQ)" = ————. (A.4.6)
Usando
D(z+1)=al(z), D[0)=1, T(1/2)=7="2, (A.4.7)

obtenemos wy = 27, w(s) = 41, wE) = 27 etc.
La métrica inducida en S™ en coordenadas esféricas es dQ%n) y su relacion con la métrica
del espacio euclidiano ambiente es:

di? = dpi+ p§df2_ | + ...+ p2_,db7 + p2_,dp?
= dr?+r*{df2_, +sin’ 0, 1 [dO2_, +sin’ 0, 5 (dO2_5 +sin® 0,5 (- -
(A.4.8)
-+ -gin% 6, (d@% + sin? 91d<p2) .- } }

= dr’+ TQdQ?n) )
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