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ResumenTras una revisi�on de los resultados 
l�asi
os de termodin�ami
a de los agujeros ne-gros de S
hwarzs
hild y de Reissner y Nordstr�om, estudiamos las solu
iones de tipoagujero negro de las teor��as de supergravedad en 
uatro dimensiones para, a 
on-tinua
i�on estudiar las teor��as efe
tivas de 
uerdas (supergravedades en diez y on
edimensiones), la 
onstru

i�on de solu
iones de tipo agujero negro en 
uatro dimen-siones a partir de solu
iones elementales de estas teor��as en diez y la interpreta
i�onmi
ros
�opi
a de su entrop��a utilizando los grados de libertad de las teor��as de 
uer-das..
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Introdu

i�onEl siglo pasado ha visto el na
imiento y triunfo de dos teor��as-mar
o de la F��si
a: laRelatividad Espe
ial y la Me
�ani
a Cu�anti
a, fru
t��feramente 
ombinadas en las Teor��asde Campos Relativistas que des
riben tres de las 
uatro intera

iones fundamentales dela Naturaleza 
on un detalle y una pre
isi�on in
on
ebible para los propios pioneros. La
uarta fuerza, la gravita
i�on, est�a des
rita por lo que pare
e simplemente una extensi�on dela Relatividad Espe
ial: la Relatividad General en la que se 
onfunden las 
ara
ter��sti
asde una teor��a-mar
o a 
uyas reglas (
ovarian
ia general) deben adaptarse otras teor��asespe
���
as 
on las 
ara
ter��sti
as de una teor��a de la intera

i�on gravitatoria que afe
ta atodas las formas de energ��a. De este doble 
ar�a
ter na
en la riqueza y todos los problemasde interpreta
i�on de esta teor��a y su posible versi�on 
u�anti
a.As��, por ejemplo, es posible interpretar la Relatividad General 
omo una teor��a quedetermina 
onsistentemente el espa
io-tiempo en el que toda la F��si
a se desarrolla (geo-metrodin�ami
a) y tambi�en 
omo una teor��a que des
ribe la propaga
i�on de un 
ampo queintera
t�ua d�ebilmente 
on toda la materia y 
onsigo mismo en un espa
io-tiempo min
os-quiano. Este segundo punto de vista surgi�o mu
ho despu�es del primero que es el original-mente adoptado por Einstein al proponer su teor��a y permitir��a, en prin
ipio, 
uantizar lagravita
i�on siguiendo las pautas generales de las Teor��as de Campos Relativistas.No es nuestra inten
i�on revisar aqu�� la historia de los diferentes intentos de llevar a 
aboeste programa que, aunque sin �exito, no fueron infru
tuosos puesto que 
ontribuyeron aponer los fundamentos de la 
uantiza
i�on de las teor��as 
on invarian
ias lo
ales. Lo quenos interesa es se~nalar que este 
amino lleva indisolublemente aso
iada la idea del 
uantodel 
ampo gravitatorio: el gravit�on, una part��
ula sin masa de esp��n dos, que no apare
een otras propuestas (gravita
i�on eu
lidiana, 
uantiza
i�on por bu
les et
.) sobre las quevamos a dar un salto en el tiempo y en el espa
io de teor��as para llegar a las Teor��asde Cuerdas, en 
uyo espe
tro s�� se en
uentra. La importan
ia de este he
ho es que unapart��
ula sin masa de esp��n dos es siempre un gravit�on, 
on a
oplos que, a bajas energ��as,son forzosamente los predi
hos por la Relatividad General, por lo que la Teor��a de Cuerdas,originalmente utilizada para des
ribir resonan
ias hadr�oni
as, es una teor��a de gravita
i�on
u�anti
a, dire
ta heredera de los primeros intentos de 
uantizar la gravita
i�on.A �nales de la d�e
ada de los o
henta y prin
ipios de la de los noventa, se hab��a vueltoun lugar 
om�un el de
ir que la Teor��a de Cuerdas era la �uni
a teor��a de gravita
i�on 
u�anti
a
onsistente (ignorando problemas 
omo la 
onvergen
ia de las series perturbativas). A�un
uando ofre
��a ventajas 
omo la �nitud de los diagramas, no resolv��a ning�un problemaix



(aparte de la uni�
a
i�on de las intera

iones y part��
ulas elementales, y esto hasta 
iertopunto) ni ha
��a ninguna predi

i�on. Otras dire

iones de investiga
i�on basadas en el aspe
-to geom�etri
o de la gravita
i�on, sin embargo, hab��an dado 
omo resultado que los agujerosnegros tienen entrop��a y temperatura y emiten radia
i�on 
omo si fuesen objetos negros quetienen esa temperatura, pero sin poder ofre
er una interpreta
i�on de esa entrop��a ni delme
anismo de radia
i�on y sin resolver el problema de la aparente p�erdida de informa
i�onen el Universo impli
ada.En la segunda mitad de los noventa, la 
omunidad de te�ori
os de 
uerdas 
on
entr�o susenerg��as en la resolu
i�on de estos problemas elaborando modelos de agujero negro \
uerd��sti-
o" en los que los grados elementales de libertad dieran 
uenta de la entrop��a y de laradia
i�on de los mismos. Para ello hubo que intensi�
ar la investiga
i�on en los aspe
tosgeometrodin�ami
os de la teor��a y hubo que ha
er uso de nuevas herramientas: los objetosextensos (p-branas et
.) y las dualidades. Hoy se puede de
ir que la Teor��a de Cuerdas ha
onseguido su primer �exito 
on la elabora
i�on de estos modelos pues, si bien los modelosdes
riben s�olo 
iertos tipos de agujeros (extremos y 
uasi-extremos), no es menos 
iertoque ninguna otra teor��a da mejores modelos.En estas le

iones se pretende revisar los problemas de la entrop��a y la informa
i�onde los agujeros negros y 
�omo son resueltos en 
iertos 
asos por la Teor��a de Cuerdas, sinha
er una inne
esaria apolog��a de la misma. El le
tor/oyente debe de juzgar por s�� mismosi los resultados justi�
an los mu
hos esfuerzos honestos que se han he
ho para llegar aellos o las a�rma
iones un tanto temerarias de algunos de los l��deres de este 
ampo.Este resumen no es, ni mu
ho menos, el �uni
o que existe sobre este tema y es obligadomen
ionar aqu�� a los m�as sobresalientes, a los que debemos mu
ho. El m�as 
ompleto detodos, hasta la fe
ha, es el de Peet Ref. [1℄, que trata todos los temas de que vamos a hablar.La tesis do
toral de J. Malda
ena Ref. [2℄ es una buena introdu

i�on pedag�ogi
a y el deDas y Mathur [3℄ es tambi�en razonablemente 
ompleto. Otros res�umenes interesantes porsu parti
ular enfoque o 
omo fuentes de bibliograf��a son Refs. [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12℄.El plan general de estas le

iones es el siguiente: en la primera estudiaremos las ideasb�asi
as de la termodin�ami
a de los agujeros negros, utilizando 
omo ejemplos los agujerosnegros de S
hwarzs
hild y de Reissner y Nordstr�om. En la segunda le

i�on estudiaremosestos mismos agujeros negros y otros m�as generales desde el punto de vista de supersimetr��ay supergravedad. En la ter
era 
omenzaremos el estudio de las teor��as de 
uerdas desde elpunto de vista de su a

i�on efe
tiva y en la 
uarta estudiaremos solu
iones fundamentalesde estas a

iones efe
tivas (que son a

iones de supergravedad) y 
�omo 
onstruir 
on ellassolu
iones de tipo agujero negro. Finalmente, en la quinta y �ultima le

i�on veremos 
�omo,ha
iendo uso de las ideas desarrolladas en las le

iones anteriores, 
on la teor��a de 
uerdasexpli
amos la entrop��a de una solu
i�on 
on
reta de agujero negro en 
uatro dimensiones.El ap�endi
e A 
ontiene nuestros 
onvenios de signatura, 
onexi�on, 
urvatura, ��ndi
eset
.
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Le

i�on 1Termodin�ami
a y a

i�on eu
lidiana
Introdu

i�onEn esta primera le

i�on vamos a repasar ideas y resultados bien estable
idos a
er
a dela termodin�ami
a de los agujeros negros de S
hwarzs
hild de Reissner y Nordstr�om. Elagujero negro de S
hwarzs
hild es el arquetipo de agujero negro est�ati
o que se esperar��aen
ontrar en el Universo a es
ala ma
ros
�opi
a y uno de los objetivos de 
ualquier 
andidatoa teor��a de gravita
i�on 
u�anti
a deber��a de ser el reprodu
ir estos resultados 
l�asi
os apartir de sus grados de libertad y prin
ipios fundamentales. El agujeros negro de Reissnery Nordstr�om es el arquetipo del agujero negro est�ati
o que est�a 
argado 
on respe
to aotro 
ampo (en este 
aso un 
ampo ele
tromagn�eti
o). Como tal, no es relevante a es
alasma
ros
�opi
as, pues los objetos ma
ros
�opi
os tienden a ser el�e
tri
amente neutros, peropuede serlo a es
alas mi
ros
�opi
as. Pre
isamente, la teor��a de 
uerdas es 
apaz de daruna expli
a
i�on para el valor de la entrop��a de agujeros negros negros 
argados en, o 
er
ade, el l��mite extremo que los agujeros negros de S
hwarzs
hild no poseen.Por razones de tiempo, y por ilustrar un m�etodo algo menos 
onven
ional de 
al
ular latemperatura y la entrop��a de un agujero negro, vamos a ha
erlo �a la Gibbons y Hawking1[13℄. Para ver una introdu

i�on pedag�ogi
a a la termodin�ami
a de los agujeros m�as 
on-ven
ional, se pueden 
onsultar las le

iones de E. Verdager en esta es
uela [15℄, los librossobre Teor��a Cu�anti
a de Campos en espa
ios 
urvos [16, 17℄ el art��
ulo [18℄ y el ex
elentelibro de Novikov y Frolov [19℄. Tambi�en son interesantes las le

iones de Townsend [20℄.Para empezar, vamos a repasar las 
onstantes y unidades relevantes en los problemasque van a o
uparnos.1.1 PreliminaresEn d dimensiones, la a

i�on de Einstein y Hilbert [21℄ para el 
ampo gravita
ional a
opladoa materia es [13, 22℄1Esta y otras referen
ias pueden en
ontrarse en Ref. [14℄.1



2 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANA
SEH[g℄ = 
316�G(d)N ZMddxpjgj R(g) + (�1)d 
38�G(d)N Z�Mdd�1�K + Smateria : (1.1.1)R(g) es el es
alar de Ri

i de la m�etri
a g��, G(d)N es la 
onstante de Newton en d dimen-siones, M es la variedad d-dimensional sobre la que integramos y �M es su frontera. Kes la traza de la 
urvatura extr��nse
a de �M (v�ease el ap�endi
e A.3). Finalmentedd�1� � n2dd�1��n� ;dd�1�� = 1(d�1)!pjgj���1����d�1dx�1 ^ : : : dx�d�1 ; (1.1.2)donde n� es el ve
tor unitario normal a �M.Por de�ni
i�on la m�etri
a g�� es adimensional y las 
oordenadas tienen dimensionesde longitud. Las unidades de G(d)N en este sistema 
 6= 1 son M�1Ld�1T�2. El fa
tor
onven
ional de 16� est�a aso
iado a unidades ra
ionalizadas �uni
amente en d = 4. Conestos 
onvenios, la fuerza gravita
ional entre dos masas m y M en el l��mite niutoniano es~F = �8(d� 3)�G(d)N mM(d� 2)!d�2 ~xd�1j~xd�1jd�1 ; (1.1.3)donde !d�2 es el volumen de la (d� 2) esfera de radio unidad (v�ease el Ap�endi
e A.4).En el exponente de la integral de FeynmanZ = Z Dg e+iSEH=~ ; (1.1.4)tendr��amos la 
ombina
i�on adimensionalSEH~ = 2�`d�2Plan
k Z ddx : : : ; (1.1.5)donde `d�2Plan
k2� = 16�G(d)N ~
3 ; (1.1.6)es la longitud de Plan
k d-dimensional2. �Esta es la �uni
a 
ombina
i�on de las 
onstantes~; 
; G(d)N 
on dimensiones de longitud. Sin embargo, si hay un objeto de masa M , hay dos2A ve
es se usa la longitud de Plan
k redu
ida�̀Plan
k = `Plan
k2� : (1.1.7)



1.1. PRELIMINARES 3
ombina
iones m�as 
on dimensiones de longitud: la longitud de onda Compton aso
iada alobjeto ��Compton = ~M
 ; (1.1.8)que es de naturaleza puramente me
ano-
u�anti
a, y el radio de S
hwarzs
hild o radiogravita
ional d-dimensional Rs =  16�MG(d)N 
�2(d� 2)!(d�2) ! 1d�3 ; (1.1.9)de naturaleza puramente gravita
ional y 
l�asi
a. ��Compton nos da una idea del \tama~no
u�anti
o" y RS del \tama~no gravita
ional" de un objeto de masa M .Con las 
onstantes ~; 
; G(d)N tambi�en se puede 
onstruir una 
ombina
i�on 
on dimen-siones de masa: la masa de Plan
kMPlan
k =  ~d�3G(d)N 
d�5! 1d�2 ; (1.1.10)en t�erminos de la 
ual, el prefa
tor de la integral de Feynman es
3G(d)N ~ = �MPlan
k
~ �d�2 : (1.1.11)Evidentemente, en el sistema natural de unidades `Plan
k = 1=MPlan
k.Objetos 
uya masa es del orden de la de Plan
k tienen una longitud de onda Comptonaso
iada que es del orden del radio de S
hwarzs
hild del objeto que, a su vez es del ordende la longitud de Plan
k:M �MPlan
k ) ��Compton � Rs � `Plan
k : (1.1.12)Objetos 
on una masa mayor que la de Plan
k tienen una longitud de onda Comptonmenor que su radio de S
hwarzs
hild y se 
omportan 
omo agujeros negros bien des
ritospor la Relatividad General (RG), mientras que si su masa es menor, no estar�an lo
ali-zados dentro de su radio de S
hwarzs
hild y no se 
omportar�an 
omo agujeros negros.Adem�as a distan
ias menores que la longitud de Plan
k, los efe
tos 
u�anti
os empiezan aser importantes y la RG debe de ser reemplazada por una teor��a de gravita
i�on 
u�anti
a.Como veremos, en la Teor��a de Cuerdas no hay una �uni
a 
onstante que juega lospapeles de 
onstante de a
oplo y es
ala de longitud, 
omo en la RG, sino que hay dos
onstantes: la 
onstante de a
oplo de la 
uerda g y la longitud de la 
uerda `s que se
ombinan en la 
onstante de Newton de a
uerdo 
on E
. (3.2.28), y debemos 
omparar elradio de S
hwarzs
hild de los objetos 
on `s, la es
ala a la que la Teor��a de Cuerdas 
omoteor��a de gravita
i�on 
u�anti
a sustituye a la RG.



4 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANA1.2 El agujero negro de S
hwarzs
hildEs una 
reen
ia �rmemente estable
ida entre nuestra 
omunidad que los agujeros negrosma
ros
�opi
os (objeto de estudio de la Astrof��si
a) son el punto �nal del 
olapso gravita-
ional y que, tras un periodo de tiempo m�as o menos largo, el 
olapso gravita
ional deuna estrella neutra y sin momento angular, produ
e un agujero negro de S
hwarzs
hildest�ati
o y esf�eri
amente sim�etri
o. Nosotros vamos a estar interesados en agujeros negrosde diversos tama~nos, sin ha
er referen
ia a su posible origen (primordial, 
u�anti
o...).La m�etri
a del agujero negro de S
hwarzs
hild es una solu
i�on 
l�asi
a de las e
ua
ionesde Einstein en el va
��o R�� � 12g��R = 0 :) R�� = 0 : (1.2.1)Como es bien sabido, para resolver estas e
ua
iones es ne
esario ha
er un Ansatz parala m�etri
a que las simpli�que. En este 
aso queremos la m�etri
a que des
ribe el espa
io-tiempo alrededor de un objeto esf�eri
amente sim�etri
o y en reposo (en 
ierto sistema de
oordenadas) y podemos suponer que la m�etri
a es est�ati
a3 y esf�eri
amente sim�etri
a.Una m�etri
a as��, siempre puede es
ribirse de esta forma4:ds2 = W (r)(d
t)2 �W�1(r)dr2 �R2(r)d
2(2) ;d
2(2) = d�2 + sin2 �d'2 ; (1.2.2)donde W (r) y R(r) son dos fun
iones de la 
oordenada radial r a determinar y donde d
2(2)es la m�etri
a de la 2-esfera unidad S2 (v�ease el Ap�endi
e A.4). Substituyendo este Ansatzen las e
ua
iones de Einstein, se en
uentra inmediatemente una �uni
a solu
i�on de W y R
on dos 
onstantes de integra
i�on. Una de ellas se �ja imponiendo que el espa
io-tiemposea asint�oti
amente plano, es de
ir, que la m�etri
a se aproxime 
uanto queramos a la deMinkowski para valores su�
ientemente altos de la 
oordenada radial. Esto es lo mismoque imponer que nuestra solu
i�on des
riba un sistema aislado en el que la fuente del 
ampoesta 
on�nada en una regi�on �nita. La otra 
onstante de integra
i�on tiene dimensiones delongitud y la denotamos por !. El resultado es la solu
i�on de S
hwarzs
hild [23℄ en elsistema de 
oordenadas de S
hwarzs
hild ft; r; �; 'gds2 = W (d
t)2 �W�1dr2 � r2d
2(2) ; W = 1 + !r : (1.2.3)Veamos ahora algunas de las propiedades de esta solu
i�on.3Es de
ir: admite una ve
tor de Killing temporal y el espa
io-tiempo se puede foliar por hipersuper�
iesde 
ar�a
ter espa
ial que son ortogonales a las �orbitas del ve
tor de Killing de forma que las hipersuper�
iesse pueden etiquetar por el par�ametro de estas �orbitas.4En esta se

i�on trabajamos en d = 4.



1.2. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 51.2.1 Propiedades generales1. La solu
i�on de S
hwarzs
hild es la �uni
a solu
i�on esf�eri
amente sim�etri
a (est�ati
ao no) de la e
ua
i�on R�� = 0. Este es el Teorema de Birkho� [24℄. Demostra
ionessimples de este teorema se pueden en
ontrar en [25, 26℄.2. La solu
i�on de S
hwarzs
hild es estable frente a peque~nas perturba
iones gravita
io-nales y de otros 
ampos externos [27℄: las perturba
iones desapare
en 
on el tiempo,siendo transportadas por ondas (gravita
ionales o de otro tipo) ha
ia el r ! 1 or ! 0.3. La 
onstante de integra
i�on ! es, en prin
ipio, arbitraria. Su signi�
ado es el si-guiente: para valores de r muy grandes, donde el 
ampo gravita
ional es d�ebil, lastraye
torias de las part��
ulas de prueba (geod�esi
as de este espa
io-tiempo) son apro-ximadamente las �orbitas keplerianas que des
ribir��an esas mismas part��
ulas si estu-viesen sometidas al 
ampo gravita
ional niutoniano produ
ido por un objeto (puntualo esf�eri
amente sim�etri
o) de masaM = � !
22G(4)N ; ) ! = �RS ; (1.2.4)situado en el origen de 
oordenadas. Por lo tanto, M se puede interpretar 
omo lamasa del objeto des
rito por la solu
i�on de S
hwarzs
hild. A ve
es re
ibe el nombrede masa ADM, porque en la formula
i�on 
an�oni
a de Arnowitt, Deser y Misner [28℄de la RG, apare
e 
omo la energ��a total, y se puede 
al
ular usando la f�ormula (
 = 1)M = 18�G(4)N ZS21 d2Si (�jgij � �igjj) ; (1.2.5)donde la integral se ha
e sobre la 2-esfera en el in�nito de�nida por t = 
onstante ; r =1 y los ��ndi
es i; j = 1; 2; 3 
orresponden a las tres 
oordenadas espa
iales.4. Como 
on
lusi�on de lo anterior, podemos de
ir que la solu
i�on de S
hwarzs
hilddes
ribe el 
ampo gravita
ional 
reado por un objeto masivo, esf�eri
amente sim�etri
otal y 
omo es visto por un observador alejado de tal objeto (pues est�a en la regi�onde va
��o) y est�ati
o 
on respe
to a tal objeto. A este observador est�an ligadas las
oordenadas de S
hwarzs
hild ft; r; �; 'g.5. Normalmente la m�etri
a de S
hwarzs
hild se usa desde r =1 hasta un determinadovalor de r = re y all�� se 
ontin�ua (\pega") 
on otras m�etri
as est�ati
as y esf�eri
amentesim�etri
as que son solu
iones de las e
ua
iones de Einstein en presen
ia de materiaR�� � 12g��R = 8�G(4)N
4 Tmateria�� : (1.2.6)



6 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANA(solu
iones de S
hwarzs
hild interiores) que des
riben el espa
io-tiempo en el interiorde diversas estrellas de radio re mientras que la solu
i�on de S
hwarzs
hild des
ribe elexterior de todas ellas (por el Teorema de Birkho�)56. La m�etri
a es singular (es de
ir det g�� = 0 o 
iertos 
omponentes de la m�etri
adivergen) en r = 0; RS. La solu
i�on de S
hwarzs
hild es f��si
amente a
eptable paravalores grandes de r, pero no podemos tomarla en serio m�as all�a de la m�as externade estas singularidades r = RS.Estas singularidades pueden ser f��si
as o debidas a una ele

i�on inapropiada de 
oor-denadas (
omo es el 
aso de la singularidad en el origen de la m�etri
a eu
lidianaen 
oordenadas esf�eri
as). Para determinar la naturaleza de estas singularidades, esne
esario ha
er un an�alisis de los invariantes de 
urvatura y de las geod�esi
as de lam�etri
a en r = 0; RS.� Obviamente, R = 0 por doquier (pues la m�etri
a es solu
i�on de R�� = 0) ex-
epto, quiz�a, en r = 0, donde algunas fun
iones no son derivables. Examinandoinvariantes de orden superior, que no son 
ero, se 
on
luye que hay una singu-laridad de 
urvatura en r = 0, pero no en r = RS.� Si estudiamos el movimiento de observadores en 
a��da libre en la dire

i�on radial,el resultado es que los observadores al
anzan el radio de S
hwarzs
hild en untiempo propio �nito, aunque, en tiempo de S
hwarzs
hild t (el tiempo propio deun observador en reposo) tarde un tiempo in�nito. Esto, junto a la �nitud delas fuerzas de marea6 en r = RS sugiere que si utiliz�asemos el tiempo propio delobservador en 
a��da libre 
omo 
oordenada, la m�etri
a resultante ser��a regularah��.Esta es esen
ialmente la idea en que se basan las 
oordenadas de Eddington y Fin-kelstein [31, 32℄ fv; r; �; 'g en las que la m�etri
a de S
hwarzs
hild toma la formads2 = �1� Rsr � dv2 � 2dvdr � r2d
2(2) ; (1.2.7)donde la 
oordenada v viene dada en t�erminos de las t y r de S
hwarzs
hild porv = 
t+ r +RS log j1� Rsr j ; (1.2.8)y es 
onstante para geod�esi
as radiales tipo luz (las traye
torias de fotones). Lam�etri
a es regular en la regi�on r > RS, pero tambi�en en 0 < r � 0 (la singularidad5Aunque esto es lo que uno esperar��a siempre, es notoria la ausen
ia de solu
iones interiores de Kerr.6Adem�as de ser �nitas, son peque~nas para espa
ios-tiempos de S
hwarzs
hild 
on M grande. Sinembargo, �este puede no ser un 
omportamiento universal [29, 30℄.



1.2. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 7en r = 0 permane
e) y extienden anal��ti
amente la solu
i�on de S
hwarzs
hild a estaregi�on, permiti�endonos estudiar lo que pasa en r = RS.Nosotros vamos a ha
erlo usando las 
oordenadas de Kruskal y Szekeres [33, 34℄fT;X; �; 'g que propor
ionan la m�axima extensi�on anal��ti
a del espa
io-tiempo deS
hwarzs
hild (
uadrante I la Figura 1.1), in
luyendo nuevas regiones (
uadrantes II,II y IV). La m�etri
a de S
hwarzs
hild en estas 
oordenadas esds2 = 4R3Se�r=RSr �(d 
T )2 � dX2�� r2d
2(2) ; (1.2.9)donde r es una fun
i�on de T y X dada impl��
itamente por las transforma
iones de
oordenadas entre el par (t; r) y el (T;X):� rRS � 1� er=RS = X2 � 
2T 2 ; (1.2.10)
tRS = ln�X + 
TX � 
T � = 2 ar
th (
T=X) : (1.2.11)
T

V

X

U

r=constant

t=constant

r=0

r=0

r=2M, t=- 8

r=2M, t= 8

III

IV

I

II

Figura 1.1: El espa
io-tiempo de S
hwarzs
hild en 
oordenadas de Kruskal y Szekeres.Cada punto representa una 2-esfera de radio r.En la Figura 1.1) est�a representado el espa
io-tiempo de S
hwarzs
hild en el planoT;X. Cada punto 
orresponde a una esfera de radio r(T;X). El tiempo de S
hwarzs-
hild t es una 
oordenada angular en este diagrama y las l��neas de radio 
onstante



8 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAse asemejan a hip�erbolas que se unen asint�oti
amente a las re
tas X = �T . En estediagrama, los 
onos de luz son exa
tamente 
omo en el espa
io de Minkowski, 
onlas geod�esi
as tipo luz formando un �angulo de �=4 
on los ejes de 
oordenadas.Hay tres puntos de parti
ular inter�es para nosotros:(a) En r = 0 (que en este diagrama es una hipersuper�
ie tridimensional de tipoespa
io) seguimos en
ontrando la singularidad, 
omo era de esperar.(b) La hipersuper�
ie t = +1; r = RS llamada horizonte de eventos, que es detipo luz, s�olo se puede atravesar en un sentido (ha
ia el 
uadrante II) y divideal espa
io-tiempo de S
hwarzs
hild en un interior en el que est�a la singulari-dad y del que no puede llegar ninguna se~nal al exterior. Por eso se le da alobjeto des
rito por la solu
i�on 
ompleta de S
hwarzs
hild (sin solu
i�on interiorque 
orresponda a una estrella) el nombre de agujero negro. Obs�ervese que laexisten
ia del horizonte que nos separa de la singularidad depende de que lamasa M sea positiva.(
) La hipersuper�
ie t = �1; r = RS s�olo se puede atravesar en desde el 
uadranteIII al I. Un observador en ese 
uadrante puede ver todo tipo de objetos prove-nientes de ese 
uadrante y por ello se di
e que esta parte del espa
io-tiempo esun agujero blan
o.7. Sabemos que en el Universo hay mu
hos objetos 
uyo 
ampo gravita
ional externoest�a bien des
rito por la parte r > RS de la m�etri
a de S
hwarzs
hild, pero >qu�e tipode objeto da lugar a la m�etri
a in
luyendo la regi�on r � RS, es de
ir, la m�etri
a delagujero negro?Para responder a esta pregunta nos vemos forzados a inventar un nuevo objeto: elagujero negro que es, por de�ni
i�on el objeto 
uya m�etri
a posee 
omo 
ara
ter��sti
aprin
ipal un horizonte de eventos.>C�omo se originan los agujeros negros (si es que los hay) en el Universo? En ellibro de Thorne [35℄ se narra 
�omo en un pro
eso que dur�o 
asi 
in
uenta a~nos, la
omunidad 
ient���
a lleg�o a la 
on
lusi�on de que los agujeros negros pod��an originarseen el 
olapso gravita
ional de estrellas muy masivas y que, adem�as, este 
olapsoes inevitable si la estrella tiene una masa varias ve
es la del Sol. Adem�as se ha
onsiderado la posibilidad de que se formen en fen�omenos violentos 
omo el BigBang (agujeros negros primordiales).Evidentemente este espa
io-tiempo 
ompleto no puede surgir del 
olapso gravita
io-nal de ning�un objeto. Se di
e que representa un agujero negro eterno. La Figura 1.2des
ribe la forma
i�on de un agujero negro de S
hwarzs
hild por 
olapso gravita
ionalen 
oordenadas de tipo Kruskal-Szekeres. No hay agujero blan
o ni las regiones IIIy IV. El agujero negro apare
e 
uando la estrella se 
ontrae por debajo de su radiogravita
ional.
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I

II

r=2M

r=0

Figura 1.2: Espa
io-tiempo del 
olapso gravita
ional de una estrella.8. Para estudiar las rela
iones de 
ausalidad en este espa
io-tiempo s�olo se ne
esita laestru
tura de los 
onos de luz. Esta estru
tura es preservada por transforma
iones
onformes de la m�etri
a. Se puede ha
er una transforma
i�on 
onforme que \traiga elin�nito a una distan
ia �nita" en la m�etri
a transformada. El diagrama resultante(Figura 1.3) es un diagrama de Penrose y en �el es f�a
il identi�
ar horizontes y verqu�e pasa 
uando prolongamos in�nitamente las geod�esi
as. Por ejemplo, vemos que
ualquier geod�esi
a que atraviese el horizonte de eventos desde el 
uadrante I 
aeinevitablemente en la singularidad.
+

-

I 0 I 0

I +

I -

I +

I -

I

II

III

IV0

-

+

*

*

*

*

*

Figura 1.3: Diagrama de Penrose del espa
io-tiempo de S
hwarzs
hild.9. Cuando M es negativa, no hay horizonte que impida que la singularidad en r = 0sea \vista" por observadores externos (la singularidad est�a desnuda). El diagramade Penrose 
orrespondiente est�a en la Figura 1.4).Esto plantea numerosos problemas y para evitarlos podemos adu
ir que esta situa
i�onnun
a se va a originar en el 
olapso gravita
ional de una estrella ordinaria (o de



10 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAmateria 
on propiedades de positividad de su tensor energ��a-momento f��si
amentea
eptables). Esta es la esen
ia de la hip�otesis del 
ensor 
�osmi
o de Penrose. Estahip�otesis est�a fuertemente rela
ionada 
on la positividad de la energ��a: dado que laenerg��a de ligadura gravitatoria es negativa, 
uando una nube de materia empiezaa 
omprimirse bajo el efe
to de su propia gravita
i�on, su energ��a total disminuye ypodr��a llegar a ser negativa. Antes de que esto o
urra, ha de formarse un horizontede eventos.
-

+

I 0r=0

Figura 1.4: El diagrama de Penrose del espa
io-tiempo t��pi
o de una singularidad desnuda.Obs�ervese que la singularidad es de tipo tiempo.10. Adem�as del agujero negro de S
hwarzs
hild, debe de haber otros tipos de agujerosnegros: aquellos 
orrespondientes a estadios intermedios del 
olapso gravita
ional deuna estrella, o aquellos que resultan de perturbar un agujero negro de S
hwarzs
hild.Adem�as, dado que hay mu
hos posibles estados de una estrella, pare
e l�ogi
o pensarque su 
olapso gravita
ional debe de dar lugar a agujeros negros distintos.El an�alisis de las perturba
iones del agujero negro de S
hwarzs
hild [36, 37℄ demues-tra, al 
ontrario, que, tras un tiempo su�
ientemente largo, el agujero negro a
abasiendo el de S
hwarzs
hild7, des
rito �uni
amente por la masa M , independientemen-te del estado ini
ial del 
olapso gravita
ional o de la perturba
i�on a que haya sidosometido. Todos los momentos multipolares del 
ampo gravita
ional8 o del 
ampoele
tromagn�eti
o9 son radiados al in�nito de forma que el agujero negro resultantees siempre un agujero negro de S
hwarzs
hild (M 6= 0, Q; J = 0), Kerr (M;J 6= 0,Q = 0) o de Kerr y Newmann (M;J;Q 6= 0). En el 
aso de un 
ampo es
alar, todossu momentos son radiados.7O el de Kerr, des
rito �uni
amente por la masa M y el momento angular J . Por simpli
idad, vamos aignorar en la mayor parte de nuestra dis
usi�on el momento angular.8Cuadrupolar y superiores. El monopolar es la masa M y el dipolar el momento angular J .9Dipolar y superiores, El monopolar es la 
arga el�e
tri
a Q.



1.2. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 11Sin embargo, podr��a haber solu
iones de tipo agujero negro 
on estos momentos o
on un 
ampo es
alar, aunque no se pudieran generar por 
olapso gravita
ional. Perose puede demostrar que no existen (teoremas de uni
idad: dos referen
ias generalesson [38, 39℄), y que el �uni
o agujero negro sin momento angular u otros 
amposexternos es el de S
hwarzs
hild [40℄, sin momento angular pero 
on 
arga el�e
tri
aes el de Reissner y Nordstr�om [41℄ y 
on masa y momento angular es el de Kerr[42, 43℄. Adem�as, no hay agujeros negros 
on un 
ampo es
alar que no sea 
onstante10[44, 45, 46, 47℄.Esto no quiere de
ir que no haya solu
iones 
on momentos superiores de los 
amposgravita
ionales o ele
tromagn�eti
os o que no haya solu
iones 
on 
ampos es
alaresno-triviales. Las hay, pero no son agujeros negros y tienen singularidades desnudas.Un ejemplo de familia de solu
iones est�ati
as y esf�eri
amente sim�etri
as 
on un 
ampoes
alar no-trivial es [48, 49℄ (
 = G(4)N = 1):ds2 = W 2M! �1Wdt2 �W 1� 2M! hW�1dr2 + r2d
2(2)i ;' = '0 + �! lnW ;W = 1 + !r ; ! = �2pM2 + �2 : (1.2.12)
Las solu
iones de esta familia vienen dadas por tres par�ametros 
ompletamente inde-pendientes: la masaM , la 
arga es
alar � y el valor del es
alar en el in�nito '0. Este�ultimo no es un par�ametro din�ami
o y no est�a ex
luido por los resultados anteriores,pero � s��. Sin embargo, la �uni
a solu
i�on de esta familia que es un agujero negro esla que tiene � = 0 (S
hwarzs
hild)11.La 
on
lusi�on es que no puede haber agujeros negros que tengan otras 
ara
ter��sti
as(\pelos") distintas deM;J;Q (y, en general, 
argas 
onservadas lo
almente). Aunqueesto no ha sido 
ompletamente demostrado para todos los 
asos [50, 51℄, hay un
onsenso general sobre que los agujeros negros esta
ionarios no tienen pelos [52℄. Nosgustar��a ha
er dos 
omentarios a esta a�rma
i�on:(a) Dado que la presen
ia de pelos est�a aso
iada a la ausen
ia de un horizonte deeventos, esta 
onjetura de que los agujeros negros no tiene pelos, est�a ��ntima-mente ligada a la del 
ensor 
�osmi
o: en el 
olapso gravita
ional, para que seforme un horizonte, han de desapare
er por radia
i�on todos los momentos supe-riores de los 
ampos presentes. La 
ensura 
�osmi
a est�a ligada a la positividad10Esta a�rma
i�on ser�a matizada y pre
isada m�as adelante.11Aqu�� tenemos tambi�en un primer ejemplo de un fen�omeno que os en
ontraremos a menudo: la familiade solu
iones depende de par�ametros 
ontinuos, pero las propiedades f��si
as no son fun
iones 
ontinuas deesos par�ametros.



12 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAde la energ��a y, de he
ho, hay agujeros negros 
on pelo es
alar si se permite queel 
ampo es
alar tenga energ��a negativa. Agujeros negros no esta
ionarios 
onpelo es
alar de energ��a positiva existen [53℄, pero las 
onjeturas sobre 
ensura
�osmi
a y 
alvi
ie nos di
en que deben de evolu
ionar de forma que el pelo de-saparez
a por radia
i�on antes de llegar a un estado esta
ionario. Esto es posibleporque la \
arga es
alar" no est�a sujeta a una ley de 
onserva
i�on.(b) Dado que a trav�es del 
olapso gravita
ional de mu
hos sistemas distintos se llegasiempre a los mismos agujeros negros 
ara
terizados por muy po
os par�ametros,
abe preguntarse qu�e ha pasado 
on toda la informa
i�on sobre el estado origi-nal del sistema (el problema de la informa
i�on) y 
abe atribuir a los agujerosnegros una entrop��a muy grande que deber��amos poder 
al
ular si 
ono
i�esemoslos estados del agujero negro (el problema de la entrop��a). Para resolver estosproblemas ne
esitamos una teor��a 
u�anti
a de la gravita
i�on.11. El horizonte de eventos es una hipersuper�
ie de tipo luz 
uyas se

iones de t 
ons-tante tienen la topolog��a de una 2-esfera. Esta es la �uni
a topolog��a permitida porlos teoremas de 
ensura topol�ogi
a Refs.[54, 55℄ que, 
omo siempre, utilizan 
omohip�otesis 
ondi
iones de positividad de la energ��a. No es, por lo tanto, sorprendenteque en presen
ia de una 
onstante 
osmol�ogi
a negativa se posible en
ontrar aguje-ros negros topol�ogi
os 
uyos horizontes pueden tener la topolog��a de una super�
iede Riemann 
ompa
ta 
ualquiera [56℄.12. El �area de las se

iones de t 
onstante del horizonte de eventos esA = Zr=RS d�d' r2 = 4�R2S : (1.2.13)Hawking demostr�o en Ref. [57℄ que las e
ua
iones de Einstein impli
an que A nun
adisminuye 
on el tiempo. Adem�as, si dos agujeros negros se unen, el �area del agujeronegro resultante es mayor que la suma de los de los dos ini
iales.Hay una 
lara analog��a entre A y la entrop��a de un sistema termodin�ami
o [61, 62,63, 64, 65℄, aunque, de momento, esto podr��a ser s�olo una 
oin
iden
ia.13. La gravedad super�
ial � del horizonte es una 
antidad que es 
onstante sobre todo�el (tambi�en en 
asos m�as generales [58, 59, 60℄). En esto es similar a la temperaturade un sistema en equilibrio termodin�ami
o. F��si
amente es la fuerza que ha
e faltaejer
er en el in�nito para mantener una unidad de masa en reposo 
uando r ! RS ytiene dimensiones de a
elera
i�on LT�2. Se puede 
al
ular usando la f�ormula�2 = �12 (r�k�)(r�k�)jhorizonte ; (1.2.14)donde k� es el ve
tor de Killing temporal que es normal al horizonte (o, mejor, asus se

iones t 
onstante). En el 
aso de m�etri
as esf�eri
amente sim�etri
as, que sepueden es
ribir de esta forma



1.2. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 13ds2 = gtt(r)dt2 + grr(r)dr2 � r2d
2(2) ; (1.2.15)k� = Æ�t y � = 12 �rgttp�gttgrr ; (1.2.16)que, para S
hwarzs
hild vale � = 
44G(4)N M : (1.2.17)1.2.2 Termodin�ami
aEn la se

i�on anterior hemos visto que, de a
uerdo 
on las e
ua
iones de Einstein, hay dosmagnitudes, el �area A y la gravedad super�
ial � del horizonte de un agujero negro quese 
omportan en 
iertos aspe
tos 
omo la entrop��a S y la temperatura T de un sistematermodin�ami
o. Desde este punto de vista, los teoremas de Hawking sobre el [57℄ se puedeninterpretar 
omo partes de la segunda ley de la Termodin�ami
a de los agujeros negros.En un sistema termodin�ami
o S; T y la energ��a E est�an rela
ionadas por la primera leyde la Termodin�ami
a: dE = TdS : (1.2.18)Si hemos de tomar 
ompletamente en serio la analog��a termodin�ami
a es ne
esariodemostrar que � y A est�an rela
ionados 
on el an�alogo de la energ��a E (que en un agujeronegro es, evidentemente M
2) de la misma forma:dM � 1G(4)N �dA : (1.2.19)Sorprendentemente, esta rela
i�on es 
orre
ta. El 
oe�
iente de propor
ionalidad sepuede 
al
ular [61, 62, 66℄ y la primera ley de la Termodin�ami
a de los agujeros negrostoma la forma dM = 18�G(4)N �dA : (1.2.20)Una versi�on integral de esta rela
i�on de puede 
omprobar inmediatamente para S
h-warzs
hild: la f�ormula de Smarr [66℄ M = 14�G(4)N �A : (1.2.21)Estas dos rela
iones, 
onvenientemente generalizadas para tener en 
uenta otras 
anti-dades 
onservadas (momento angular y 
arga el�e
tri
a), siguen siendo 
iertas bajo 
ondi-
iones muy generales [60℄ (v�eanse tambi�en [67, 68, 69℄).



14 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAEste sorprendente 
onjunto de analog��as sugiere la identi�
a
i�on de A y � 
on la en-trop��a y la temperatura del agujero negro. Estimulados por estas ideas, los autores deRef. [60℄ aventuraron, dando algunos argumentos, que tambi�en hay una ter
era ley de laTermodin�ami
a de los agujeros negros: \es imposible redu
ir � a 
ero a trav�es de una se-
uen
ia �nita de opera
iones". Varios ejemplos espe
���
os fueron estudiados por Wald enRef. [70℄ Dis
utiremos esta ley m�as a fondo 
uando estudiemos el agujero negro de Reissnery Nordstr�om.Sin embargo, estas analog��as no son su�
iente para estable
er una identi�
a
i�on 
om-pleta. Los propios autores de Ref. [60℄ di
enIt 
an be seen that �8� is analogous to the temperature in the same way that Ais analogous to the entropy. It should however be emphasized that �8� and A aredistin
t from the temperature and entropy of the BH.In fa
t the e�e
tive temperature of a BHs is absolute zero. One way of seeingthis is to note that a BH 
annot be in equilibrium with bla
k body radiation atany non-zero temperature, be
ause no radiation 
ould be emitted from the holewhereas some radiation would always 
ross the horizon into the BH.Por otro lado, en las identi�
a
iones A � S ; � � T hay que determinar el valor de las
onstantes de propor
ionalidad.El des
ubrimiento de Hawking [71℄ de que, la existen
ia de un horizonte de eventos enun espa
io-tiempo en el que hay 
ampos 
u�anti
os 12, ha
e que los agujeros negros irradien
uantos de estos 
ampos 
on el espe
tro de energ��as de un agujero negro 
on temperatura13T = ~�2�
 ; (1.2.22)
ambi�o radi
almente esta situa
i�on pues desapare
e el obst�a
ulo men
ionado en [60℄ y la
onstante de propor
ionalidad entre � y T queda 
ompletamente determinada y, por lotanto S = A
34~G(4)N ; (1.2.23)que se puede rees
ribir as��: S = 132�2 A`2Plan
k ; (1.2.24)12El 
�al
ulo original de Hawking es semi
l�asi
o: la m�etri
a es 
l�asi
a y s�olo los otros 
ampos son
uantizados. El horizonte (la m�etri
a) da lugar a la radia
i�on, pero no se tiene en 
uenta la rea

i�on dela m�etri
a frente a la radia
i�on. Por otro lado, es v�alido para todos los agujeros de la familia de Kerr yNewmann 
on M;J;Q.13En nuestras unidades, la 
onstante de Boltzmann kB = 1 y adimensional, 
on lo que T tiene dimen-siones de energ��a y S es adimensional.



1.2. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 15esto es: esen
ialmente el �area del horizonte medido en unidades planquianas. Obs�erveseque la presen
ia de ~ en T pone de mani�esto su origen me
ano-
u�anti
o. Este es unn�umero enorme para agujeros negros astrof��si
os, 
omo 
ab��a esperar de los argumentosque dimos 
uando dis
utimos la pilosidad de los agujeros negros.En parti
ular, para el agujero de S
hwarzs
hild tenemos (v�eanse las Figuras 1.5 y 1.6)T = ~
38�G(4)N M ; S = 4�G(4)N M2~
 ; (1.2.25)y la primera ley de la termodin�ami
a de los agujeros negros y la f�ormula de Smarr tomanla forma dM
2 = TdS ; M
2 = 2TS : (1.2.26)La termodin�ami
a de los agujeros negros presenta varios problemas o pe
uliaridades:
M

T

Figura 1.5: T 
omo fun
i�on de M para el agujero negro de S
hwarzs
hild.
S

MFigura 1.6: S frente a M para el agujero negro de S
hwarzs
hild.1. La temperatura del agujero negro de S
hwarzs
hild BH (y de todos los agujeros negros
ono
idos, lejos del l��mite extremo, si lo hay) disminuye 
uando la mas aumenta(Figura 1.5) y, por o tanto tiene un 
alor espe
���
o negativo (Figura 1.7):



16 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAC�1 = �T�M = �~
38�G(4)N M2 < 0 ; (1.2.27)
M

C

Figura 1.7: El 
alor espe
���
o C 
omo fun
i�on de M para un agujero negro de S
hwarzs-
hild. y se enfr��an al absorber masa. Por esto, un agujero negro no puede ponerse enequilibrio 
on una fuente de 
alor in�nita.2. La temperatura 
re
e 
uando la masa de
re
e (en la evapora
i�on por radia
i�on deHawking, por ejemplo, lo que aumenta la radia
i�on) y diverge 
uando la masa tiendea 
ero14. Las etapas �nales de la evapora
i�on de Hawking de un agujero negro aisladoser��an explosivas. Al mismo tiempo, 
uando el RS se a
er
a a su longitud de Compton(su masa es del orden de MPlan
k), los efe
tos de gravedad 
u�anti
a empiezan a sermuy importantes y determinan (no sabemos 
�omo) el destino �nal del agujero negro.3. Si un agujero negro puede radiar, su entrop��a puede disminuir. Sin embargo laentrop��a total (agujero m�as radia
i�on) siempre 
re
e. Este resultado se 
ono
e ave
es 
omo la segunda ley de la termodin�ami
a de los agujeros negros generalizada.4. Volviendo al problema de la informa
i�on en los agujeros negros, la radia
i�on de Haw-king pare
e no tener m�as informa
i�on que los datos M;J;Q (
omo el agujero negro)pero 
abe preguntarse si la 
ontendr��a en el 
aso de que fu�esemos 
apa
es de ha
erel 
�al
ulo 
u�anti
o 
ompleto del 
olapso gravita
ional y la evapora
i�on. Esta es la
reen
ia de 't Hooft, Susskind y otros que 
onsideran un agujero negro es un sistema14Justo 
uando el espa
io-tiempo es el de Minkowski. Este es un segundo ejemplo del fen�omeno que
omentamos en la nota 11.



1.2. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 17f��si
o (
u�anti
o) m�as y que si entra informa
i�on en el 
olapso gravita
ional, �esta vuel-ve a salir 
on la radia
i�on de Hawking, 
omo en 
ualquier experimento de dispersi�onde los que se llevan a 
abo en los a
eleradores de part��
ulas y que la teor��a 
u�anti
ade la gravita
i�on es una teor��a unitaria.Si la radia
i�on de Hawking no 
ontiene ninguna informa
i�on, enton
es, si el aguje-ro negro se evapora inde�nidamente, la informa
i�on sobre el estado ini
ial que dioorigen al agujero negro se pierde totalmente y la teor��a 
u�anti
a de la gravita
i�ones ne
esariamente no-unitaria, a diferen
ia de todas las dem�as teor��as de l F��si
a.�Este es el punto de vista de Hawking. Hay un ter
er grupo minoritario que proponeque la informa
i�on permane
e dentro del agujero negro y que la evapora
i�on deja unremanente que 
ontiene esta informa
i�on15.No hay ning�un resultado 
on
luyente sobre el problema de la informa
i�on en losagujeros negros. En los modelos basados en la Teor��a de Cuerdas que vamos a expli
araqu��, los agujeros negros son sistemas me
ano-
u�anti
os normales y la informa
i�onse re
upera (aunque sea tras un tiempo muy largo).Tambi�en debemos de men
ionar una 
uarta posibilidad po
o explorada pero que,hasta 
ierto punto, 
on
uerda 
on los resultados 
l�asi
os sobre la estabilidad de losagujeros negros: la informa
i�on nun
a entra en el agujero negro.5. En 
uanto al problema de la entrop��a de los agujeros negros, en el 
onjunto mi
ro-
an�oni
o, la entrop��a de un sistema esS(E) = log �(E) ; (1.2.28)donde �(E) es la densidad de estados 
uya energ��a es E. Si un agujero negro esun sistema 
u�anti
o m�as 
on E = M , una buena teor��a 
u�anti
a de la gravita
i�ondeber��a de permitirnos 
al
ular �(M), (y, por lo tanto, S) 
on el 
ono
imiento de losgrados de libertad fundamentales de la teor��a. Para el agujero negro de S
hwarzs
hilden parti
ular S �M2 y �(M) � eM2 ; (1.2.29)que es un n�umero enorme de estados para un agujero negro de una masa solar: 101078 .Como vamos a ver, la Teor��a de Cuerdas nos va a permitir 
al
ular la entrop��a y laradia
i�on de Hawking de 
iertos agujeros negros a partir del 
ono
imiento de sus mi
roes-tados aso
iados, resolviendo (hasta 
ierto punto) los problemas de la informa
i�on y de laentrop��a. Estos agujeros negros son tratados 
omo sistemas 
u�anti
os ordinarios, unitarios,lo que apoya las tesis de 't Hooft.15En 
iertos modelos el remanente sale de nuestro universo 
reando un universo beb�e.



18 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAGravita
i�on eu
lidianaEs posible 
al
ular la temperatura y la entrop��a de un agujero negro por el m�etodo de laintegral de Feynman eu
lidiana propuesto por Gibbons y Hawking [13, 72℄.Para estudiar un sistema termodin�ami
o, primero se 
al
ula un poten
ial termodin�ami-
o. Si el sistema posee varias 
argas 
onservadas Ci (
uyos poten
iales aso
iados son �i),en 
onveniente trabajar en el 
onjunto 
an�oni
o grande, 
uyo objeto fundamental es lagran fun
i�on de parti
i�on Z Z = Tr e�(H��iCi)=T : (1.2.30)El poten
ial termodin�ami
o W W = E � TS � �iCi ; (1.2.31)est�a rela
ionado 
on Z por e��W = Z : (1.2.32)Todas las propiedades termodin�ami
as del sistema se pueden obtener de Z. En par-ti
ular, la entrop��a S = 1T (E � �iCi) + logZ : (1.2.33)Ahora queremos 
al
ular la gran fun
i�on de parti
i�on t�ermi
a de la gravita
i�on, 
al
u-lando la integral de Feynman de la a

i�on de Einstein y Hilbert eu
lidiana ~SEH dada enE
. (1.1.1) Z = Z Dg e� ~SEH=~ ; (1.2.34)donde hay que sumar sobre todas las m�etri
as eu
lidianas peri�odi
as en una dire

i�on (queinterpretamos 
omo el tiempo eu
lidiano) 
on periodo � = (~
T )�1. La �uni
a modi�
a
i�onque hay que ha
er a la a

i�on de Einstein y Hilbert 
l�asi
a E
. (1.1.1) es la adi
i�on de unt�ermino de frontera que sirve para normalizar la a

i�on: la ha
e 
ero 
uando se sustituyela solu
i�on de va
��o (el espa
io eu
lidiano). La a

i�on 
ompleta es, pues [13℄
SEH [g℄ = 
316�G(4)N ZM d4xpjgj R + 
38�G(4)N Z�M(K � K0) ; (1.2.35)donde K0 se 
al
ula sustituyendo la m�etri
a de va
��o en la expresi�on de K.La integral de Feynman se 
al
ula ahora semi
l�asi
amente utilizando la aproxima
i�onde \punto de silla de montar" (a partir de este momento tomamos ~ = 
 = G(4)N = 1 porsimpli
idad)



1.2. EL AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD 19Z = e� ~SEH(on�shell) : (1.2.36)Pasamos ahora a dis
utir la solu
i�on eu
lidiano 
l�asi
a 
on una dire

i�on peri�odi
a quedebemos sustituir en la a

i�on.La solu
i�on de S
hwarzs
hild eu
lidianaLa solu
i�on de S
hwarzs
hild eu
lidiana (signatura (�;�;�;�) en nuestro 
aso) que seobtiene ha
iendo una rota
i�on de Wi
k � = it en la solu
i�on loren
iana es real y resuelvelas e
ua
iones de Einstein. Si utilizamos las 
oordenadas de Kruskal y Szekeres (KS)fT;X; �; 'g, tenemos que de�nir el tiempo KS eu
lidiano T = iT . La rota
i�on de Wi
ktiene importantes efe
tos: la rela
i�on entre la 
oordenada radial de S
hwarzs
hild r y T;Xes � rRS � 1� er=RS = X2 � T 2 : (1.2.37)EL lado izquierdo es mayo que �1 y es por ello que las 
oordenadas X; T tambi�en
ubren el interior del horizonte. Sin embargo, en t�erminos de T� rRS � 1� er=RS = X2 + T 2 > 0 ; (1.2.38)y el interior r < RS no est�a 
ubierto por las 
oordenadas KS eu
lidianas. Por otro lado, larela
i�on entre el tiempo de S
hwarzs
hild t (que, re
ordemos, apare
��a en el diagrama dela Figura 1.1 
omo una 
oordenada angular) y X; TX + TX � T = et=RS ; (1.2.39)se transforma en X � iTX + T = e�2i Arg(X+iT ) = e�i�=RS : (1.2.40)Dado que Arg(X+ iT ) 2 [0; 2�℄ (que debe ser tomado 
omo un 
��r
ulo), por 
onsisten-
ia, para evitar singularidades 
�oni
as, � debe de ser una 
oordenada peri�odi
a 
on periodo8�M . Este periodo puede interpretarse 
omo el inverso de la temperatura �, y 
oin
ide
on el valor de la temperatura de Hawking.Por esta raz�on, podemos utilizar la solu
i�on de S
hwarzs
hild eu
lidiana para 
al
ularla fun
i�on de parti
i�on t�ermi
a. Esta m�etri
a 
ubre s�olo el exterior del agujero negro (laregi�on I de la Figura 1.1). La parte X; T de la m�etri
a des
ribe un \
igarro" semi-in�nito(ve
es una 2-esfera) que va del horizonte al in�nito. La topolog��a de la solu
i�on es R2 �S2En la pr�a
ti
a no ne
esitamos usar realmente la m�etri
a eu
lidiana, sino tan s�olo la lainforma
i�on sobre la periodi
idad del tiempo eu
lidiano y sobre la regi�on de integra
i�on,de forma que sustituimos de nuevo � ~SEH(on � shell) por +iSEH(on� shell) puesto quedan el mismo resultado una vez tenidos en 
uenta los datos anteriores.



20 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANALos t�erminos de fronteraComo la solu
i�on de S
hwarzs
hild eu
lidiana es una solu
i�on de va
��o, tiene R = 0 y�uni
amente 
ontribuyen a la a

i�on los t�erminos de frontera.La �uni
a frontera de esta solu
i�on es r !1, que vamos a des
ribir 
omo la hipersuper-�
ie r = r0 
uando la 
onstante r0 tiende a in�nito. El ve
tor normal a las hipersuper�
iesr = r0 es n� � ��(r � r0) = Æ�r, y, normalizado (n�n� = �1) y dotado del signo 
orre
-to para que apunte ha
ia r 
re
iente es, para 
ualquier m�etri
a est�ati
a y esf�eri
amentesim�etri
a E
. (1.2.15) n� = � Æ�rp�n2 = �p�grrÆ�r ; (1.2.41)y la m�etri
a indu
ida sobre las hipersuper�
ies r = r0 es para m�etri
as est�ati
as y esf�eri-
amente sim�etri
as generales E
. (1.2.15)ds2(3) = h��dx�dx� = gttdt2 � r2d
2(2)��r=r0 : (1.2.42)La derivada 
ovariante de n� esr�n� = �p�grr �Æ�rÆ�r�r logp�grr � ���r	 ; (1.2.43)y la traza de la 
urvatura extr��nse
a de las hipersuper�
ies r = r0 esK = h��r�n� = 1p�grr �12�r log gtt + 2r�����r=r0 : (1.2.44)El regulador K0 es K0 = 2r ����r=r0 : (1.2.45)Por otro lado, para 
ualquier m�etri
a est�ati
a, esf�eri
amente sim�etri
a y asint�oti
amenteplana, para r grande gtt � 1� 2Mr ; grr � ��1 + 2Mr � ; (1.2.46)de forma que el integrando sobre la frontera(K � K0)jr=r0 � �Mr20 : (1.2.47)Finalmente, tenemosi8� Zr0!1 d3xpjhj (K � K0) = limr0!1 i8� Z �i�0 dt ZS2 d
2r20pgtt(r0) (K �K0)= limr0!1 �2 r20 (K �K0) = ��M2 : (1.2.48)



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 21Este resultado es v�alido para 
ualquier agujero negro est�ati
o, esf�eri
amente sim�etri
oy asint�oti
amente plano. Para S
hwarzs
hild � = 8�M y, usando las e
ua
iones (1.2.33) y(1.2.36) en
ontramos para la entrop��a, 
omo antesS = �M + logZ = �M2 = 4�M2 : (1.2.49)1.3 El agujero negro de Reissner y Nordstr�om1.3.1 El sistema de Einstein y MaxwellLa a

i�on que des
ribe a la gravedad a
oplada a un 
ampo ve
torial abeliano A� es la deEinstein y Maxwell (EM)16:
SEM [g; A℄ = SEH [g℄ + 1
Z ddxpjgj ��14F 2� ; (1.3.2)donde F�� = 2�[�A�℄ ; (1.3.3)es el tensor intensidad de 
ampo, invariante bajo las transforma
iones gaugeA0� = A� + ��� ; (1.3.4)y donde F 2 � F��F ��. Obs�ervese que no hay materia 
argada en este sistema y por ellono hay 
onstante de a
oplo ni unidad de 
arga de�nidas.Las e
ua
iones de movimiento sonR�� � 12g��R� 8�G(4)N
3 T�� = 0 ; (1.3.5)r�F �� = 0 ; (Ley de Gauss) (1.3.6)donde T�� es el tensor energ��a-momento del 
ampo ve
tor (sin traza en d = 4)16En esta se

i�on utilizamos el sistema de Heaviside en el que la fuerza entre dos 
argas es14� q1q2r212 : (1.3.1)En el sistema de Gauss (que es un sistema ra
ionalizado) se reemplaza el prefa
tor 1=4
 por 1=16�
 y elfa
tor 4� desapare
e de la ley de Coulomb. Despu�es introdu
iremos otro sistema en el que trabajaremosusualmente, 
on 
 = 1, reemplazando 1=4
 por 1=64�G(4)N .



22 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAT�� = �2
pjgj ÆSM [A℄Æg�� = F��F�� � 14g��F 2 : (1.3.7)Las e
ua
iones est�an es
ritas en t�erminos de F , pero la variable fundamental es A ytenemos que asegurarnos de que, dado F , existe el A del que pro
ede a trav�es de E
. (1.3.3).La 
ondi
i�on para que esto o
urra es la identidad de Bian
hi17r�?F �� = 0 : (Identidad de Bian
hi) (1.3.9)En d = 4, el par de e
ua
iones (1.3.6) y (1.3.9) es invariante bajo el inter
ambio deF por ?F (??F = �F ), que tambi�en deja invariante T�� . Esta es una transforma
i�on dedualidad el�e
tri
o-magn�eti
o que estudiaremos m�as tarde en Se
. 1.3.5.Para �nalizar, en el lenguaje de formas diferen
iales, los 
ampos se de�nenA � A�dx� ; F = 12F��dx� ^ dx� � dA ; (1.3.10)y la Ley de Gauss y la identidad de Bian
hi se es
ribend?F = 0 ; dF = 0 : ��[�F�
℄ = 0 � : (1.3.11)y la invarian
ia de F bajo las transforma
iones gauge ÆA = d� es 
onse
uen
ia de d 2 = 0.La 
arga el�e
tri
aPara de�nir la 
arga el�e
tri
a, a
oplamos el 
ampo de Maxwell a una fuente, des
rita porla 
orriente ele
tromagn�eti
a j�. Su a
oplo al ve
tor A� en la a

i�on es1
2 Z ddxpjgj [�A�j�℄ ; (1.3.12)t�ermino que rompe la invarian
ia gauge salvo que j� tenga divergen
ia nula (o sea \
on-servada"), es de
ir, satisfaga r�j� = 0 ; (d?j = 0) ; (1.3.13)que impli
a la e
ua
i�on de 
ontinuidad ��j� = 0 ; (1.3.14)para la densidad j� � pjgj j�. La e
ua
i�on de 
ontinuidad impli
a la 
onserva
i�on lo
alde la 
arga el�e
tri
a que as�� apare
e 
omo una 
onse
uen
ia de la simetr��a gauge.17Dado un F que satisfa
e la identidad de Bian
hi, un poten
ial A se puede en
ontrar usando la f�ormulaA�(x) = � Z 10 d��x�F��(�x) : (1.3.8)Obs�ervese que la rela
i�on entre F y A no es lo
al.



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 23En presen
ia de fuentes, la Ley de Gauss esr�F �� = 1
 j� ; (d?F = 1
 ?j) : (1.3.15)Antes de de�nir 
arga el�e
tri
a, 
onsideremos un ejemplo: la 
orriente aso
iada a unapart��
ula 
on 
arga q y l��nea del Universo 
 parametrizada por X�(�), es
rita en formamani�estamente 
ovariante es, por de�ni
i�onj�(y) = q
 Z
 dX� 1pjgjÆ(4)(y �X(�)) ; (1.3.16)donde dX� = d�dX�=d�. Tomando � = X0 e integrado sobre X0, en
ontramosj�(y0; ~y) = q
 Z dX0dX�dX0 1pjgjÆ(3)(~y � ~X)Æ(y0 �X0) = qV � Æ(3)(~y � ~X(y0))pjgj ; (1.3.17)y, si la part��
ula est�a en reposo en el origen (V � = 
Æ�0)j�(y0; ~y) = q
Æ�0 Æ(3)(~y)pjgj : (1.3.18)Para la 
orriente (1.3.16), el t�ermino de intera

i�on (1.3.12) es simplemente la integral;de la 1-forma A sobre 
 �q
 Z
(�) A� _x�d� = �q
 Z
 A : (1.3.19)La a

i�on que rige el movimiento de una part��
ula 
on masa M y 
arga q en 
amposgravitatorios y ele
tromagn�eti
os, in
orpora este t�ermino de intera

i�on y esSM;q[X�(�)℄ = �M
Z d� qg��(X) _X� _X� � q
 Z A� _X� ; (1.3.20)Este tipo de t�ermino (\topol�ogi
o", pues no depende de la m�etri
a) se llama t�ermino deWess y Zumino (WZ).Pasemos ahora a de�nir la 
arga el�e
tri
a a trav�es de la e
ua
i�on de 
ontinuidad d?j = 0,integr�andola sobre la regi�on de espa
io d-dimensional V limitada por dos hipersuper�
iesde tiempo 
onstante x0 = x01;2 0 = ZV d ?j : (1.3.21)La frontera de V 
onsta de las dos hipersuper�
ies 
on orienta
iones opuestas. Utili-zando el teorema de Stokes



24 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAZV d ?j = Zx0=x02 ?j � Zx0=x01 ?j = 0 : (1.3.22)De�niendo la 
arga el�e
tri
a por q = 1
 Zx0=
onstant ?j ; (1.3.23)vemos que la e
ua
i�on anterior nos di
e que es 
onservada. Podemos introdu
ir en estaexpresi�on la 
orriente de una part��
ula puntual 
argada E
. (1.3.16) y ver que obtenemosel mismo resultado.Usando ahora E
. (1.3.15) podemos rees
ribir esta de�ni
i�on en t�erminos de F y usarde nuevo el teorema de Stokes. Si la frontera de la hipersuper�
ie tiene la topolog��a deuna (d� 2)-esfera en el in�nito, tenemos la de�ni
i�on alternativaq = Z S21?F ; (1.3.24)que es f�a
ilmente generalizable y que tiene la ventaja de que no ne
esita del 
ono
imientoexpl��
ito de la fuente18.Como veremos, en estas unidades M apare
e multipli
ada por G(4)N (
omo en la solu-
i�on de S
hwarzs
hild) pero q no. Algunas expresiones se simpli�
an ha
iendo 
 = 1 yrees
ribiendo la a

i�on de Einstein y Maxwell en la forma
SEM [g; A℄ = 116�G(d)N Z ddxpjgj �R � 14F 2� : (1.3.25)EN estas unidades A y g son adimensionales. El fa
tor 16�G(d)N desapare
e de las e
ua
ionesde movimiento. Si no ponemos ning�un fa
tor de normaliza
i�on en el t�ermino de WZ, la
arga el�e
tri
a es ahora q = 116�G(d)N Z Sd�21 ?F ; (1.3.26)y tiene dimensiones de masa. Finalmente, para 
una 
arga puntual, para r grande, espe-ramos18Esta f�ormula no es sino una generaliza
i�on de la Ley de Gauss de la ele
trost�ati
a.



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 25Er = F0r � 4G(4)N qr2 : (1.3.27)1.3.2 La solu
i�on el�e
tri
a de Reissner y Nordstr�omEstamos listos para bus
ar solu
iones de tipo agujero negro de las e
ua
iones (1.3.25) y(1.3.26), (1.3.27). Como en la se

i�on anterior, ha
emos el Ansatz E
. (1.2.2) para lam�etri
a y, para el 
ampo ele
tromagn�eti
oFtr � � 1R2(r) ; (1.3.28)que es apropiado para un objeto de simetr��a esf�eri
a 
on 
arga el�e
tri
a y en reposo.La solu
i�on que se obtiene es la de Reissner y Nordstr�om [73, 75℄, que depende de 3
onstantes de integra
i�on que �jamos imponiendo que la solu
i�on sea asint�oti
amente planae identi�
ando la masa M y la 
arga q:ds2 = f(r)dt2 � f�1(r)dr2 � r2d
2(2) ;Ftr = �4G(4)N qr2 ;f(r) = r�2(r � r+)(r � r�) ;r� = G(4)N M � r0 ; r0 = G(4)N (M2 � 4q2)1=2 : (1.3.29)
Vamos a ver ahora algunas de las propiedades de esta solu
i�on:1. El 
ampo ve
tor aso
iado es A� = Æ�t�4G(4)N qr : (1.3.30)2. Se puede demostrar el an�alogo del teorema de Birkho� para los agujeros negros deRN (ejer
i
io 32.1 de Ref. [25℄).3. Esta m�etri
a des
ribe el 
ampo gravita
ional de un objeto esf�eri
amente sim�etri
ode masa M y 
arga aq visto desde lejos por un observador en reposo. La solu
i�on deS
hwarzs
hild es el 
aso espe
ial q = 0.4. La solu
i�on de RN es v�alida para 
ualquier valor de M y q, por ello, de r�, quepueden ser 
omplejos.



26 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANA5. La m�etri
a es singular en r = 0; r� (si r� son reales). De nuevo debemos analizarla naturaleza de estas singularidades. Como T�� = 0 R = 0, pero otros invariantesde 
urvatura nos di
en (
omo nos di
e F ) que hay una singularidad de 
urvaturaen r = 0, pero no en r�. Si los r� son reales (M2 � 4q2), enton
es r+ � r� yun an�alisis similar al que hi
imos para la solu
i�on de S
hwarzs
hild nos di
e que sir+ > 0 (M > 0) enton
es hay un horizonte de eventos en r+, 
uyo �area esA = 4�r2+ ; (1.3.31)mientras que r� es un horizonte de Cau
hy 19. Ambos horizontes existen siM > 2jqjy enton
es podemos de
ir que la solu
i�on de RN des
ribe un agujero negro no-extremo(la Figura 1.8 es su diagrama de Penrose). El 
aso M = 2jqj lo dis
utiremos m�asadelante.
+

+

- -

r+

r- r-

r+

r+

r+

r-
r-

r- r-

I
0

I
0

I
+

I
+

I -
I -

r=0 r=0

r=0 r=0

I

II

III

IV

V VIV’ VI’

Figura 1.8: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstr�om 
onM > 2jqj.19Este horizonte pare
e ser inestable bajo peque~nas perturba
iones [74℄ que, se 
onjetura, deben trans-formarle en una singularidad de tipo espa
io.



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 276. Si M < �2jqj no hay horizonte y tenemos una singularidad desnuda 
on diagramade Penrose Fig. 1.4. Este 
aso debe de ser ex
luido invo
ando al 
ensor 
�osmi
o. Lomismo o
urre en el intervalo �2jqj < M < 2jqj, que in
luye el 
asoM = 0, un objeto
argado y sin masa, en reposo, bastante ex�oti
o. Si la energ��a del 
ampo ele
tro-magn�eti
o 
reado por la masa es positiva, enton
es, debe de haber, intuitivamente,alguna densidad de energ��a negativa que haga M = 0, y por esto es razonable quesea 
�osmi
amente 
ensurado. As�� pues, la 
ensura 
�osmi
a restringe M al intervaloM � 2jqj.7. El 
aso l��mite entre la singularidad desnuda y el agujero de RN regular M = 2jqj(agujero de RN extremo (ERN)) es muy espe
ial. CuandoM = 2jqj los dos horizontes
oin
iden r+ = r� = G(4)N M y tienen un �areaAextreme = 4�r2+ = 4� �G(4)N M�2 : (1.3.32)Este objeto va a jugar un papel muy importante. Algunas de sus propiedades son:(a) La distan
ia propia radial al horizonte a tiempo 
onstante diverge20(b) El diagrama de Penrose est�a representado en la Figura 1.9.
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Figura 1.9: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstr�om extremo.20Esto no pasa en dire

iones temporales o tipo luz.



28 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANA(
) Si tenemos dos ERNs 
on M1 = 2jq1j, M2 = 2jq2j y, si ambas 
argas tienenel mismo signo y r12 es la distan
ia entre ambos, tenemos que la fuerza no-relativista entre ambosF12 = �G(4)N M1M2r212 + 4G(4)N q1q2r212 = 0 ; (1.3.33)y ambos objetos podr��an estar en equilibrio. Esto sugiere que podr��a habersolu
iones est�ati
as que des
riban dos o m�as ERNs en equilibrio.(d) Si desplazamos la 
oordenada radial r = � +G(4)N M , y pasamos a 
oordenadas
artesianas ~x3 = (x1; x2; x3), 
on j~x3j = � y d~x 23 = d�2 + �2d
2(2), tenemos unanueva forma de la solu
i�onds2 = H�2dt2 �H2d~x 23 ;A� = �2sign(q) (H�1 � 1) Æ�t ;H = 1 + G(4)N Mj~x3j : (1.3.34)
En estas 
oordenadas is�otropas el horizonte est�a en � = 0, donde son singularespues todo el horizonte (que tiene �area distinta de 
ero) apare
e representadopor un punto.H es una fun
i�on arm�oni
a en el espa
io eu
lidiana tridimensional:�i�iH = 0 : (1.3.35)Este he
ho puede pare
er una mera 
oin
iden
ia, pero, usando E
. (1.3.34) 
omoAnsatz 
on H arbitrario, se ve que las e
ua
iones de movimiento se resuelven
on un H 
ualquiera que satisfaga la e
ua
i�on anterior. As�� hemos obtenido lagran familia de solu
iones de Majumdar y Papapetrou (MP) [76, 77℄:ds2 = H�2dt2 �H2d~x 23 ;A� = Æ�t� (H�1 � 1) ; � = �2�i�iH = 0 : (1.3.36)
Si queremos en
ontrar solu
iones des
ribiendo varios agujeros negros ERN enequilibrio est�ati
o, dado que en 
oordenadas is�otropas el horizonte es una singu-



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 29laridad puntual, podemos probar 
on una fun
i�on arm�oni
a H que tenga varias(N): H(~x3) = 1 + NXi=1 2G(4)N jqijj~x3 � ~x3;ij : (1.3.37)H est�a normalizada para que la m�etri
a sea asint�oti
amente plana y los 
oe�-
ientes de 
ada polo son positivos para que H no se anule y la m�etri
a no seasingular.Se puede demostrar [78℄ que 
ada polo de H es un horizonte. La 
arga de
ada agujero se puede 
al
ular y el resultado es sign(��)jqij, es de
ir: todas las
argas tienen el mismo signo. Pero es imposible 
al
ular la masa de 
ada agujeroporque s�olo la masa totalM est�a bien de�nida. �Esta resulta serM = 2PNi=1 jqij.Sin embargo, el equilibrio de fuerzas que hay entre los agujeros negros sugiereque las densidades de energ��a de intera

i�on ele
trost�ati
as y gravitatorias se
an
elan mutuamente por doquier (una de las se~nales de que hay supersimetr��a,
omo veremos). As��, las masas y 
argas estar��an lo
alizadas en las singularidadesy podr��amos asignarlas masas Mi = 2jqij. Esta es una idea muy atra
tiva, perono una prueba rigurosa. Sin embargo, veremos que para los ERNs (a diferen
iade S
hwarzs
hild) es posible en
ontrar fuentes lo
alizadas, lo que apoya estaidea.Si tomamos alguno de los 
oe�
ientes negativo, habr�a alguna masa negativaque ser�a la 
ausa de las singularidades desnudas. La 
ensura 
�osmi
a deber��ade prohibir estas situa
iones.(e) En el l��mite de 
er
an��a al horizonte � ! 0 en la m�etri
a E
s. (1.3.34), la
onstante 1 se puede ignorar y en
ontramos otra solu
i�on de MP 
on H =RAdS=� (RAdS = 2G(4)N jqj):ds2 = �2R2AdS dt2 � R2AdS d�2�2 � R2AdSd
2(2) ;At = � 2�RAdS ; F�t = � 2RAdS : (1.3.38)
Esta es la solu
i�on de Robinson y Bertotti (RB) [79, 80℄. No es asint�oti
amenteplana: es el produ
to de dos espa
ios bidimensionales de 
urvatura 
onstanteanti-de Sitter (AdS2) 
on \radio" RAdS = 2G(4)N jqj y 
urvatura R(2) = �2=R2AdSy una 2-esfera S2 de radio RAdS y 
urvatura R(2) = +2=R2AdS.AdS2 es invariante bajo SO(1; 2) y S2 bajo SO(3). El grupo de isometr��a deRB es mu
ho mayor que el de ERN (SO(1; 1)� SO(3)). En la pr�oxima le

i�onveremos que tambi�en hay un in
remento de supersimetr��a, que es m�axima, por



30 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAlo que se podr��a 
onsiderar a RB 
omo un va
��o de l;a teor��a alternativo alde Minkowski. As�� podemos imaginar que ERN interpola entre el va
��o de deMinkowski (en el in�nito) y el de RB (en el horizonte) y podemos interpretarERN 
omo un solit�on gravita
ional [81℄.8. Si desplazamos la 
oordenada radial de la solu
i�on de RN r = � + r�, podemosrees
ribirla de esta forma gen�eri
a:ds2 = H�2Wdt2 �H2 hW�1d�2 + �2d
2(2)i ;A� = Æ�t� (H�1 � 1) ;H = 1 + h� ; W = 1 + !� ; ! = h �1� ��2�2� ; (1.3.39)
donde las 
onstantes h; !; � est�an rela
ionadas 
on las f��si
as por� = �4G(4)N qr� ; h = r� ; ! = �2r0 : (1.3.40)En esta forma la m�etri
a pare
e la de un agujero de S
hwarzs
hild de masa r0=G(4)N\vestido" 
on 
iertos fa
tores (de H) rela
ionados 
on el poten
ial gauge, o 
omo lasolu
i�on de ERN \vestida" 
on fa
tores tipo S
hwarzs
hild (W ). W desapare
e enel l��mite extremo y H 
uando la 
arga es 
ero. Esta forma de la solu
i�on se puedegeneralizar a p-branas 
argadas, 
omo veremos.9. Consideremos, �nalmente la a

i�on

S[g; AI℄ = 116�G(4)N Z d4xpjgj hR� 14PI=NI=1 �F I�2i : (1.3.41)Esta a

i�on es invariante bajo rota
iones O(N) de los N ve
tores abelianos. Este esun ejemplo muy simple de simetr��a de dualidad21. Cualquier solu
i�on de EM es unasolu
i�on de �esta 
on todos los ve
tores salvo uno igual a 
ero, y, ha
iendo una rota
i�on21En general, efe
tos 
u�anti
os 
omo la 
uantiza
i�on de la 
arga rompen el grupo de dualidad O(N) alsubgrupo dis
reto O(N;Z).



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 31O(N) podemos generar solu
iones nuevas en las que los N ve
tores sean no-nulos. Sila solu
i�on original ten��a q1, las nuevas solu
iones tendr�an qi 
onPNi=1 q0 2i = q21. Estadualidad no a
t�ua sobre la m�etri
a y, por lo tanto, s�olo tenemos que sustituir q21 porPNi=1 q0 2i en ella. As��, partiendo de la solu
i�on E
. (1.3.39) se obtieneds2 = H�2Wdt2 �H2 hW�1d�2 + �2d
2(2)i ;Ai� = Æ�t�i (H�1 � 1) ;H = 1 + h� ; W = 1 + !� ; ! = h"1�Pi=Ni=1 ��i2 �2# ; (1.3.42)

on �i = �4G(4)N qir� ; h = r� ; ! = �2r0 ; (1.3.43)donde, ahora r� = G(4)N M � r0 ; r0 = G(4)N vuutM2 � 4 i=NXi=1 q2i : (1.3.44)Este es el primer y m�as simple ejemplo de uso de simetr��as de dualidad para generarnuevas solu
iones (el segundo lo en
ontraremos en la Se

i�on 1.3.5). El resultado esuna familia que, 
omo tal, es invariante bajo 
ualquier transforma
i�on de dualidadadi
ional.Estas familias re
ejan mu
has de las simetr��as de la teor��a y dependen de
ombina
iones de 
argas y m�odulos (que de�niremos luego) que son invariantes bajodualidad. Sus propiedades f��si
as (temperatura, entrop��a...) tambi�en lo son.1.3.3 Las fuentes del agujero negro ERNLa solu
i�on de S
hwarzs
hild satisfa
e las e
ua
iones de Einstein en el \va
��o" ex
eptoen r = 0. El 
ampo A� � Q=rÆ�t tambi�en satisfa
e las e
ua
iones de Maxwell en elva
��o ex
epto en r = 0. En este �ultimo 
aso, sabemos que hay un t�ermino de fuente
orrespondiente a una 
arga puntual situada en r = 0 j� � QÆ(3)(~x3)Æ�t tal que el 
ampoanterior es solu
i�on de las e
ua
iones de Maxwell 
on esa fuente por doquier. En el primer
aso, tal fuente no existe (o no se 
ono
e) y, en 
ualquier 
aso no 
orresponde a unapart��
ula puntual por el problema de la lo
aliza
i�on de la energ��a del 
ampo gravita
ional.



32 LECCI �ON 1. TERMODIN�AMICA Y ACCI �ON EUCLIDIANAEn el 
aso general de RN no esperamos nada mejor, pero en el extremo, de a
uerdo 
onlos argumentos que dimos, podr��a haber una lo
aliza
i�on de la densidad de energ��a (igualque de la densidad de 
arga el�e
tri
a).Con m�as pre
isi�on, queremos ver si ERN es parte de una solu
i�on 
ompleta de las e
ua-
iones de movimiento sistema S[g; A;X℄ = SEM [g; A℄+SM;q[X�℄, de�nidas en E
s. (1.3.25)y (1.3.20) que des
ribe a una part��
ula puntual de masa M , 
arga q y l��nea del UniversoX�(�). En la Se

i�on 4.3 vamos a ver una generaliza
i�on de este sistema a dimensionesarbitrarias, 
on poten
iales que son k-formas y 
on un es
alar que se a
opla al poten
ial deforma arbitraria. Entre las solu
iones, est�a justamente el ERN, lo que 
orrobora nuestrasideas.Observemos que, si eliminamos la gravita
i�on del problema, no tenemos una solu
i�onde todas las e
ua
iones: la e
ua
i�on de Maxwell 
on fuentes se resuelve 
omo antes hemosindi
ado, pero la e
ua
i�on de movimiento de la part��
ula no por el problema de la fuerzain�nita (o inde�nida) que el 
ampo 
reado por la part��
ula ejer
e sobre la propia part��
ula(el problema de la ele
trodin�ami
a 
l�asi
a). La gravita
i�on 
ura este problema pues lasfuerzas gravitatorias y ele
trost�ati
as se 
an
elan sobre la part��
ula.Esta sorprendente propiedad es una manifesta
i�on m�as de la supersimetr��a del agujeronegro ERN.1.3.4 La termodin�ami
a de RNEn esta se

i�on vamos a usar unidades naturales ~ = 
 = 1 (adem�as de kB = 1).Como ya dijimos, mu
has de las propiedades termodin�ami
as se apli
an a todos losagujeros negros 
ono
idos, y, en parti
ular, a los de RN. Vamos repasar estas propiedadespara un agujero de RN gen�eri
o y m�as tarde veremos qu�e pasa en el 
aso de un ERN.Para empezar, las leyes de la termodin�ami
a de los agujeros negros se generalizan yapli
an inmediatamente a los RN. La ley \
ero" se 
umple en todos los agujeros esta
iona-rios. La primera ley in
luye un t�ermino adi
ional que tiene en 
uenta posibles varia
ionesde la energ��a debidas a varia
iones de la 
arga:dM = 18�G(4)N �dA+ �dq ; (1.3.45)donde � = 2q=r+ es el poten
ial ele
trost�ati
o en el horizonte y � ahora vale� = 1G(4)N pM2 � 4q2�M +pM2 � 4q2�2 : (1.3.46)La segunda ley es universal. El �area del horizonte de un RN est�a dado en E
. (1.3.31).Y la ter
era ley se apli
a, 
omo dijimos, a este tipo de agujeros que tienen un l��mite\extremo" M = 2jqj en el que � = 0 y nos di
e que a este l��mite no se puede llegar en untiempo �nito. Vamos a ver que, en 
ualquier 
aso este l��mite es muy espe
ial y 
er
a de �ella des
rip
i�on termodin�ami
a del agujero negro deja de ser v�alida.
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i�on entre la temperatura de la radia
i�on de Hawking T y la gravedad super�
ial,es la misma que en el 
aso de S
hwarzs
hild E
. (1.2.22), lo que impli
a la misma rela
i�onentre el �area del horizonte y la entrop��a E
. (1.2.23)
T = 12�G(4)N pM2 � 4q2�M +pM2 � 4q2�2 ; S = �G(4)N �M +pM2 � 4q2�2 : (1.3.47)Las gr�a�
as que representan a T y S 
omo fun
iones de la masa para un valor de la
arga q �ja est�an representadas en las Figuras 1.10 y 1.11.
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T

Figura 1.10: La temperatura T 
omo fun
i�on de la masa M para un agujero RN de 
argaQ = 2q.
πG 2

S

Q

Q MFigura 1.11: La entrop��a S 
omo fun
i�on de la masa M para un agujero RN de 
argaQ = 2q.Observemos que la entrop��a no tiende a 
ero 
uando la M ! 2jqj y T ! 0. Tambi�enes interesante observar la gr�a�
a del 
alor espe
���
o Figura 1.12. Como vemos, hay dosregiones bien diferen
iadas en la termodin�ami
a de RN: para valores de M mu
ho m�asgrandes que la 
arga, el 
omportamiento es 
omo el de S
hwarzs
hild, 
on un 
alor espe
���
onegativo y S que aumenta 
on M mientras que T disminuye. Para M 
er
ana a 2jqj, sinembargo, la termodin�ami
a es 
omo la de un sistema ordinario, 
on 
alor espe
���
o positivo,lo que nos ha
e esperar que haya una des
rip
i�on estad��sti
a est�andar de su entrop��a. La�uni
a diferen
ia es que 
uando la temperatura tiende a 
ero, la entrop��a tiende a un valordistinto de 
ero, lo que no tendr��a por qu�e 
ontrade
ir ninguna ley fundamental de latermodin�ami
a de a
uerdo 
on Wald [82℄.
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C

MQ

Figura 1.12: El 
alor espe
���
o C 
omo fun
i�on de la masa M para un agujero RN de
arga Q = 2q.Sin embargo, este es un punto 
on
i
tivo: ya hemos advertido varias ve
es que laspropiedades f��si
as de una familia de solu
iones que depende de varios par�ametros 
ontinuosno tienen por qu�e ser ellas mismas fun
iones 
ontinuas de los par�ametros (ver las notas apie de p�agina 11 y 14). En el l��mite extremo no tenemos realmente 
ontrol sobre lo queo
urre22 y es ne
esario reha
er los 
�al
ulos utilizando dire
tamente la solu
i�on ERN, envez de tomando el l��mite sobre resultados obtenidos utilizando la RN general.El 
�al
ulo de la temperatura dire
tamente sobre la solu
i�on ERN no da lugar a sorpresas:la temperatura es 
ero (mejor di
ho: no tiene sentido de�nirla, 
omo en el espa
io-tiempode Minkowski).El 
�al
ulo de la entrop��a es m�as sutil: si la identi�
amos 
iegamente 
on el �area delhorizonte, su valor es el del l��mite de la entrop��a del RN gen�eri
o. Pero esta identi�
a
i�on,en un sistema de temperatura 
ero, es dudosa. Como alternativa, se puede 
al
ular porel m�etodo eu
lidiano expli
ado en la se

i�on anterior. El resultado es que la entrop��a esid�enti
amente 
ero [84, 86℄, resultado 
on�rmado por otro m�etodo en Ref. [85℄.Este resultado es notable y debemos re
ordarlo porque la entrop��a que vamos a 
al
ularutilizando un modelo mi
ros
�opi
o basado en la Teor��a de Cuerdas es la de un agujeronegro extremo, y obtendremos justamente 
omo resultado un 
uarto del �area del horizonte,distinto de 
ero, el resultado eu
lidiana semi
l�asi
o. Siempre es posible pensar que laTeor��a de Cuerdas fun
iona ah�� donde la gravedad eu
lidiana falla. Se pueden en
ontrarargumentos a favor de esta interpreta
i�on en Ref. [4℄.Si esto fuese as��, el agujero negro ERN ser��a un buen 
andidato a \remanente" en el quela informa
i�on est�a a
umulada sin que pueda salir (ni 
l�asi
amente ni 
u�anti
amente, puesno hay radia
i�on de Hawking), aunque es dudoso que todos los agujeros negros a
aben as��.Entre las dos regiones de 
alor espe
���
o positivo y negativo que hemos des
rito hayun punto en el que �este diverge, lo 
ual podr��a ser interpretado 
omo se~nal de un posible
ambio de fase. Esto ser��a un problema a~nadido a la hora de extrapolar los resultadosobtenidos en el l��mite extremo o 
uasi-extremo.22De he
ho, la des
rip
i�on termodin�ami
a del agujero negro deja de ser v�alida en su entorno [83℄.



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 351.3.5 Dualidad el�e
tri
o-magn�eti
oComo dijimos en la Se

i�on 1.3.1 el 
onjunto de las e
ua
iones de Maxwell sin fuentes(in
luyendo la identidad de Bian
hi)23 es invariante bajo la sustitu
i�on de F por ~F = ?F .En el espa
io-tiempo de Minkowski esta transforma
i�on 
orresponde a un inter
ambio delos 
ampos el�e
tri
o y magn�eti
o ~~E = ~B ; ~~B = � ~E ; (1.3.48)por lo que esta simetr��a Z2 de las e
ua
iones de Maxwell se 
ono
e 
omo dualidad ele
tro-magn�eti
a. Este Z2 se extiende a un grupo 
ontinuo24 GL(2) de transforma
iones:~F = aF + b?F ; ) ? ~F = �bF + a?F ; a2 + b2 6= 0 : (1.3.49)Es 
onveniente de�nir el ve
tor de dualidad ~F~F � � F?F � ; ? ~F = � 0 1�1 0 � ~F ; (1.3.50)puesto que 
on �el las e
ua
iones de Maxwell se es
riben en forma 
ompa
tar� ~F �� = 0 : (1.3.51)~F se transforma en la representa
i�on ve
torial del grupo de dualidad GL(2)~~F =M ~F ; M = � a b�b a � : (1.3.52)Si integramos el dual de Hodge del ve
tor de dualidad ? ~F sobre una 2-esfera en elin�nito, obtenemos un ve
tor 
uya primer 
omponente es 16�G(4)N q, 
on nuestros 
onvenios.La segunda 
omponente es, por de�ni
i�on, la 
arga magn�eti
a p:ZS21 ? ~F = � 16�G(4)N qp � � 16�G(4)N ~q ; ~q = � qp=16�G(4)N � : (1.3.53)Estas transforma
iones son no-lo
ales en t�erminos del poten
ial A: usando E
. (1.3.8)obtenemos la siguiente rela
i�on entre A y ~A:~A�(x) = � Z 10 d��x� �����pjgj��A�(�x) : (1.3.54)Esta no-lo
alidad es, a la vez, lo que ha
e interesante esta dualidad y el origen demu
hos problemas. Para empezar, la a

i�on de Maxwell no es invariante bajo la simple23De momento ignoramos el a
oplo a la gravedad y simplemente 
onsideramos la a

i�on de Maxwell enun espa
io-tiempo 
urvo.24Como en el 
aso de N ve
tores la simetr��a O(N), la 
uantiza
i�on de la 
arga romper�a esta simetr��a aun subgrupo dis
reto.
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i�on de F por ?F ( (?F )2 = �F 2). El pro
edimiento ade
uado para rees
ribir laa

i�on en t�erminos de las variables duales se llama dualiza
i�on de Poin
ar�e y 
onsiste enrees
ribir primero la a

i�on 
omo un fun
ional de F en vez de A.Veamos ahora qu�e modi�
a
iones produ
e el a
oplo a la gravita
i�on. Ahora hay unae
ua
i�on m�as: la de Einstein, que podemos rees
ribir as��G�� � ~F T� � ~F�� = 0 ; (1.3.55)lo que pone de mani�esto que s�olo el subgrupo O(2) la deja invariante y SO(2) es el grupode dualidad el�e
tri
o-magn�eti
o del sistema de Einstein-Maxwell.Como hemos he
ho notar antes, �esta es una teor��a abeliana sin materia y no hay 
ons-tante de a
oplo, pero podemos pensar que la simetr��a gauge U(1) es parte de un un grupono-abeliano que est�a roto y enton
es podemos introdu
ir una 
onstante de a
oplo e queapare
e 
omo un fa
tor 1=e2 en frente del F 2 de la a

i�on. El ve
tor de dualidad y lae
ua
i�on de Einstein son ahora~F � � e�2F?F � ; G�� + �~F���T � 0 1�1 0 � ~F�� = 0 ; (1.3.56)y es invariante bajo Sp(2;R) � Sl(2;R). Sin embargo, de todo este grupo s�olo estastransforma
iones son 
onsistentes 
on la ligadura del ve
tor de dualidad25 (permitiendo
ambios de es
ala de la 
onstante de a
oplo)M = � a 00 1=a � ; e0 = a�1e ;M = � 0 1�1 0 � ; e0 = 1e : (1.3.57)Esta �ultima transforma
i�on es el inter
ambio de F por ?F y 
omo vemos invierte la 
ons-tante de a
oplo. �Esta es la propiedad que ha
e a la dualidad el�e
tri
o-magn�eti
o (o duali-dad S) tan interesante pues en las variables duales es perturbativo lo que en las originaleses no-perturbativo y propor
ionan una mejor des
rip
i�on de la teor��a.Dualidades perturbativas 
omo la rota
i�on O(N) entre los N 
ampos ve
toriales quevimos en la Se

i�on 1.3.2 se llaman dualidades T, al menos en el 
ontexto de Teor��a deCuerdas. En las Teor��as de Cuerdas tipo II, ambos tipos de dualidades son parte de ungrupo de dualidad mu
ho mayor (que no es simplemente su produ
to dire
to) y que se
ono
e 
omo el grupo de dualidad U [87℄.Agujeros negros RN magn�eti
os y di�oni
osComo hi
imos en el 
aso de dualidad O(N), podemos usar la invarian
ia de la teor��a deEinstein y Maxwell bajo25Si hubi�esemos generalizado la teor��a in
luyendo un �angulo #, todo el grupo Sl(2;R) dejar��a invariantela teor��a. Este es el arquetipo de grupo de dualidad S o el�e
tri
o-magn�eti
o.



1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTR�OM 378<: ~F = 
os �F + sin �?F ;? ~F = � sin �F + 
os �?F ; (1.3.58)para generar solu
iones nuevas, partiendo de RN o de las MP. Tomemos la solu
i�on el�e
tri
ade RN E
. (1.3.29). Inmediatamente obtenemos una solu
i�on 
on la misma m�etri
a26 y
on el 
ampo ele
tromagn�eti
o8>><>>: ~Ftr = �4G(4)N 
os �qr2 ;~F�' = 4G(4)N sin �q sin � : (1.3.59)Ahora hay que expresar la nueva solu
i�on en t�erminos de los nuevos par�ametros f��si
os ~q; ~pque est�an rela
ionados 
on los antiguos por~q = 
os �q ; ~p = �16G(4)N sin �q ; ) ~q2 + ~p16�G(4)N ! = q2 ; (1.3.60)eliminando el par�ametro de dualidad �, que no lo es. La �ultima e
ua
i�on se debe a queSO(2) deja invariante j~qj. Suprimiendo las tildes, el resultado es un agujero negro RN 
on
arga el�e
tri
a y magn�eti
a (di�oni
o)ds2 = f(r)dt2 � f�1(r)dr2 � r2d
2(2) ;Ftr = �4G(4)N qr2 ; F�' = � p4� sin � ;f(r) = r�2(r � r+)(r � r�) ;r� = G(4)N M � r0 ; r0 = G(4)N 8<:M2 � 424q2 + p16�G(4)N !2359=;1=2 : (1.3.61)
Todas las propiedades que dependen de la m�etri
a (entre ellas temperatura y entrop��a)son id�enti
as a las del agujero negro RN puramente el�e
tri
o (
on q2 reemplazado por elinvariante j~qj), pero hay sutilezas 
on las propiedades 
u�anti
as y 
on la versi�on eu
lidianade la solu
i�on y el 
�al
ulo eu
lidiano de la entrop��a Refs. [88, 89, 90℄.El he
ho de que las propiedades f��si
as dependan de las 
argas a trav�es de invarian-tes bajo dualidad (aqu�� j~qj) es un he
ho muy importante que se repetir�a en 
asos m�as
ompli
ados.26M�as adelante veremos dualidades que generan m�etri
as distintas a la original.
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Le

i�on 2Agujeros negros en Supergravedad
2.1 Introdu

i�onUno de los avan
es m�as interesantes que se han produ
ido en las �ultimas d�e
adas ha sidola inven
i�on de la supersimetr��a y su apli
a
i�on en la teor��a de las part��
ulas e intera

ionesfundamentales. Esta simetr��a que rela
iona bosones y fermiones se puede entender 
omouna generaliza
i�on del grupo de Poin
ar�e que es la simetr��a del espa
io de Minkowski a unsupergrupo que lo 
ontiene y que es la simetr��a de un superespa
io que est�a des
rito por
oordenadas bos�oni
as x� y fermi�oni
as �� (anti
onmutantes)1. Las transforma
iones desupersimetr��a rela
ionan estas 
oordenadas.Dado que se puede entender en 
ierto sentido la RG 
omo la teor��a gauge del grupo dePoin
ar�e2 , es natural estudiar su generaliza
i�on basada en el supergrupo 
orrespondiente.Esta generaliza
i�on llamada Supergravedad (SUGRA) no es �uni
a porque dado un espa
io-tiempo bos�oni
o podemos extenderlo a un superespa
io a~nadiendo uno o N 
onjuntos de
oordenadas fermi�oni
as �i � i = 1; : : : ; N . Las SUGRAs basadas en estos superespa
iosextendidos tienenN supersimetr��as y se las llama Supergravedades Extendidas (SUEGRAs).Sin embargo, no hay un n�umero in�nito de SUEGRAs porque para gaugear supergrupos
on N > 8 o 
on N = 1 en d > 11 ha
en falta o varios gravitones o part��
ulas de esp��nsuperior que no sabemos 
omo tratar 
onsistentemente.En esta le

i�on vamos a estudiar muy someramente las SUEGRAs m�as sen
illas end = 4 y sus solu
iones de tipo agujero negro. De�niremos el 
on
epto de supersimetr��aresidual, 
ara
teriz�andola en el super�algebra y a trav�es de los espinores de Killing y veremosqu�e rela
i�on hay entre esta propiedad y las propiedades termodin�ami
as de las solu
iones.Hay mu
has referen
ias generales ex
elentes sobre Supersimetr��a y Supergravedad. Al-gunas de ellas son el art��
ulo de van Nieuwenhuizen [92℄, los libros de Wess y Bagger [93℄,de West [94℄ y de Freund [95℄ y los art��
ulos m�as re
ientes de van Proeyen [96℄ y Bilal [97℄.En el libro de Salam y Sezgin [98℄ est�an reprodu
idos mu
hos de los art��
ulos originales1Aqu�� �; �; : : : son ��ndi
es de una representa
i�on espinorial del grupo de Lorentz en la dimensi�on de quese trate.2Una referen
ia muy pedag�ogi
a sobre �este y otros temas es [91℄39



40 LECCI �ON 2. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDADsobre Supergravedad y 
ontiene una extensa bibliograf��a.2.2 Supersimetr��a y Supergravedad2.2.1 El super�algebra de Poin
ar�e N = 1; d = 4El supergrupo de Poin
ar�e N = 1; d = 4 se puede 
onstruir por exponen
ia
i�on del su-per�algebra de Poin
ar�e N = 1; d = 4, que es una extensi�on del �algebra de Poin
ar�e 
ongeneradores bos�oni
os Pa;Mab 
on generadores fermi�oni
os Q� (los generadores o 
argasde supersimetr��a) que se transforman 
omo espinores de Majorana bajo transforma
ionesde Lorentz, por lo que tienen 4 
omponentes reales y[Q�;Mab℄ = �s (Mab)� �Q� ; (2.2.1)donde �s (Mab) es el generador del grupo de Lorentz Mab en la representa
i�on espinorial,mientras que el 
onmutador 
on los Pas es 
ero. El super�algebra se 
ompleta 
on el anti-
onmutador de las Q�s fQ�; Q�g = i �
aC�1��� Pa ; (2.2.2)de forma que las rela
iones de 
onmuta
i�on no-nulas 
ompletas del super�algebra de Poin-
ar�e N = 1; d = 4 son[Mab;M
d℄ = �Meb�v (M
d)e a �Mae�v (M
d)e b ;[Pa;Mb
℄ = �Pe�v (Mb
)e a ;[Q�;Mab℄ = �s (Mab)� �Q� ;fQ�; Q�g = i (
aC�1)�� Pa : (2.2.3)
Para 
onstruir la teor��a de SUGRA N = 1; d = 4, se \gaugea" este �algebra: introdu
i-mos el poten
ial gauge A� A� = ea�Pa + 12!�abMab + � ��Q� ; (2.2.4)donde ea� es la t�etrada (que va a representar gravitones) !�ab es la 
onexi�on de esp��n(que ser�a una fun
i�on de los otros 
ampos) y  �� es el 
ampo de Rarita-S
hwinger (queva a representar gravitinos, part��
ulas de esp��n 3=2, rela
ionadas 
on los gravitones porsupersimetr��a), y los par�ametros in�nitesimales de transforma
i�on� = �aPa + 12�abMab + ���Q� ; (2.2.5)



2.2. SUPERSIMETR�IA Y SUPERGRAVEDAD 41donde �a genera transla
iones lo
ales, �ab rota
iones de Lorentz lo
ales y � transforma
ionesde supersimetr��a lo
ales 
uya a

i�on en el poten
ial gauge es, por de�ni
i�onÆA� = ���+ �; A� � D �� ; (2.2.6)la derivada super
ovariante.A partir de aqu�� los pasos son los habituales: de�ni
i�on de 
urvatura y 
onstru

i�onde una a

i�on que dependa de la 
urvatura y que tenga las simetr��as apropiadas (ver, porejemplo, [95℄). El resultado es la a

i�on de SUGRA N = 1; d = 4
S[ea�; !�ab;  �℄ = Z d4x e �R(e; !) + 2e�1����� � �
5
�r� �� ; (2.2.7)donde R(e; !) = ea�eb�R��ab(!) ; (2.2.8)y R��ab(!) es la 
urvatura aso
iada a la 
onexi�on de esp��n !�ab por E
. (A.1.5).En esta a

i�on se sobreentiende que se ha resuelto la e
ua
i�on de movimiento de la
onexi�on de esp��n en t�erminos de ea� y  � y se ha sustituido en ella la solu
i�on3!ab
 = �
ab
 + 
b
a � 

ab ;
��a = 
��a(e) + 12T��a ;
��a(e) = �[�ea�℄ ; T��a = i � �
a � : (2.2.9)La a

i�on E
. (2.2.7) es invariante bajoTransforma
iones generales de 
oordenadas8>>>><>>>>: Æ�x� = �� ;Æ�ea� = �����ea� � ����ea� ;Æ� � = ����� � � ���� � ; (2.2.10)Transforma
iones de Lorentz lo
ales8<: Æ�ea� = �abeb� ;Æ� � = 12�ab
ab � ; (2.2.11)Transforma
iones de supersimetr��a lo
ales N = 13Esto se 
ono
e 
omo formalismo de orden 1.5.



42 LECCI �ON 2. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDAD8<: Æ�ea� = �i��
 � ;Æ� � = r�� : (2.2.12)De a
uerdo 
on este resultado, SUGRA N = 1 no es m�as que RG a
oplada a un tipoespe
ial de materia. Esto es 
ierto en todas las SUGRAs. S�olo los 
ampos bos�oni
os tienenun l��mite 
l�asi
o y, si bus
amos solu
iones 
l�asi
as, s�olo ha
e falta 
onsiderarles a ellos4.En este 
aso, el se
tor bos�oni
o es RG en el va
��o y todas las solu
iones de las e
ua
ionesde Einstein en el va
��o (vgr. S
hwarzs
hild) son autom�ati
amente solu
iones de SUGRAN = 1.2.2.2 Supersimetr��a extendida y 
argas 
entralesSi nuestro superespa
io tiene N 
onjuntos de 
oordenadas fermi�oni
as, el super�algebra(extendida) 
orrespondiente tendr�a N 
onjuntos de generadores de supersimetr��a que de-notamos 
on i = 1; : : : N , Qi �. Estas super�algebras no son muy diferentes de las N = 1,salvo en el anti
onmutador de dos super
argas, que ahora puede in
luir 
argas 
entralesel�e
tri
as Qij o magn�eti
as P ij que, por de�ni
i�on, 
onmutan 
on todos los dem�as genera-dores5. En d = 4 el super�algebra tipo Poin
ar�e m�as general que da teor��as 
on invarian
iaPoin
ar�e, es, de a
uerdo 
on el teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [99℄
[Mab;M
d℄ = �Meb�v (M
d)e a �Mae�v (M
d)e b ;[Pa;Mb
℄ = �Pe�v (Mb
)e a ;[Q� i;Mab℄ = �s (Mab)� �Q� i ;fQ� i; Q� jg = iÆij (
aC�1)�� Pa � i (C�1)�� Qij � 
5 (C�1)�� P ij : (2.2.13)

La 
onstru

i�on de SUEGRAs a partir de super�algebras extendidas es m�as 
ompleja yhay que utilizar otros m�etodos 
omo el reon�omi
o [100℄, pero a�un as�� podemos aprendermu
has 
osas \leyendo" el super�algebra:1. El superpoten
ial gauge ser��a64Las solu
iones de la a

i�on que resulta de poner los fermiones a 
ero son siempre solu
iones de la teor��a
ompleta.5Si utilizamos espinores de Weyl en vez de Majorana, las 
argas el�e
tri
as y magn�eti
as se 
ombinanen una �uni
a matriz de 
argas 
entrales 
ompleja.6No se pueden gaugear simult�aneamente las 
argas 
entrales el�e
tri
as y magn�eti
as.



2.2. SUPERSIMETR�IA Y SUPERGRAVEDAD 43A� = ea�Pa + 12!�abMab + 12Aij�Qij + � i� �Qi � ; (2.2.14)de lo que dedu
imos que la SUEGRA 
orrespondiente tendr�a N gravitinos adem�asde N(N � 1)=2 poten
iales gauge abelianos.2. La teor��a ser�a invariante bajo rota
iones SO(N) de estos ve
tores y gravitinos (elsuper�algebra lo es).3. Los gravitinos no est�an 
argados 
on respe
to a los poten
iales gauge7.4. El super�algebra es invariante bajo transforma
iones quirales-duales que inter
ambianlas 
argas el�e
tri
as y magn�eti
as. La SUEGRA 
orrespondiente tendr�a 
omo si-metr��a de las e
ua
iones del movimiento transforma
iones quirales-duales en las quelos poten
iales gauge son sustituidos por sus duales el�e
tri
os-magn�eti
os.Como veremos los posibles estados de las SUEGRAS van a estar 
ara
terizados tantopor sus propiedades de transforma
i�on 
on respe
to a los generadores Poin
ar�e (masa,momento, esp��n) 
omo por sus propiedades de transforma
i�on 
on respe
to a las 
argas
entrales (estar�an 
argados el�e
tri
a o magn�eti
amente 
on respe
to a 
iertos poten
iales).Nosotros vamos a estar interesados en solu
iones 
l�asi
as que podamos aso
iar a estosestados interpret�andolas 
omo los 
ampos de largo al
an
e generados por esos estados.Extensiones 
uasi-
entralesCabe ahora preguntarse 
u�al es el super�algebra de tipo Poin
ar�e m�as general si no mante-nemos la invarian
ia Poin
ar�e. El resultado [101℄ es que el super�algebra anterior se puedegeneralizar in
luyendo \
argas 
entrales" 
on n ��ndi
es Lorentz antisim�etri
os y dos ��ndi
esSO(N) Zija1���an que apare
en en el anti
onmutador de dos super
argas gen�eri
amente as��1n! �
a1���anC�1��� Zija1���an : (2.2.15)Estas 
argas no son 
entrales en sentido estri
to (de ah�� el adjetivo de 
uasi-
entrales) puesno 
onmutan 
on los generadores Lorentz, sino que�Zkl
1���
n ;Mab� = �n�v(Mab)e[
1Zkljej
2���
n℄ : (2.2.16)Por otro lado, son sim�etri
as o antisim�etri
as en los ��ndi
es SO(N) dependiendo de si(
a1���anC�1)�� es sim�etri
o o antisim�etri
o en los ��ndi
es espinoriales ��. En d = 4 (y, deforma similar, en 
ualquier otra dimensi�on) es f�a
il determinar la simetr��a de los posiblest�erminos: C�1 ; 
5C�1 ; 
5
aC�1 ; 
ab
C�1 ; 
ab
dC�1 ; (2.2.17)7Pero se puede ha
er que lo est�en, gaugeando la simetr��a global SO(N). La teor��a 
ontiene siempre eln�umero pre
iso de ve
tores.



44 LECCI �ON 2. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDADson antisim�etri
os, pero el primero y el quinto y el segundo y el 
uarto est�an rela
ionadospor E
. (A.2.29). Por otro lado,
aC�1 ; 
abC�1 ; 
5
abC�1 ; 
5
ab
C�1 ; (2.2.18)son sim�etri
as. La primera y la 
uarta y la segunda y la ter
era est�an rela
ionadas porE
. (A.2.29).As��, el anti
onmutador m�as general de dos super
argas en d = 4 esfQ� i; Q� jg = iÆij (
aC�1)�� Pa + i (C�1)�� Z [ij℄ + 
5 (C�1)�� ~Z [ij℄+(
aC�1)�� Z(ij)a + i (
5
aC�1)�� Z [ij℄a+i �
abC�1��� Z(ij)ab + �
5
abC�1��� ~Z(ij)ab : (2.2.19)>Qu�e tipo de estado puede portar estas 
argas? Veremos que de forma natural sonlos objetos extensos (no-puntuales, 
omo 
uerdas, membranas y sus generaliza
iones 
onm�as dimensiones ) los que las portan. Estos objetos rompen la invarian
ia Poin
ar�e en lasdire

iones transversas a su volumen, y esa rotura est�a aso
iada a los ��ndi
es Poin
ar�e delas 
argas.2.2.3 Supersimetr��a residualAntes de de�nir supersimetr��a residual, es oportuno ha
er algunas observa
iones de 
ar�a
tergeneral.Las solu
iones de una teor��a dada normalmente rompen la mayor��a (o todas) las si-metr��as de la misma. A ve
es preservan alguna de �estas, que re
ibe el nombre de simetr��aresidual. Las dem�as simetr��as de la teor��a de pueden utilizar para generar nuevas solu
iones.Veamos dos ejemplos:Me
�ani
a: El lagrangiano de una part��
ula libre es invariante bajo todo el grupo dePoin
ar�e, pero 
ualquier solu
i�on es una re
ta, invariante tan s�olo bajo transla
ionesa lo largo de ella misma y rota
iones en las que es tomada 
omo eje. Estas son lassimetr��as residuales de las solu
iones. Las otras transforma
iones de Poin
ar�e muevenla re
ta y generan otras solu
iones.Teor��a de Campos: Las e
ua
iones de Einstein son invariantes bajo difeomor�smos ar-bitrarios, pero las transforma
iones que dejan invariante una solu
i�on determinadaforman su grupo de isometr��as, que es de dimensi�on �nita. Los generadores de estastransforma
iones se hallan resolviendo la e
ua
i�on de KillingÆg�� = �2r(�k�) = 0 : (2.2.20)
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iones generan m�etri
as que son equivalentes (si las transfor-ma
iones dejan invariantes las 
ondi
iones de 
ontorno) o no (si no lo ha
en).El segundo ejemplo es evidentemente el m�as interesante. En �el la existen
ia de simetr��asresiduales tiene 
onse
uen
ias m�as trans
endentales: las part��
ulas que se mueven en unespa
io-tiempo 
on isometr��as tienen 
antidades 
onservadas aso
iadas a �estas (vgr. enMinkowski, 
uyo grupo de isometr��as es el de Poin
ar�e, el momento y el momento angularde las part��
ulas est�an 
onservados). Si ha
emos Teor��a de Campos es ese espa
io-tiempoel grupo de isometr��a ser�a el grupo de simetr��a de esa Teor��a de Campos.En este 
ontexto, los va
��os de las teor��as de 
ampos se suelen identi�
ar 
on las solu-
iones 
l�asi
as que tienen un grupo de simetr��as residuales m�aximo. As�� el espa
io-tiempode Minkowski es el va
��o de la RG sin 
onstante 
osmol�ogi
a porque tiene un grupo deisometr��as m�aximo (10-dimensional) y el espa
io de Sitter (anti-de Sitter) es el va
��o de laRG 
on 
onstante 
osmol�ogi
a positiva (negativa) porque su grupo de isometr��a es tambi�enm�aximo: SO(1; 4) (SO(2; 3)).El 
on
epto de supersimetr��a residual (
onservada o preservada) no es m�as que la apli-
a
i�on dire
ta del 
on
epto general de simetr��a residual a las solu
iones 
l�asi
as (es de
ir:puramente bos�oni
as) de las SUGRAs: una solu
i�on tiene supersimetr��as residuales (o essupersim�etri
a o BPS) si es invariante bajo alguna transforma
i�on de supersimetr��a lo
al.Si denotamos por B a los bosones y F a los fermiones, bus
amos enton
es solu
iones talesque Æ�B � �F = 0 ;Æ�F � � �� +B��B� +B� � = 0 : (2.2.21)Las primeras e
ua
iones se 
umplen siempre (F = 0). Las segundas s�olo en 
iertos 
asos yse llaman e
ua
iones de los espinores de Killing.Por ejemplo, en SUGRA N = 1; d = 4 la e
ua
i�on del espinor de Killing es, de a
uerdo
on E
s. (2.2.12) Æ� � = r�� = 0 ; (2.2.22)y s�olo admite solu
iones en dos 
asos: Minkowski, 
on � 
onstante (4 supersimetr��as resi-duales, una por 
ada 
omponente arbitraria de �) que es m�aximamente supersim�etri
a ylas ondas planas para las que � ha de satisfa
er la ligadura algebrai
a(1� 
0
1)� = 0 ; (2.2.23)que s�olo deja dos 
omponentes (1=2 del total) arbitrarias, por lo que s�olo preserva 1=2 delas supersimetr��as.En �esta y las pr�oximas le

iones vamos a ver mu
hos m�as ejemplos de e
ua
iones deespinores de Killing y de espa
io-tiempos en los que tienen solu
iones.Las solu
iones supersim�etri
as tienen interesantes propiedades:
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ia de supersimetr��as residuales impli
a la de isometr��as puesto que elanti
onmutador de dos transforma
iones de supersimetr��a es esen
ialmente un difeo-mor�smo. El ve
tor de Killing k� est�a dado por una expresi�on de este tipo:k� � ��
�� ; (2.2.24)donde � es un espinor de Killing.2. Las supersimetr��as residuales y las isometr��as forman un supergrupo.3. Si ha
emos Teor��a de Campos en una solu
i�on supersim�etri
a, tal teor��a tendr�a elanterior supergrupo 
omo grupo supersimetr��a global.4. Las solu
iones supersim�etri
as en general no tienen 
orre

iones 
u�anti
as (o �estasson limitadas, depende de la 
antidad de supersimetr��a preservada). Tambi�en sonestables frente a perturba
iones 
l�asi
as. Las razones para esto se pueden expli
armejor en el lenguaje del super�algebra.Supersimetr��as residuales en el super�algebraHemos di
ho que estamos parti
ularmente interesados en solu
iones que se pueden inter-pretar 
omo 
on�gura
iones de 
ampos debidas a 
iertos estados de nuestra teor��a. Haypues una rela
i�on entre la a

i�on de las transforma
iones de simetr��a sobre las solu
ionesy la a

i�on de los elementos del super�algebra sobre los estados aso
iados. Si la solu
i�on esinvariante bajo 
ierta transforma
i�on, enton
es el estado 
orrespondiente ser�a aniquiladopor 
ierto elemento del super�algebra. Si hay supersimetr��as residuales, esperamos que la
arga Æ�js >� ��i�Qi �js >= 0 : (2.2.25)El anti
onmutador de esta super
arga 
onsigo misma nos da una expresi�on del tipo (end = 4)��M� = 0 ;M � iÆij
aPa + iZ [ij℄ + 
5 ~Z [ij℄ + 
aZ(ij)a + i
5
aZ [ij℄a + i
abZ(ij)ab + 
5
ab ~Z(ij)ab ;(2.2.26)donde hemos sustituido los generadores por su valor sobre el estado js >. Esta e
ua
i�ontiene solu
iones si el determinante de la matrizM es 
ero. Resolverla 
ompletamente es unproblema muy 
ompli
ado, pero afortunadamente hay solu
iones simples 
on interpreta
i�onf��si
a simple. Consideremos, por ejemplo, el estado 
orrespondiente a una part��
ula puntualsin 
arga y sin masa, 
uyo momento es de tipo luz P 2 = 0. En el sistema de referen
ia enel que se mueve en la dire

i�on 1, (P �) = (p;�p; 0; : : : ; 0) y (por simpli
idad, en el 
asoN = 1) la matriz M es
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0 �1� 
0
1� : (2.2.27)Es f�a
il ver que M es singular porque la mitad de los autovalores de 
0
1 son +1 y laotra mitad �1, 
on lo que la mitad de los autovalores de M son 0. Las supersimetr��as quedejan invariantes el estado de esa part��
ula son generadas por �s que satisfa
enM� = 0, que
oin
ide pre
isamente 
on la ligadura E
. (2.2.23). De esto 
on
luimos que podemos aso
iarlas solu
iones que des
riben ondas gravita
ionales planas 
on estado de part��
ulas sin masamovi�endose a la velo
idad de la luz y que ambos preservan la mitad de las supersimetr��as.Solu
iones de este tipo hay en todas las SUEGRAS.El siguiente 
aso en simpli
idad es el de una part��
ula de masa M y 
arga el�e
tri
a Qen SUEGRA N = 2; d = 4 (Qij = Q�ij). En el sistema de referen
ia en el que la part��
ulaest�a en reposo (P �) = (M; ; 0; : : : ; 0) yM = i
0M �Æij + QM 
0�ij� : (2.2.28)Esta matriz 8� 8 es singular s�olo 
uando Q = �M , en 
uyo 
aso habr��a supersimetr��asresiduales generadas por 
argas de supersimetr��a ��iQi donde ��i satisfa
e la ligadura(Æij � 
0�ij)�j = 0 : (2.2.29)Esta e
ua
i�on tiene 4 solu
iones independientes de las 8 posibles y as�� el estado deque hablamos preserva la mitad de las supersimetr��as. >A qu�e solu
i�on de la SUEGRAN = 2; d = 4 
orresponde este estado? Ha de 
orresponder a un objeto esf�eri
amentesim�etri
o (lo m�as pare
ido a un objeto puntual), est�ati
o, de 
arga M = jQj = 2jqj 
on lanormaliza
i�on 
orre
ta: <un agujero ERN 
on 
arga el�e
tri
a8! Esto debemos demostrarloen
ontrando los espinores de Killing. Veremos que efe
tivamente esto es as�� en la siguientese

i�on.>Qu�e pasa en el 
aso general? Centr�emonos primero en d = 4 
on 
argas estri
tamente
entrales. Para ata
ar el problema general es 
onveniente usar una base de Weyl en vezde una base Majorana, de forma que las matri
es de 
argas el�e
tri
as y magn�eti
as se
ombinan en una sola matriz antisim�etri
a ay 
ompleja de 
argas 
entrales Zij, que tiene[N=2℄ autovalores Zi. De a
uerdo 
on los autores de la Ref. [102℄, en el sistema de referen
iaen el que la part��
ula masiva est�a en reposo, la matriz M es singular 
uando el m�odulo deuno o varios de estos autovalores es igual a la masaM = jZij. La 
antidad de supersimetr��apreservada depende del n�umero de m�odulos de autovalores que sean iguales. Si todos soniguales e igual a M , enton
es se preservan la mitad de las supersimetr��as y en los dem�as
asos, menos. Veamos qu�e pasa en los 
asos que nos interesan N = 1; 2; 4; 8; d = 4:N=1 No hay estados masivos supersim�etri
os.8Con 
argamagn�eti
a P = �M tendr��amos el proye
tor (Æij�
5
0�ij) y en el 
aso di�oni
o P 2+Q2 =M2el proye
tor ser��a [Æij � (
os � + i sin �
5)
0�ij ℄ = [Æij � ei
5
0�ij ℄.



48 LECCI �ON 2. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDADN=2 1=2 de la supersimetr��a se preserva 
uando9M = jZj ;N=4 1=2 de las supersimetr��as se preserva siM = jZ1j = jZ2j ;y 1=4 si M = jZ1j 6= jZ2j :N=8 1=2 de las supersimetr��as se preserva siM = jZ1j = jZ2j = jZ3j = jZ4j ;1=4 si M = jZ1j = jZ2j 6= jZ3;4j ;y 1=8 si M = jZ1j 6= jZ2;3;4j :En todos los 
asos, los proye
tores sobre los espinores son de la forma(Æij + 
0�ij) ; (2.2.30)donde �ij es una matriz que depende de la SUEGRA 
on
reta 
on que estemos trabajando.Estos proye
tores deben de aso
iarse, pues a estados de part��
ulas puntuales masivas. Hayun proye
tor por 
ada fa
tor de 1=2 de supersimetr��a y deben 
onmutar entre s�� para quehaya supersimetr��a.>A qu�e tipo de solu
iones van a estar aso
iados estos estados? Claramente, a gene-raliza
iones de ERN (solu
iones esf�eri
amente sim�etri
as, est�ati
as, 
argadas) que depen-der�an de los 
ampos que haya en la SUEGRA. Las m�as estudiadas y 
ono
idas son las deN = 4; d = 4 que veremos en la Se

i�on 2.4.2. Sobre N = 8; d = 4 diremos algo en lasle

iones siguientes.Pasemos ahora a estudiar la situa
i�on 
uando hay una 
arga 
uasi-
entral (real) Z(p)a1���ap .Utilizando identidades de las matri
es gamma y el sistema de referen
ia apropiado, siemprees posible es
ribir M = i
0M �Æij + Z(p)M 
0
1 � � �
p�ij� ; (2.2.31)que es singular si M = Z(p). Aqu�� el proye
tor no puede ser interpretado 
omo el deuna part��
ula puntual. De he
ho, las 
argas 
on p ��ndi
es Lorentz est�an aso
iadas en laSUEGRA a poten
iales que son (p + 1)-formas diferen
iales A(p+1)�1����p+1 que, al igual9En N = 2 el �uni
o autovalor es Z = Q+ iP .
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ial ve
tor) se a
opla a la l��nea del universo de una part��
ula atrav�es de un t�ermino de Wess-Zumino, se a
opla al volumen del Universo de un objetode p dimensiones espa
iales o p-brana. As�� �este es el proye
tor aso
iado a una p-branasupersim�etri
a que preserva 1=2 de las supersimetr��as.En la Se

i�on 5.3 estudiaremos el 
aso en que hay varias 
argas de este tipo distintas de
ero a un tiempo, que interpretaremos 
omo interse

iones de p-branas. En estos 
asos, elespinor � ha de satisfa
er varias ligaduras simult�aneamente. Esto sugiere la interpreta
i�onde los agujeros negros 
on varias 
argas 
omo superposi
iones de agujeros negros m�assimples. Veremos en la Se

i�on 2.4.4 que esta interpreta
i�on es posible en 
iertos 
asos.Estabilidad y 
otas BPSLa matriz M tiene otra propiedad importante: es esen
ialmente el 
uadrado de las super-
argas y sus autovalores deben de tener propiedades de positividad. De he
ho, se puededemostrar que el jamiltoniano de las teor��as supersim�etri
as es siempre no-negativo [103℄ o,lo que es lo mismo, que M � 0. A�un m�as: en teor��as 
on supersimetr��a extendida, la masaest�a a
otada por debajo por los autovalores de la matriz de 
argas 
entrales Zij [104, 102℄M � jZij ; i = 1; : : : ; [N=2℄ ; (2.2.32)lo que se 
ono
e 
omo 
otas de Bogomol� nyi o 
otas BPS. Es 
uando alguna de estas 
otasse satura, 
uando el estado tiene supersimetr��as residuales (es \BPS").Estas 
otas juegan un papel 
ru
ial en la estabilidad de los estados y de las teor��as.Los estados BPS tienen los valores m��nimos de la energ��a para valores dados de las 
argas
entrales. Estos �ultimos no pueden variar porque en las teor��as no hay 
ampos 
argados
on respe
to a ellas (por eso a ve
es se las 
ali�
a 
omo 
argas topol�ogi
as) y por lo tantolos estados BPS son estables.Despu�es de ver el lado algebrai
o/
u�anti
o10 de las 
otas, veamos el lado \supergra-vitatorio". Como hemos visto, SUGRA N = 1 no es m�as que RG a
oplada a un 
ampofermi�oni
o. Esto impli
a que la energ��a (masa) en RG tambi�en ha de ser no-negativa [105℄.La demostra
i�on rigurosa de este teorema fue he
ha por S
hoen y Yau en Ref. [106℄ 
ont�e
ni
as distintas, pero esta demostra
i�on fue seguida inmediatamente por otra versi�on deWitten [107℄ basada de nuevo en SUGRA. Esta t�e
ni
a fue perfe

ionada por Nester eIsrael Refs. [108, 109℄ y generalizada por Gibbons, Hull y otros [110, 111℄. Los resultadosde la t�e
ni
a de Witten, Israel y Nester (WIN) son la versi�on en SUEGRA de las 
otasBPS. La rela
i�on est�a expli
ada en el 
aso N = 1 en Ref. [112℄.Las estados BPS de SUEGRA tienen 
argas y masas que saturan 
otas BPS y admitenespinores de Killing. Dentro de la teor��a de SUEGRA 
on
reta de que se trate, gozan deestabilidad. En el 
aso 
on
reto de ERN, esta estabilidad se mani�esta en la ausen
ia de10Todo el razonamiento y los resultados anteriores se apli
an s�olo a teor��as 
u�anti
as en las que losestados han de estar en representa
iones unitarias de los grupos de simetr��a (T. de Wigner). En teor��as
l�asi
as de 
ampos, estos resultados no tienen apli
a
i�on dire
ta y se ne
esitan 
ondi
iones adi
ionales:
omportamiento asint�oti
o y 
ondi
iones sobre la energ��a. A estos resultados nos vamos a referir ahora.
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i�on de Hawking (T = 0). Aqu�� apare
e un nexo entre las propiedades termodin�ami
asy la supersimetr��a del que vamos a en
ontrar m�as ejemplos.Pasamos ahora a ver ejemplos 
on
retos de todos estos resultados generales.2.3 Agujeros negros en Supergravedad N = 2; d = 42.3.1 SUEGRA N = 2; d = 4SUEGRAN = 2; d = 4 fue 
onstruida originalmente por Ferrara y van Nieuwenhuizen [113℄a
oplando un supermultiplete ve
torial (
ompuesto por un ve
tor y un gravitino) a SUGRAN = 1; d = 4 y observando que la teor��a resultante era invariante bajo una transforma
i�onde supersimetr��a adi
ional11. As��, el supermultiplete de SUEGRA N = 2; d = 4 
onsta deuna t�etrada, una pareja de gravitinos reales y un 
ampo ve
torialfea�;  � = �  1� 2� � ; A�g : (2.3.1)Los��ndi
es SO(2) i = 1; 2 no los es
ribiremos ex
epto 
uando sea 
ompletamente ne
esario.La a

i�on en el formalismo de orden 1.5 es
S = Z d4x e�R(e; !) + 2e�1����� � �
5
�r� � � F2 + J(m)��(J(e)�� + J(m)��)	 ;(2.3.2)donde 8>>>><>>>>: F�� = ~F�� + J(m)�� ;~F�� = F�� + J(e)�� ;F�� = 2�[�A�℄ ; (2.3.3)y 8<: J(e)�� = i � ��2 � ;J(m)�� = � 12e����� � �
5�2 � : (2.3.4)La e
ua
i�on de !�ab es la misma que en el 
aso N = 1 y la solu
i�on es tambi�en E
. (2.2.9)pero 
on la torsi�on dada por11Esto es similar a la 
onstru

i�on de SUGRA N = 1; d = 4 a partir de N = 0 (RG) a
oplando ungravitino.
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a � (� i � j �
a j�) : (2.3.5)Esta a

i�on es invariante bajo 1. difeomor�smos, 2. transforma
iones Lorentz lo
ales, 3.transforma
iones gauge del poten
ial ve
tor, 4. rota
iones globales SO(2) de los gravitinosy 5. transforma
iones lo
ales de supersimetr��a N = 28>>>><>>>>: Æ�ea� = �i��
a � ;Æ�A� = �i���2 � ;Æ� � = ~r�� ; (2.3.6)donde ~r� = r� + 14 6 ~F
��2 ; (2.3.7)es la derivada super
ovariante sobre �.Las e
ua
iones de movimiento, pero no la a

i�on, son invariantes bajo un grupo globalSO(2) de transforma
iones quirales-duales8<: ~F 0�� = 
os � ~F�� + sin � ? ~F�� ; 0� = e i2 �
5 � : (2.3.8)La 
orresponden
ia de todas estas simetr��as 
on propiedades del super�algebra 
orres-pondiente es obvia.2.3.2 Solu
ionesPara nuestros prop�ositos, lo m�as interesante de la SUEGRA N = 2; d = 4 es que su se
torbos�oni
o no es m�as que la teor��a de Einstein y Maxwell que ya vimos y todas las solu
ionesde �esta lo son de la primera, en parti
ular RN y MP.Si RN des
ribe un estado (posiblemente solit�oni
o, pues no hay materia 
argada enesta SUEGRA) de masaM y 
arga jZj = jQ+ iP j, 
u�anti
amente M � jZj, justamente la
ondi
i�on de 
ensura 
�osmi
a. Esto no es sorprendente, dada la rela
i�on en la que hemosinsistido varias ve
es entre 
ensura 
�osmi
a y positividad de la energ��a. Cl�asi
amente sepuede probar [110℄ que bajo 
ondi
iones energ�eti
as usuales y en espa
ios asint�oti
amenteplanos, esa rela
i�on se tiene que 
umplir siempre.La satura
i�on de la 
ota BPS 
oin
ide 
on el l��mite de extremalidad de RN, la desapa-ri
i�on de la radia
i�on de Hawking y la apari
i�on de solu
iones est�ati
as 
on varios ERNsen equilibrio (MP). Todas las solu
iones de la familia MP admiten espinores de Killing[110℄, pero hay a�un m�as solu
iones que los admiten 
omo demostr�o Tod en Ref. [114℄: lafamilia de solu
iones de Israel, Wilson y Perj�es (IWP) [115, 116℄ y una generaliza
i�on delas ondas gravitatorias planas que in
luyen 
ampos ele
tromagn�eti
os. Vamos a des
ribir
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i�on. Aqu�� basta de
ir que en ella hay solu
iones 
onmomento angular y 
arga NUT, pero que las �uni
as solu
iones regulares sin 
urvas 
erradasde tipo tiempo son las de la subfamilia de MP [78℄. En parti
ular, no hay agujeros negrossupersim�etri
os regulares 
on momento angular en SUGRA N = 2; d = 4. Este resultadoes v�alido para N = 4; 8; d = 4 tambi�en, pero no en d = 5.En 
uanto al n�umero de supersimetr��as residuales, gen�eri
amente las solu
iones de IWPtiene 1=2. Las dos ex
ep
iones 
ono
idas son Minkowski y RB que tienen el m�aximo n�umerode supersimetr��as preservadas y se pueden 
onsiderar va
��os de la teor��a.2.4 Agujeros negros en Supergravedad N = 4; d = 42.4.1 SUEGRA N = 4; d = 4El supermultiplete de SUEGRA N = 4; d = 4 [117℄ 
onsta de la t�etrada, seis ve
toresabelianos, un es
alar (dilat�on) un pseudoes
alar (axi�on) 
uatro gravitinos reales y 
uatrodilatinos reales (esp��n 1=2) fea�; A(n)�; �; a;  i�; �ig ; (2.4.1)respe
tivamente. La a

i�on de los 
ampos bos�oni
os esS = Z d4xpjgj (R + 2(��)2 + 12e4�(�a)2 � e�2� 6Xn=1 F (n)F (n) + a 6Xn=1 F (n) ?F (n)) :(2.4.2)Adem�as de la invarian
ia bajo difeomor�smos, transforma
iones de Lorentz lo
ales,transforma
iones gauge de los seis ve
tores y transforma
iones de supersimetr��a lo
alN = 4, rota
iones globales SO(4) de ve
tores y fermiones y rota
iones quirales-duales, else
tor bos�oni
o de esta teor��a es invariante bajo rota
iones globales SO(6) de los seis ve
-tores12 y (s�olo las e
ua
iones del movimiento) bajo transforma
iones de dualidad SL(2;Z)que a
t�uan sobre los es
alares y los ve
tores. Para des
ribir esta simetr��a es 
onveniente
ombinar los es
alares en un es
alar 
omplejo que a ve
es es llamado axidilat�on� = a+ ie�2� ; (2.4.3)y de�nir los duales SL(2;Z) de los ve
tores~F (n)�� = �� ~A(n)� � �� ~A(n)� : (2.4.4)Si � es una matriz SL(2;R)12Esta simetr��a est�a rela
ionada 
on la de rota
iones SO(4) que esperamos a partir del super�algebra quese ve aumentada hasta SU(4) por las rota
iones quirales-duales.
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 d � ; ad� b
 = 1 ; (2.4.5)enton
es los ve
tores y sus duales se transforman en dobletes (lo que antes llamamos ve
torde dualidad) � ~F (n)��F (n)�� � �! �� ~F (n)��F (n)�� � ; (2.4.6)y � se transforma no-linealmente � �! a� + b
� + d : (2.4.7)Aqu�� e� juega el mismo papel que la 
onstante de a
oplo e en la dualidad el�e
tri
o-magn�eti
o y a juega el papel de un �angulo � lo
al. De he
ho, desde el punto de vista de laTeor��a de Cuerdas e� es realmente la 
onstante de a
oplo.El grupo de dualidad de esta teor��a es, pues el produ
to dire
to de la dualidad T(SO(6)) y la S (SL(2;R)).En N = 4 hay dos 
otas BPS M2 � jZ1;2j2 � 0. Ninguna de ellas es separadamenteinvariante bajo dualidad, que las inter
ambia. Para es
ribir una 
ota invariante (
ota BPSgeneralizada) tomamos el produ
to de ambas 
otas y dividimos por M2M2 + jZ1Z2j2M2 � jZ1j2 � jZ2j2 � 0 ; (2.4.8)que es la que debe de apare
er en la m�etri
a, que es invariante bajo dualidad. El t�erminojZ1Z2j2M�2 se puede interpretar 
on las 
argas de los es
alares en los agujeros negrosregulares. Como esperamos por el teorema de \no-pelo", no son independientes de lasotras 
argas.2.4.2 Solu
ionesLas solu
iones de tipo agujero negro m�as generales de esta teor��a se 
ono
en desde ha
epo
o Ref. [127℄. Su 
onstru

i�on ha sido la 
ulmina
i�on del esfuerzo de mu
hos autores:las primeras solu
iones fueron obtenidas por Gibbons en la Ref. [118℄ y la supersimetr��ade las extremas fue demostrada en la Ref. [121℄. En la Ref. [120℄ se utiliz�o por primera ladualidad S para generar solu
iones di�oni
as, posteriormente generalizadas en la Ref. [122℄,donde se observ�o por primera vez que las transforma
iones de dualidad S preservan laspropiedades de supersimetr��a de las solu
iones originales. Las solu
iones m�as generalessin momento angular ni 
arga NUT, fueron obtenidas en la Ref. [123℄ y la adi
i�on de
arga NUT fue estudiada en la Ref. [124℄. La solu
iones supersim�etri
as m�as generales,in
luyendo momento angular y 
arga NUT fueron halladas por Tod en la Ref. [125℄ y po
odespu�es, independientemente en la Ref. [126℄.



54 LECCI �ON 2. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDADPor simpli
idad vamos a presentar �uni
amente las solu
iones supersim�etri
as, llamadasSWIP en la Ref. [126℄. Todas las fun
iones que apare
en en los distintos 
ampos de las solu-
i�on se pueden expresar en t�erminos de dos fun
iones arm�oni
as 
omplejas 
ompletamentearbitrarias H1;2(~x) �i�iH1 = �i�iH2 = 0 ; (2.4.9)y un 
onjunto de 
onstante 
omplejas k(n) que satisfa
en las rela
ionesNXn=1(k(n))2 = 0 ; NXn=1 jk(n)j2 = 12 ; (2.4.10)en el 
aso general13.Las fun
iones arm�oni
as apare
en en la m�etri
a a trav�es de las siguientes 
ombina
iones:e�2U = 2 =m (H1H2) ; (2.4.11)�[i !j℄ = �ijk <e �H1�kH2 �H2�kH1� : (2.4.12)Los 
ampos de la solu
i�on sonds2 = e2U (dt2 + !idxi)2 � e�2Ud~x2 ; (2.4.13)� = H1H2 ; (2.4.14)A(n)t = 2e2U<e �k(n)H2� ; (2.4.15)~A(n)t = �2e2U<e �k(n)H1� : (2.4.16)Estas solu
iones generales se redu
en a las m�etri
as IWP de las que hablamos en laSe

i�on anterior 
uando H1 = iH2 = 1p2V �1 ; (2.4.17)donde V �1 es una fun
i�on arm�oni
a 
ompleja. Todas las solu
iones de esta subfamiliatienen 1=2 de las supersimetr��as preservadas.13Si una de las fun
iones arm�oni
as es 
onstante, enton
es s�olo ha
e falta la segunda rela
i�on.



2.4. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDAD N = 4; D = 4 55Propiedades de dualidadLa familia de solu
iones es invariante, 
omo familia, bajo todas las dualidades de la teor��a,que no sirven ya para generar ninguna solu
i�on nueva. En parti
ular, H1;2 se transforman
omo un doblete (linealmente) bajo SL(2;R) mientras que las k(n)s son invariantes y �estasse transforman 
omo un ve
tor de SO(6) mientras que las H1;2s son invariantes.Estas propiedades de transforma
i�on de los 
omponentes fun
ionales de la solu
i�ontiene una interesante interpreta
i�on desde el punto de vista de la geometr��a espe
ial delas SUGRAS N = 2; d = 4 (
on materia en general) [128℄. Esta interpreta
i�on ha sidousada para 
onstruir solu
iones de tipo agujero negro extremos en SUGRAS N = 2; d = 4[129℄ lo que tiene gran importan
ia porque las SUEGRAS N = 4; 8; d = 4 se puedeninterpretar 
omo SUEGRAN = 2; d = 4 
on una materia supersim�etri
a de tipo parti
ular.Sin embargo, esta dire

i�on de trabajo no ha sido 
apaz de propor
ionar solu
iones tan
ompletas 
omo las SWIP en esos 
asos [130, 131℄, sino que en general s�olo ha dado 
omoresultado \solu
iones generatri
es" 
on las que se podr��a (pero nadie lo ha he
ho de formaexpl��
ita) generar la solu
i�on m�as general 
on transforma
iones de dualidad.Propiedades de supersimetr��aSi elegimos ade
uadamente las fun
iones arm�oni
as, las solu
iones des
riben objetos pun-tuales 
on masa M , 
argas el�e
tri
as, magn�eti
as �(n), es
alares � que son fun
i�on de lasanteriores � = �2Pn �(n)2M ; (2.4.18)y momento angular J . Estas 
argas siempre satisfa
en la identidadM2 + j�j2 � 4Xn j�(n)j2 = 0 ; (2.4.19)que tiene la forma exa
ta de la 
ota BPS generalizada. De he
ho, podemos identi�
ar losautovalores de las 
argas 
entrales12 jZ1;2j2 =Xn j�(n)j2 � 24 Xn j�(n)j2!2 � jXn �(n)2j235 12 : (2.4.20)El �area del horizonte esA = 4�(jM j2 � j�j2) = 4�jjZ1j2 � jZ2j2j ; (2.4.21)que se ha
e 
ero 
uando las dos 
argas son iguales. Este es el 
aso en el que las dos
otas BPS se saturan simult�aneamente y tenemos 1=2 de las supersimetr��as preservadas.El resultado es que s�olo 
on dos 
argas 
entrales distintas y 1=4 de las supersimetr��aspreservadas los agujeros negros de SUEGRA N = 4; d = 4 tienen un �area �nita.



56 LECCI �ON 2. AGUJEROS NEGROS EN SUPERGRAVEDADSi se bus
an los espinores de Killing se en
uentra que siempre hay 1=4 de las supersi-metr��as preservadas, 
omo indi
a el he
ho de que la 
ota BPS generalizada est�e autom�ati-
amente saturada en estas solu
iones. En el 
aso jZ1j = jZ2j, 
omo esperamos, 1=2 de lassupersimetr��as est�an preservadas [126℄.Finalmente, observamos que si rees
ribimos la f�ormula del �area del horizonte en t�ermi-nos de las 
argas el�e
tri
as y magn�eti
as normalizadas de forma que al ser 
uantizadastomen valores enteros, ~q(n); ~p(n), obtenemos una expresi�on que es independiente de todoslos m�odulos de la solu
i�on, 
omo los valores asint�oti
os de los es
alaresA = 8�vuutdet" ~~p t~~q t !�~~p ~~q�# ; (2.4.22)donde la a

i�on del grupo de dualidad en el ve
tor de 
arga � ~~p~~q � es� ~~p~~q �0 = R
 S � ~~p~~q � ; (2.4.23)donde R 2 SO(6) y S 2 SL(2;R).Esta es una propiedad fundamental de la entrop��a de los agujeros negros extremos, quevamos a utilizar en la �ultima le

i�on.2.4.3 SUEGRA N = 8; d = 42.4.4 Solu
iones: agujeros negros 
ompuestosComo hemos di
ho, no existen solu
iones similares a las SWIP de N = 4; d = 4 para el 
asoN = 8; d = 4 que es bastante 
ompli
ado de des
ribir. Nos interesa m�as en este momentodes
ribir las propiedades generales de las solu
iones supersim�etri
as.Primeramente, es posible ver que s�olo si las 
uatro 
argas 
entrales son distintas entres�� y la solu
i�on tiene 1=8 de las supersimetr��as preservadas, las solu
iones tienen un hori-zonte regular. El �area del horizonte se puede expresar tambi�en de forma mani�estamenteinvariante bajo dualidad (aqu�� llamada dualidad U, 
orrespondiente al grupo E7;7) [132℄.La solu
iones m�as simples est�an des
ritas en [133℄.En N = 8; d = 4 apare
en dos fen�omenos nuevos: hay 
ombina
iones de las 
argasque nos permiten tener agujeros negros \sin masa" supersim�etri
os [134, 135℄. Por otrolado, hay agujeros negros extremos supersim�etri
os que pierden la supersimetr��a 
uando se
ambia el signo de una 
arga (lo que deja invariante la m�etri
a y los es
alares). Este es unhe
ho de dif��
il interpreta
i�on [136℄.



Le

i�on 3Teor��as efe
tivas de 
uerdas: a

iones
3.1 Introdu

i�onEn esta le

i�on vamos a ini
iar el estudio de los agujeros negros desde el punto de vista de laTeor��a de Cuerdas. Nuestro punto de vista ser�a el de las a

iones efe
tivas que des
riben ladin�ami
a de los 
ampos sin masa de la Teor��a de Cuerdas a bajas energ��as. Estas a

ionesefe
tivas son en general a

iones de SUEGRAS en diversas dimensiones, al menos 
uando elespe
tro de la teor��a de 
uerdas 
orrespondiente es supersim�etri
o y 
ontiene un gravit�on.De ah�� nuestro inter�es en SUEGRAS en la le

i�on anterior. Las referen
ias esen
iales deintrodu

i�on a la Teor��a de Cuerdas son los libros de Green, S
hwarz y Witten [151℄, L�usty Theysen [152℄ y el de Pol
hinski [153℄, m�as re
iente. Menos extensas, pero igualmenteinteresantes son [154, 155, 156℄.En este momento los te�ori
os de 
uerdas 
reen que existe la denominada Teor��a M quese mani�esta en diversos l��mites y 
ontextos 
omo lo que antes se 
re��a eran diferentesteor��as de 
uerdas y supergravedad. Estas diferentes teor��as est�an 
one
tadas por una redde dualidades que las rela
ionan y que, se supone, ponen de mani�esto la rela
i�on de todasellas 
on la Teor��a M. En un 
ierto l��mite del que para nosotros es 
onveniente partir, laTeor��a M se mani�esta 
omo una teor��a que a bajas energ��as es SUGRA N = 1; d = 11.Cuando esta teor��a es 
ompa
ti�
ada en un 
��r
ulo se obtiene una teor��a que a bajasenerg��as no es sino SUGRA N = 2A; d = 10. Esta teor��a era 
ono
ida 
omo el l��mite abajas energ��as de la Teor��a de Cuerdas tipo IIA y, de he
ho, 
uando in
luimos en ella todoslos modos masivos de Kaluza-Klein que apare
en en la 
ompa
ti�
a
i�on desde d = 11, seobtiene todo el espe
tro de esta teor��a de 
uerdas. A�un m�as interesante, el dilat�on de laTeor��a de Cuerdas tipo IIA (que es su \
onstante" de a
oplo) es el radio de la dimensi�on
ompa
ti�
ada, lo que permite visualizar SUGRA N = 1; d = 11 
omo el l��mite de a
oplofuerte de la di
ha teor��a de 
uerdas [137℄. �Esta y otras rela
iones que vamos a ver est�anrepresentadas en la Figura 3.1.En d = 10 hay otra SUEGRA 
ono
ida: N = 2B; d = 10, que es quiral, y es el l��mite debaja energ��a de la Teor��a de Cuerdas tipo IIB. Resulta que 
uando esta teor��a de 
uerdasy la tipo IIA son 
ompa
ti�
adas en 
��r
ulos de radios inversos, tienen exa
tamente el57
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tro y las mismas intera

iones [138, 139℄. Esta dualidad T entre ambas teor��asse mani�esta en sus l��mites de baja energ��a en que las SUEGRAS N = 2A; d = 10 yN = 2B; d = 10 son id�enti
as 
uando se las somete a 
ompa
ti�
a
iones duales [140,141℄. Esta dualidad T que rela
iona radios grandes y peque~nos es una de las propiedadesm�as interesantes y espe
iales de la Teor��a de Cuerdas1 que se apli
a no s�olo a va
��ossimples 
on una dimensi�on 
ompa
ta 
omo el produ
to dire
to de Minkowski por un 
��r
ulosino a variedades m�as generales 
on el resultado de que geometr��as muy diferentes sonindistinguibles desde el punto de vista de la Teor��a de Cuerdas [143℄.Si el l��mite de a
oplo fuerte de la Teor��a de Cuerdas tipo IIA es SUGRA N = 1; d = 11,>Cu�al es del de la tipo IIB? Esto es muy dif��
il de de
ir desde el punto de vista de la teor��a de
uerdas, que est�a de�nida perturbativamente (es de
ir: para 
onstante de a
oplo peque~na),pero su teor��a efe
tiva de bajas energ��as nos da una pista: las e
ua
iones del movimientode la SUEGRA N = 2B; d = 10 son invariantes baso una dualidad S que rela
iona a
oplosfuertes y d�ebiles. As��, 
uando el a
oplo es fuerte, la teor��a se puede rees
ribir en t�erminosde otra Teor��a de Cuerdas tipo IIB 
on 
onstante de a
oplo peque~na.Conforme vamos 
ompa
ti�
ando m�as dimensiones de estas teor��as de 
uerdas, apare
enotras dualidades que se mani�estan (no siempre) 
omo simetr��as globales de las SUEGRAS
orrespondientes. El grupo de todas estas dualidades de las teor��as tipo II 
ompa
ti�
adasen toros es el grupo de dualidad U [87℄.Hasta este momento s�olo hemos hablado de teor��as 
on dos supersimetr��as en d = 10(N = 1 en d = 11 N = 8 en d = 4), pero una de las teor��as de 
uerdas m�as interesantes, laheter�oti
a, tiene la mitad. Para hablar de �esta y otras teor��as de 
uerdas 
on N = 1; d = 10tenemos que men
ionar la segunda idea que ha modi�
ado nuestra forma de entender laTeor��a de Cuerdas: que �esta des
ribe no s�olo objetos unidimensionales (
uerdas) sinoobjetos de m�as dimensiones p-branas y p-orientiplanos y que se pueden 
onstruir nuevosva
��os de la teor��a no s�olo por el pro
edimiento de 
ompa
ti�
ar en 
iertas variedades,sino poniendo p-branas o p-orientiplanos, 
uyo efe
to es el de romper par
ialmente lassupersimetr��as, ha
er que aparez
an nuevos estados sin masa (en parti
ular 
ampos deYang-Mills 
on grupos gauge no-Abelianos) y trun
ar las teor��as. Existen varios tipos deestos objetos, algunos de ellos no muy bien 
ono
idos, y todos ellos est�an rela
ionados 
onlas 
argas 
uasi-
entrales de los super�algebras de las SUEGRAS 
orrespondientes.As��, si para SUGRA N = 1; d = 10 elegimos un va
��o de la forma S1=Z2 y ponemos dos9-branas (\M9-branas") en los puntos �jos, en vez de obtener la Teor��a de Cuerdas tipo IIAobtenemos la Teor��a Heter�oti
a E8�E8 [144℄ 
uyo l��mite de baja energ��a est�a des
rito porSUGRA N = 1; d = 10 a
oplado a los 
orrespondientes supermultipletes ve
toriales. Y sien el va
��o de la Teor��a de Cuerdas tipo IIB 
olo
amos el n�umero ade
uado de 9-branasde tipo Diri
hlet (\D9-branas") y 9-orientiplanos (\O9-planos") obtenemos la Teor��a deCuerdas tipo I SO(32) [145℄ 
uyo l��mite de baja energ��a est�a tambi�en des
rito por SUGRAN = 1; d = 10 a
oplado a los 
orrespondientes supermultipletes ve
toriales. En el l��mitede a
oplo fuerte esta teor��a es S dual a la Teor��a Heter�oti
a SO(32) [146, 147, 148℄.1Una monograf��a interesante sobre este tema es [142℄, aunque no 
ontiene algunos de los resultados m�asinteresantes sobre dualidad en 
uerdas abiertas y D-branas.
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Figura 3.1: Dire
torio de SUGRAs. La rela
i�on entre distintas teor��as 
ompa
ti�
adasen 
��r
ulos (l��neas 
on dos puntas de 
e
ha) y trun
a
i�on (l��neas 
on una �uni
a punta de
e
ha) est�a representada aqu�� esquem�ati
amentePara interpretar esta �ultima teor��a hay que introdu
ir un importante aspe
to de lasp-branas y p-orientiplanos: que tambi�en se transforman bajo las dualidades T y S. Enparti
ular, bajo dualidad S, las D9-branas se transforman en S9-branas (tambi�en llamadasNSNS9-branas) y los O9-planos en otros objetos de forma que la Teor��a Heter�oti
a SO(32)se puede 
onsiderar 
omo la Teor��a de Cuerdas tipo IIB en a
oplamiento fuerte (por ladualidad S) 
on S9-branas y los duales S de los O9-planos [149, 150℄.Hora que 
ono
emos las reglas fundamentales de este juego, podemos empezar a ha
er-nos preguntas 
omo >
u�al es el T dual de la Teor��a de Cuerdas tipo I SO(32)? (Es de
ir: sila 
ompa
ti�
amos en un 
��r
ulo, hay otra teor��a de 
uerdas 
ompa
ti�
ada en un 
��r
ulode radio inverso que sea equivalente? De a
uerdo 
on lo que sabemos, esta teor��a ha de serel resultado de poner en la Teor��a de Cuerdas tipo IIA los T duales de las D9s y los O9s(D8s y O8s) 
on la dimensi�on que no est�a dentro de �estas 
ompa
ti�
ada en un 
��r
ulo deradio inverso, que re
ibe el nombre de Teor��a de Cuerdas tipo I'.As�� se pueden generar mu
has nuevas teor��as. En esta le

i�on vamos a estudiar lasteor��as efe
tivas a bajas energ��as de las teor��as de 
uerdas m�as relevantes para nosotros:N = 1; d = 11, N = 2A; d = 10 y N = 2B; d = 10, 
�omo se rela
ionan los 
ampos y
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onstantes que apare
en en sus a

iones 
on los de las teor��as de 
uerdas y 
�omo se re
ejanen sus rela
iones mutuas las dualidades entre las 
orrespondientes teor��as de 
uerdas.3.2 A

iones b�asi
as y dualidades3.2.1 SUGRA N = 1; d = 11El super�algebraEl super�algebra N = 1; d = 11 
on todas las posibles extensiones 
uasi-
entrales posiblestiene el siguiente anti
onmutador de super
argas esn ^̂Q^̂�; ^̂Q^̂�o = i�^̂�^̂a ^̂C�1� ^̂�^̂� ^̂P ^̂a + 12 �^̂�^̂a1 ^̂a2 ^̂C�1� ^̂�^̂� ^̂Z(2)^̂a1 ^̂a2 + i5! �^̂�^̂a1���^̂a5 ^̂C�1� ^̂�^̂� ^̂Z(5)^̂a1���^̂a5+ 16! �^̂�^̂a1���^̂a6 ^̂C�1� ^̂�^̂� ^̂Z(6)^̂a1���^̂a6 + i9! �^̂�^̂a1���^̂a9 ^̂C�1� ^̂�^̂�Z(9)a1���a9+ 110! �^̂�^̂a1���^̂a10 ^̂C�1� ^̂�^̂� ^̂Z(10)^̂a1���^̂a10 : (3.2.1)No todas las 
argas 
uasi-
entrales pueden ser aso
iadas a poten
iales de una SUGRA.Este es el 
aso de ^̂Z(10) 
uyo poten
ial aso
iado (una 11-forma) no es 
ampos din�ami
o yno des
ribe ning�un grado de libertad 
ontinuo. Otras 
argas 
uasi-
entrales simplementeno apare
en (y los poten
iales aso
iados tampo
o). Este es el 
aso de ^̂Z(6) y ^̂Z(9). Lasdos 
argas 
entrales que quedan ^̂Z(2); ^̂Z(5)est�an aso
iadas a una 3-forma y una 6-forma,que son duales de Hodge una de la otra. As�� esperamos que SUGRA N = 1; d = 11 tengam�etri
a, gravitino (representado por un ve
tor-espinor de Majorana 
on 32 
omponentesreales) y una 3-forma2: n^̂e^̂� ^̂a; ^̂C ^̂�^̂�^̂�; ^̂ ^̂�o : (3.2.2)Los estados/solu
iones aso
iados a los 
ampos bos�oni
os y a las 
argas del super�algebrason la onda gravitatoria (MW), la membrana (M2-brana) y la 5-brana (M5-brana).Cuando la teor��a est�a 
ompa
ti�
ada en un 
��r
ulo, apare
en nuevos estados en la teor��a:el monopolo de Kaluza-Klein (KK7) y la 9-brana (KK9 o M9-brana para otros autores) ylas dos 
argas 
uasi-
entrales ^̂Z(6) y ^̂Z(9) apare
en. En la teor��a en d = 10 que se obtienepor redu

i�on dimensional s�� se puede de�nir un poten
ial 7-forma aso
iado a la ^̂Z (6) y unpoten
ial 9-forma aso
iado a la ^̂Z(9) (uno de sus ��ndi
es tiene que ser siempre la dire

i�on
ompa
ta y s�olo los 8 restantes juegan alg�un papel).2O una 6-forma, pero no se sabe 
�omo formular la teor��a �uni
amente en fun
i�on de la 6-forma.
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i�onLa a

i�on para los 
ampos bos�oni
os de SUGRA N = 1; d = 11 es [157℄^̂S = 116�G(11)N Z d11 ^̂x qj^̂gj � ^̂R� 12�4! ^̂G 2 � 1(144)2 1pj^̂gj^̂� ^̂G ^̂G ^̂C� ; (3.2.3)donde ^̂G = 4� ^̂C ; (3.2.4)es la intensidad de 
ampo de la 3-forma y es invariante bajo las transforma
iones gaugeÆ^̂� ^̂C = 3� ^̂� : (3.2.5)La a

i�on es invariante bajo las transforma
iones de supersimetr��a lo
ales8>>>>>>><>>>>>>>:
Æ^̂�^̂e^̂� ^̂a = � i2 �̂̂� ^̂�^̂a ^̂ ^̂� ;Æ^̂� ^̂ ^̂� = 2r^̂�^̂�+ i144 �^̂�^̂�^̂� ^̂
^̂Æ ^̂� � 8^̂�^̂�^̂
^̂Æ ^̂� ^̂� ^̂�� ^̂� ^̂G^̂�^̂�^̂
^̂Æ ;Æ^̂� ^̂C ^̂�^̂�^̂� = 32 �̂̂� ^̂�[^̂�^̂� ^̂ ^̂�℄ : (3.2.6)

Esta teor��a s�olo tiene una 
onstante de a
oplo: G(11)N o, equivalentemente, la longitudde Plan
k `(11)Plan
k.Es interesante tambi�en observar la presen
ia de un t�ermino de Chern-Simons ^̂� ^̂G ^̂G ^̂Cen la a

i�on. Este t�ermino topol�ogi
o (no depende de la m�etri
a) modi�
a la e
ua
i�on delmovimiento de ^̂C pero no la de Einstein, y, de a
uerdo 
on Townsend [200℄ rige las posiblesinterse

iones de M2- y M5-branas, 
omo veremos en la Se

i�on 5.3.El poten
ial magn�eti
oLa e
ua
i�on de movimiento de la 3-forma se puede es
ribir as��:� �? ^̂G+ 352 ^̂C ^̂G� = 0 ; (3.2.7)
omo una identidad de Bian
hi. As�� podemos identi�
ar la expresi�on que est�a entre par�ente-sis 
on 7� ^̂~C donde ^̂~C es, por de�ni
i�on, el poten
ial 6-forma dual. Esto impli
a que laintensidad de 
ampo de la 6-forma dual ^̂~C es [158, 159, 160℄:



62 LECCI �ON 3. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: ACCIONES? ^̂G = 7�� ^̂~C � 10 ^̂C� ^̂C� � ^̂~G : (3.2.8)^̂~G es evidentemente invariante bajo las transforma
iones gaugeÆ^̂~� ^̂~C = 6� ^̂~� ; (3.2.9)donde ^̂~� es una 5-forma. Sin embargo, 
ontiene expl��
itamente la 3-forma y, para que seainvariante bajo las transforma
iones gauge de �esta (3.2.5) ^̂~C tiene que transformarse as��:Æ^̂� ^̂~C = �30� ^̂� ^̂C : (3.2.10)Este pro
edimiento para de�nir el dual de ^̂C en el que ^̂C no es 
ompletamente eliminadore
ibe el nombre de dualiza
i�on \on-shell".3.2.2 Redu

i�on a d = 10: la teor��a tipo IIAEl super�algebraComo hemos di
ho, al de�nir supersimetr��a en el espa
io de Minkowski 10-dimensionalve
es un 
��r
ulo, apare
en las 
argas ^̂Z (6) y ^̂Z(9) y hay que tenerlas en 
uenta para hallartodas las 
argas del super�algebra 10-dimensional.La redu

i�on dimensional del super�algebra es sen
illa: los espinores3 (y las super
argas)en d = 10 son los mismos que en d = 11, de forma que s�olo ha
e falta quitar una de lastildes, las matri
es gamma en d = 11 y d = 10 se rela
ionan entre s�� de a
uerdo 
onE
. (A.2.19) de forma que ^̂C = Ĉ y las 
argas bos�oni
as se des
omponen^̂P ^̂a = (P̂â; Ẑ(0)) ; ^̂Z(2)^̂a^̂b = (Ẑ(2)âb̂ ; Ẑ(1)â ) ; ^̂Z(5)^̂a1���^̂a5 = (Ẑ(5)â1���â5 ; Ẑ(4)â1���â4) ; (3.2.11)mientras que ^̂Z(6)^̂a1���^̂a6 = (Ẑ(6)â1���â6 ; �) ; ^̂Z(9)^̂a1���^̂a9 = (�; Ẑ(8)â1���â8) ; (3.2.12)
on lo que se obtiene el super�algebra N = 2A; d = 10fQ̂�̂; Q̂�̂g = i��̂âĈ�1� �̂�̂P̂â +Pn=0;1;4;8 
nn! ��̂â1���ân�̂11Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(n)â1���ân+Pn=2;5;6 
nn! ��̂â1���ân�̂11Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(n)â1���ân : (3.2.13)3Aunque los espinores son los mismos, en d = 10 son redu
ibles en dos espinores de Majorana-Weyl
on quiralidades opuestas. De ah�� que pasemos de N = 1 a N = 2.
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argas est�an aso
iadas a un gravitino, una m�etri
a y poten
iales que son (p+1)-formas
on p = 0; 1; 2; 4; 5; 6; 8. De �estos los p = 0; 6 y p = 2; 4 est�an rela
ionados por dualidad deHodge y s�olo uno de ellos (el de rango menor) apare
e en la SUGRA. En vez de la 9-formalo que apare
e en la supergravedad es un par�ametro 
onstante 
on dimensiones de masa(SUGRA masiva de Romans [161℄), pero aqu�� vamos a ignorar esta 
ompli
a
i�on de formaque s�olo 
onsideraremos los 
ampos4nĝ�̂�̂; B̂�̂�̂ ; �̂; Ĉ(3)�̂�̂�̂; Ĉ(1)�̂;o : (3.2.14)Los estados/solu
iones aso
iados son la onda plana gravita
ional, las Dp-branas 
on p =0; 2; 4; 6; 8, la 
uerda fundamental (F1A o 1-brana NSNS) y la 5-brana solit�oni
a (S5A).De forma general, es posible introdu
ir m�as 
argas 
uasi-
entrales en este super�alge-bra. En parti
ular, podemos introdu
ir una de 5 ��ndi
es distinta (aunque rela
ionada pordualidad) y una de 9:
55! ��̂â1���â5 �̂11Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(5)â1���â5 + 
99! ��̂â1���â9 Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(9)â1���â9 ; (3.2.15)que hemos de interpretar de nuevo que s�olo apare
en 
uando la teor��a est�a 
ompa
ti�
adaen un 
��r
ulo. Los estados/solu
iones aso
iados son el monopolo de Kaluza-Klein (KK6A)y la 9-brana NSNS (KK9A) [150℄. Adem�as hay que in
luir una segunda 
arga de 8 ��ndi
esuno de los 
uales est�a siempre en la dire

i�on 
ompa
ta [162℄.La a

i�on bos�oni
aPara obtener la a

i�on para los modos sin masa que se obtienen al 
ompa
ti�
ar SUGRAN = 1; d = 11 en un 
��r
ulo seguimos el pro
edimiento general de S
herk y S
hwarz[163℄. Suponemos que todos los 
ampos son independientes de la 
oordenada espa
ialz = x10 2 [0; 2��̀(11)Plan
k℄ y rees
ribimos la teor��a en forma 10-dimensional. La redu

i�on dela m�etri
a 11-dimensional da lugar a la m�etri
a 10-dimensional, un ve
tor y un es
alar (eldilat�on) mientras que la 3-forma da lugar a una 3- y una 2-forma. La m�etri
a, la 2-forma yel dilat�on son 
ampos del se
tor Neveu-S
hwarz-Neveu-S
hwarz (NSNS) en el espe
tro de laTeor��a de Cuerdas tipo IIA y la 3-forma y el ve
tor pertene
en al se
tor Ramond-Ramond(RR).Los 
ampos 11-dimensionales se des
omponen en 
ampos 10-dimensionales as��:^̂g�̂�̂ = e� 23 �̂ĝ�̂�̂ � e 43 �̂Ĉ(1)�̂Ĉ(1)�̂ ; ^̂C �̂�̂�̂ = Ĉ(3)�̂�̂�̂ ;^̂g�̂z = �e 43 �̂Ĉ(1)�̂ ; ^̂C �̂�̂z = B̂�̂�̂ ;^̂gzz = �e 43 �̂ : (3.2.16)Los Elfbein se des
omponen as��:4Adem�as de los 
ampos aso
iados a las 
argas que apare
en en el �algebra, hay un dilat�on y un dilatino.



64 LECCI �ON 3. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: ACCIONES�^̂e^̂� ^̂a� = 0� e� 13 �̂ê�̂â e 23 �̂Ĉ(1)�̂0 e 23 �̂ 1A ;�^̂e^̂a ^̂�� = 0� e 13 �̂êâ�̂ �e 13 �̂Ĉ(1)â0 e� 23 �̂ 1A : (3.2.17)
La a

i�on para estos 
ampos es la de la parte bos�oni
a de SUEGRA N = 2A; d = 10[164℄ pero es
rita en el sistema de referen
ia 
onforme de la 
uerda5Ŝ = 2��̀(11)Plan
k16�G(11)N Z d10x̂pjĝj�e�2�̂ �R̂� 4���̂�2 + 12�3!Ĥ2�� �14 �Ĝ(2)�2 + 12�4! �Ĝ(4)�2�� 1144 1pjĝj �̂�Ĉ(3)�Ĉ(3)B̂o : (3.2.18)Como vemos, los 
ampos del se
tor NSNS vienen afe
tados por un prefa
tor 
om�une�2�̂, mientras que los del se
tor RR no llevan ning�un prefa
tor.Esta a

i�on tiene un problema: la m�etri
a no puede ser asint�oti
amente plana en d = 10y d = 11 simult�aneamente, puesto que, al ser z 
ompa
ta ^̂gzz (el dilat�on) no tiene por qu�e ser�1 en el in�nito en las dire

iones no-
ompa
tas, sino que, esen
ialmente, da la dimensi�onasint�oti
a de la dire

i�on 
ompa
ta, que es un nuevo par�ametro que hemos introdu
idoimpl��
itamente 
on la 
ompa
ti�
a
i�on. Si la m�etri
a 11-dimensional es asint�oti
amenteplana y denotamos por �̂0 el valor asint�oti
o del dilat�on, enton
es la m�etri
a que hemosde�nido se 
omporta en el in�nito as��:̂g�̂�̂ ! e 23 �̂0 �̂�̂�̂ : (3.2.19)Para obtener la m�etri
a de la 
uerda \
orre
ta" hemos de multipli
ar �esta, y todos los
ampos, por un fa
tor num�eri
o, de a
uerdo 
onĝ�̂�̂ ! e 23 �̂0 ĝ�̂�̂ ; Ĉ(1)�̂ ! e 13 �̂0Ĉ(1)�̂ ;B̂�̂�̂ ! e 23 �̂0B̂�̂�̂ ; Ĉ(3)�̂�̂�̂ ! e�̂0Ĉ(3)�̂�̂�̂ ; (3.2.20)de forma que la a

i�on queda as��:5Por de�ni
i�on, el sistema de referen
ia 
onforme de la 
uerda es aqu�el en el que la m�etri
a es la m�etri
aque apare
e en el modelo sigma de la 
uerda. El sistema de referen
ia 
onforme de Einstein es aqu�el enel que no hay ning�un fa
tor extra multipli
ando al es
alar de Ri

i en la a

i�on de Einstein-Hilbert. Enel sistema de referen
ia 
onforme de la 
uerda, siempre apare
e el prefa
tor e�2�̂. Ambos sistemas dereferen
ia 
onforme est�an rela
ionados por una transforma
i�on 
onforme de la m�etri
a, 
omo veremos.
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Ŝ = g2A16�G(10)N AZ d10x̂pjĝj�e�2�̂ �R̂� 4���̂�2 + 12�3!Ĥ2�� �14 �Ĝ(2)�2 + 12�4! �Ĝ(4)�2�� 1144 1pjĝj �̂�Ĉ(3)�Ĉ(3)B̂o : (3.2.21)

Aqu�� hemos he
ho las siguientes identi�
a
iones de 
onstantes. Primero, hemos iden-ti�
ado la 
onstante de a
oplo de la 
uerda gA, que 
uenta los lazos en las amplitudes de
uerdas 
on el exponen
ial del valor asint�oti
o del dilat�ongA = e�̂0 : (3.2.22)y, seguidamente, hemos identi�
ado la 
onstante de Newton 10-dimensional as��6:2��̀(11)Plan
ke 83 �̂016�G(11)N = g2A16�G(10)N A : (3.2.23)Esto impli
a la rela
i�on G(10)N = G(11)N2��̀(11)Plan
kg2=3A : (3.2.24)Es �util introdu
ir el radio de la dire

i�on 
ompa
ta R11 (que no es �̀(11)Plan
k)R11 = 12� limr!1Z qj^̂gzzjdz = `(11)Plan
ke 23 �̂0 = `(11)Plan
kg2=3A : (3.2.25)
on el que la rela
i�on entre las 
onstantes de Newton en d = 10 y d = 11 se es
ribeG(10)N A = G(11)N2�R11 = G(11)NV11 ; (3.2.26)
omo esperamos en teor��as de Kaluza-Klein (V11 es el volumen del espa
io 
ompa
to).Utilizando la de�ni
i�on de la longitud de Plan
k E
. (1.1.6) tenemosG(10)N A = (`(11)Plan
k)832�2g2=3A : (3.2.27)Este resultado ha de ser 
omparado 
on el valor de G(10)N que se obtiene, 
on argumentospuramente 
uerd��sti
os en t�erminos de las variables `s; gA6El fa
tor g2A absorbe el valor asint�oti
o del dilat�on en la a

i�on.
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G(10)N A = 8�6g2A`8s ; (3.2.28)donde `s = p�0 es la longitud de la 
uerda. Ambos resultados son 
onsistentes si`(11)Plan
k = 2�`sg1=3A ;R11 = `sgA ; (3.2.29)que son las rela
iones entre 
onstantes 11- y 10-dimensionales m�as importantes.Es f�a
il ver que el l��mite de a
oplo fuerte de la teor��a tipo IIA (gA ! 1) 
oin
ide
on el l��mite de des
ompa
ti�
a
i�on (R11 ! 1) en el que una nueva dimensi�on se vuelvema
ros
�opi
a.Esta teor��a hereda de la 11-dimensional un t�ermino de Chern-Simons que determinalas interse

iones posibles de los objetos extensos de la misma [200℄ 
omo veremos en laSe

i�on 5.3.Poten
iales magn�eti
osLos poten
iales duales de la SUEGRA N = 2A; d = 10 s�olo se pueden introdu
ir por duali-za
i�on on-shell. Es posible rela
ionar las intensidades de 
ampo \el�e
tri
as" y \magn�eti
as"de a
uerdo 
on la rela
i�on general̂G(10�k) = (�1)[k=2℄ ?Ĝ(k) ; (3.2.30)de forma que todas las intensidades de 
ampo RR se es
riben as��7Ĝ = dĈ � Ĥ ^ Ĉ ; (3.2.31)y las identidades de Bian
hi y las e
ua
iones de movimiento as��:dĜ� Ĥ ^ Ĝ = 0 ; d?Ĝ+ Ĥ ^ ?Ĝ = 0 : (3.2.32)Para la 2-forma NSNS, la de�ni
i�on de la intensidad de 
ampo dual esĤ(7) = e�2�̂ ?Ĥ ; (3.2.33)y la identidad de Bian
hi de la 3-forma se vuelve la e
ua
i�on de movimiento de la 7-formadual7Estamos utilizando el lenguaje de formas diferen
iales y la nota
i�on en la que 
ada letra representa lasuma formal de las formas diferen
iales de todos los rangos Ĉ = Ĉ(0) + Ĉ(1) + Ĉ(2) + : : : et
.
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dH = 0 ; d�e2� ?Ĥ(7)� = 0 ; (3.2.34)y vi
eversa d�e�2� ?Ĥ� + 12 ?Ĝ ^ Ĝ = 0 ; dĤ(7) + 12 ?Ĝ ^ Ĝ = 0 : (3.2.35)Una de�ni
i�on posible es

Ĥ(7) = dB̂(6) � 12 n=4Xn=1 ?Ĝ(2n+2) ^ Ĉ(2n�1) : (3.2.36)
Fermiones y reglas de supersimetr��aLos espinores 11-dimensionales se expresan en t�erminos de los 10-dimensionales (gravitino ̂�̂ y dilatino �̂ y el par�ametro de transforma
i�on de supersimetr��a �̂) as��:8>>>>>><>>>>>>:

^̂� = e� 16 (�̂��̂0) �̂ ;^̂ â = e 16 (�̂��̂0) �2 ̂â � 13 �̂â�̂� ;^̂ z = 2i3 e 16 (�̂��̂0)�̂11�̂ : (3.2.37)
Obs�ervese que 
on estas de�ni
iones el gravitino  ̂�̂ es real pero el dilatino �̂ es imagi-nario puro.Las reglas de transforma
i�on de supersimetr��a (al orden m�as bajo en fermiones y s�olo
on los poten
iales NSNS y RR \el�e
tri
os") son:
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Æ�̂ê�̂â = �i�̂��̂â ̂�̂ ;Æ�̂ ̂�̂ = n��̂ � 14 � 6 !̂�̂ + 12�11 6Ĥ��o �̂ + i8e�̂�n=1;2 1(2n)! 6Ĝ(2n)�̂�̂ ���̂11�n �̂ ;Æ�̂B̂�̂�̂ = �2i�̂��̂[�̂�̂11 ̂�̂℄ ;Æ�̂Ĉ(1)�̂ = �e�̂�̂��̂11 � ̂�̂ � 12 �̂�̂�̂� ;Æ�̂Ĉ(3)�̂�̂�̂ = 3e�̂���̂�̂�̂ � ̂�̂℄ � 13! �̂�̂℄�̂�+ 3Ĉ(1)[�̂Æ�̂B̂�̂�̂℄ ;Æ�̂�̂ = � 6��̂ + 112 �̂11 6Ĥ� �̂ + i4e�̂Pn=1;2 5�2n(2n)! 6Ĝ(2n) ���̂11�n �̂ ;Æ�̂�̂ = � i2�̂��̂ : (3.2.38)3.2.3 La teor��a tipo IIB. Dualidad SEl super�algebraLas dos super
argas del super�algebra N = 2B; d = 10 tienen la misma quiralidad (positiva,por simpli
idad) y no es posible 
ombinarlas en una sola, 
omo en el 
aso anterior. Porello hemos de introdu
ir ��ndi
es i; j = 1; 2 de SO(2) para distinguirlas. De a
uerdo 
on losprin
ipios generales, el anti
onmutador m�as general posible de las super
argas esfQ̂i �̂; Q̂j �̂g = iÆij ��̂âĈ�1� �̂�̂P̂â + ��̂âĈ�1� �̂�̂Ẑ(1) (ij)â + i3! ��̂â1â2â3 Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(3) [ij℄â1â2â3+ i5! ��̂â1���â5 Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(5) (ij)â1���â5 + i7! ��̂â1���â7 Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(7) [ij℄â1���â7+ i9! ��̂â1���â9 Ĉ�1� �̂�̂Ẑ(9) (ij)â1���â9 : (3.2.39)Las 
argas sim�etri
as en el par de ��ndi
es ij se des
omponen en las 3 posibilidadesindependientes: Ẑ(1) (ij)â = Ẑ(1) 0â ÆijẐ(1) 1â �1 + Ẑ(1) 3â �3 ; (3.2.40)
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. El primer t�ermino es un singlete de SO(2) y los otros dos forman un doblete. Enel 
aso de Ẑ(1) no existe un singlete independiente del momento y en los de Ẑ(5) y Ẑ(9)tampo
o existe un singlete si no se 
ompa
ti�
a en un 
��r
ulo.Las 
argas asim�etri
as son singletes de SO(2). Por ejemplo:Ẑ(3) [ij℄â1â2â3 = Ẑ(3)â1â2â3 i�2 : (3.2.41)Todas estas 
argas est�an aso
iadas a dos gravitinos, una m�etri
a y poten
iales que son(p + 1)-formas 
on p = 1; 3; 5; 7; 9. Los 
asos p = 1; 5 est�an rela
ionados por dualidadde Hodge y s�olo los de p = 1 apare
en en la a

i�on, formando un doblete de dualidad S(un poten
ial NSNS y uno RR, 
omo veremos) que est�a rela
ionada 
on la simetr��a SO(2)del super�algebra. En el 
aso p = 3 s�olo hay un poten
ial que es autodual (de he
ho suintensidad de 
ampo es una 5-forma autodual). En el 
aso p = 7 s�olo hay un poten
ial:un es
alar que de he
ho es el dual de la 8-forma 
orrespondiente. Este poten
ial no esinvariante bajo dualidad S, pero no pare
e formar un doblete 
on ning�un otro 
ampo.Argumentos de dualidad T entre las teor��as IIA y IIB pare
en sugerir que se debe deintrodu
ir una segunda 
arga Ẑ(7)0. As�� los 
ampos bos�oni
os son8f|̂�̂�̂; B̂�̂�̂; '̂g ; (3.2.42)en el se
tor NSNS y f ^C(0); ^C(2)�̂�̂; ^C(4)�̂�̂�̂�̂g ; (3.2.43)en el se
tor RR.Los estados/solu
iones aso
iados son la onda gravita
ional, las Dp-branas 
on p =1; 3; 5; 7; 9 y, en el se
tor NSNS, la 
uerda fundamental F1B, la 5-brana solit�oni
a S5B yla 9-brana solit�oni
a S9B (a ve
es llamada NSNS9). Dada la no-invarian
ia de la D7-branabajo dualidad S, es tentador introdu
ir un objeto dual: la S7-brana que adem�as pare
e serrequerida por dualidad T [168, 165℄, pero el status de este objeto no est�a 
ompletamente
laro.Al 
ompa
ti�
ar la teor��a en un 
��r
ulo hay que 
onsiderar una 
arga 
on 5 ��ndi
essinglete aso
iada al monopolo de Kaluza-Klein (KK6B).La a

i�on de la teor��a tipo IIBLas intensidades de 
ampo de los poten
iales RR de esta teor��a se pueden es
ribir exa
ta-mente igual que en el 
aso IIA, de a
uerdo 
on las E
s. (3.2.31),(3.2.32). As�� tenemos8Como en el 
aso IIA, hay dilat�on y dilatino que no apare
en aso
iados dire
tamente a ninguna 
argadel �algebra.
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Ĥ = 3�B ;Ĝ(1) = �Ĉ(0) ;Ĝ(3) = 3��Ĉ(2) � �B̂Ĉ(0)� ;Ĝ(5) = 5��Ĉ(4) � 6�B̂Ĉ(2)� : (3.2.44)

Una de las e
ua
iones de esta teor��a es la 
ondi
i�on de auto-dualidad de la 5-forma RR[166℄ Ĝ(5) = +?Ĝ(5) : (3.2.45)Es imposible es
ribir una a

i�on 
ovariante que d�e esta e
ua
i�on del movimiento, almenos sin introdu
ir 
ampos auxiliares, b�asi
amente porque la autodualidad impli
a�Ĝ(5)�2 = �?Ĝ(5)�2 = ��Ĝ(5)�2 )= 0 : (3.2.46)Si pres
indimos de esta 
ondi
i�on, s�� que podemos es
ribir una a

i�on (a

i�on NSD) [167℄de la 
ual derivamos e
ua
iones de movimiento que simplemente debemos de 
omplementar
on la 
ondi
i�on de autodualidad. Esta a

i�on es en el sistema de referen
ia 
onforme dela 
uerda
SNSD = g2B16�G(10)N B Z d10x̂ pj|̂j ne�2'̂ hR̂(|̂)� 4 (�'̂)2 + 12�5!Ĥ2i+12 �Ĝ(0)�2 + 12�3! �Ĝ(3)�2 + 14�3! �Ĝ(5)�2� 1192 1pj|̂j � �Ĉ(4)�Ĉ(2)B̂� ; (3.2.47)

Obs�ervese que el t�ermino 
in�eti
o de la 4-forma tiene un fa
tor extra de 1=2 que, en
ierto sentido, tiene en 
uenta que la 4-forma no-autodual des
ribe el doble de grados delibertad de los que debe. Obs�ervese tambi�en que hemos introdu
ido, 
omo en el 
aso IIAun prefa
tor g2B para absorber el valor asint�oi
os del dilat�on, usando la de�ni
i�ongB = e'̂0 : (3.2.48)
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iales magn�eti
osLos poten
iales magn�eti
os se introdu
en tambi�en usando la misma rela
i�on que en el
aso IIA E
. (3.2.30), 
onsistentemente 
on las E
s. (3.2.31),(3.2.32).Las reglas de transforma
i�on bajo supersimetr��aSon Æ"̂ê�̂â = �i�̂"�̂â�̂�̂ ;Æ"̂�̂�̂ = r�̂"̂� 18 6Ĥ�̂�3"̂+ 18e'̂Pn=1;2;3 1(2n�1)! 6Ĝ(2n�1)�̂�̂Pn"̂ ;Æ"̂B̂�̂�̂ = �2i�̂"�3�̂[�̂�̂�̂℄ ;Æ"̂Ĉ(2n�2)�̂1����̂2n�2 = i(2n� 2)e�'̂�̂"Pn�̂[�̂1����̂2n�3 ��̂�̂2n�2℄ � 12(2n�2) �̂�̂2n�2℄�̂�+12(2n� 2)(2n� 3)Ĉ(2n�4)[�̂1����̂2n�4Æ"̂B̂�̂2n�3�̂2n�4 ;Æ"̂�̂ = � 6�'̂� 112 6Ĥ�3� "̂+ 12e'̂Pn=1;2;3 (n�3)(2n�1)! 6Ĝ(2n�1)Pn" ;Æ"̂'̂ = � i2 �̂"�̂ ;
(3.2.49)

donde Pn = 8<: �1 ; n even ;i�2 ; n odd : (3.2.50)Dualidad S en la teor��a tipo IIBHemos men
ionado que la teor��a tipo IIB es invariante bajo una dualidad S. Como lamayor parte de las dualidades, �esta s�olo es mani�esta en el sistema de referen
ia 
onformede Einstein. La raz�on es que si las dualidades involu
ran a los es
alares y �estos apare
en
omo prefa
tores de la a

i�on, s�olo transformando la m�etri
a vamos a ver la dualidad, lo
ual puede ser muy 
ompli
ado.Por lo tanto, para empezar, rees
aleamos la m�etri
a 
on el dilat�on para rees
ribir laa

i�on en el sistema de referen
ia 
onforme de Einstein|̂E �� = e�'=2|�� : (3.2.51)
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iente para ha
er la simetr��a mani�esta. Hemos de rede�nir los poten
ia-les, puesto que los que estamos utilizando son ade
uados para des
ribir dualidad T, perono dualidad S. Los nuevos poten
iales son8>><>>: ~̂B = � Ĉ(2)B̂ � ;D̂ = Ĉ(4) � 3B̂Ĉ(2) ; (3.2.52)y sus intensidades de 
ampo son8>>>>>><>>>>>>:
~̂H = 3� ~̂B ;F̂ = Ĝ(5) = + ?F̂= 5��D̂ � ~̂B T� ~̂H� ; (3.2.53)donde � es la matriz 2� 2� = i�2 = � 0 1�1 0 � = ���1 = ��T ; (3.2.54)que, dado el isomor�smo SL(2;R) � Sp(2;R), puede ser identi�
ada 
on una m�etri
ainvariante ���T = � ; ) ���T = (��1)T ; � 2 SL(2;R) : (3.2.55)Finalmente, de�nimos la matriz de es
alares 2� 2 M̂ijM̂ = e'̂0� j�̂ j2 Ĉ(0)Ĉ(0) 1 1A ; M̂�1 = e'̂0� 1 �Ĉ(0)�Ĉ(0) j�̂ j2 1A ; (3.2.56)donde �̂ es el es
alar 
omplejo �̂ = Ĉ(0) + ie�'̂ : (3.2.57)Bajo � 2 SL(2;R) los diferentes 
ampos que hemos de�nido se transforman as��:M̂0 = �M̂�T ;~̂B0 = � ~̂B ; (3.2.58)mientras que la 4-forma y la m�etri
a de Einstein son invariantes. La regla de transforma
i�onde M̂ impli
a, para �̂
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�̂ + d : (3.2.59)En t�erminos de los nuevos 
ampos, la a

i�on NSD es mani�estamente invariante bajodualidad S:
ŜNSD = g2B16�G(10)N Z d10x̂ pj|̂Ej�R̂(|̂E) + 14Tr��M̂M̂�1�2+ 12�3! ~̂H TM̂�1 ~̂H + 14�5! F̂ 2 � 127�33 1pj|̂Ej � D̂ ~̂H T� ~̂H� ; (3.2.60)

Obs�ervese que el fa
tor g2B16�G(10)N es invariante bajo dualidad S porque no depende de gB(v�ease la E
. (3.2.28)). S�olo en este sistema de referen
ia 
onforme la m�etri
a es invariantebajo dualidad S. Sin embargo, �este no es en realidad el sistema de referen
ia 
onforme deEinstein porque, si la m�etri
a de la que partimos era asint�oti
amente plana, �esta no lo es9.Hay que volver a rees
alearla 
on el valor asint�oti
o del dilat�on para llegar a la aut�enti
am�etri
a de Einstein (m�etri
a de Einstein modi�
ada)que, por lo tanto, no es invariantebajo dualidad S. Tampo
o lo ser�an las masas medidas en este sistema. �Este es un datoimportante que utilizaremos en la siguiente le

i�on.Es 
ostumbre llamar transforma
i�on de dualidad S a la produ
ida por la matriz deSL(2;R) � = �. Esta transforma
i�on inter
ambia las 2-formas NSNS y RR e invierte eles
alar 
omplejo �̂ 0 = �1=�̂ . En ausen
ia de 0-forma RR, esta transforma
i�on invierte eldilat�on y, por lo tanto la 
onstante de a
oplo de la 
uerdag0B = 1=gB : (3.2.61)La m�etri
a de la 
uerda se transforma bajo SL(2;R) as��:|̂0 = j
�̂+ dj|̂ ; (3.2.62)y, bajo la transforma
i�on de dualidad S anterior, en ausen
ia de 0-forma RR|̂0 = e�'̂|̂ ; (3.2.63)lo que impli
a para los radios de las dimensiones 
ompa
tas medidos en este sistema dereferen
ia R0 = R=gB (3.2.64)9En la literatura, sin embargo, se le denomina sistema de referen
ia de Einstein y, al que deber��adenominarse de Einstein se le llama sistema de referen
ia 
onforme de Einstein modi�
ado [2℄.



74 LECCI �ON 3. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: ACCIONES3.2.4 Dualidad T entre las teor��as tipo IIEn la introdu

i�on hemos di
ho que las Teor��as de Cuerdas tipo IIA y IIB son equivalentes
uando se las 
ompa
ti�
a en 
��r
ulos de radios re
��pro
amente inversos (son duales T).Esto permite rela
ionar todos los grados de libertad de las teor��as. Hay dos rela
ionesprin
ipales:1. La rela
i�on entre modos de momento (Kaluza-Klein) y modos de enrollamiento (win-ding): los estados que en una teor��a 
orresponden a 
uerdas (
erradas) movi�endoseen la dimensi�on 
ompa
ta, en la otra 
orresponden a 
uerdas que est�an enrolladasen la dimensi�on 
ompa
ta dual, de radio dual. En los espe
tros respe
tivos, ambostipos de modos apare
en 
on la misma masa.2. La rela
i�on entre Dp-branas de una teor��a 
on una de sus dimensiones enrolladaen la dimensi�on 
ompa
ta del espa
io-tiempo y D(p � 1)-branas de la otra teor��aortogonales a la dimensi�on 
ompa
ta dual.La dualidad T es la m�as interesante de las propiedades de la Teor��a de Cuerdas. Una desus impli
a
iones es que no podemos ha
er desapare
er una dimensi�on 
ompa
ti�
�andolaen un 
��r
ulo y ha
iendo su radio tender a 
ero, porque (a diferen
ia de lo que pasa en lasteor��as de Kaluza-Klein) esta teor��a es equivalente a otra 
on un radio que tiende a in�nito.Por otro lado sugiere que 
on las 
uerdas (objetos de tama~no �nito) no se pueden medirdistan
ias peque~nas, lo que impli
ar��a una modi�
a
i�on del Prin
ipio de In
ertidumbre deHeisenberg.En las a

iones efe
tivas la dualidad T se mani�esta rela
i�on entre los 
ampos 10-dimensionales de ambas teor��as que permite transformar 
ualquier solu
i�on de una de ellasque no dependa de la 
oordenada 
ompa
ta en una solu
i�on de la otra que no dependede la otra 
oordenada 
ompa
ta. Las reglas que permiten ha
er esta transforma
i�on sonlas reglas de Bus
her. Para obtenerlas hay que realizar la redu

i�on dimensional de lasa

iones de las SUEGRAS N = 2A; d = 10 y N = 2B; d = 10 de tal manera que den lamisma a

i�on en d = 9.En esta Se

i�on vamos simplemente a 
ontar 
�omo se redu
en ambas teor��as y darlas reglas de Bus
her resultantes, que ne
esitaremos en la pr�oxima le

i�on para rela
ionarsolu
iones. Tambi�en podemos aprender de ellas la rela
i�on entre los grados de libertad delas dos teor��as tipo II, 
omprobando lo di
ho m�as arriba.Para empezar y 
omo prepara
i�on, vamos a redu
ir las super�algebras de estas teor��as.De esta redu

i�on podemos aprender tambi�en 
�omo se rela
ionan los grados de libertadsolit�oni
os de estas dos teor��as a trav�es de las rela
iones entre las 
argas 
uasi-
entrales.Redu

i�on del super�algebra N = 2A; d = 10 a d = 9Los espinores en d = 10 se des
omponen en dos espinores en d = 9, que indi
amos 
onun ��ndi
e espinorial y un ��ndi
e de SO(2): �̂ = (�; i), i = 1; 2. Las matri
es gamma 10-dimensionales se des
omponen en el produ
to tensorial de matri
es gamma 9-dimensionales
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es de Pauli 
omo viene indi
ado en el Ap�endi
e A.2.3. In
luyendo todas las
argas que apare
en 
uando una de las dimensiones es 
ompa
ta, se obtiene el siguientesuper�algebra N = 2; d = 9fQi �; Qj �g = i (�aC�1)�� �ÆijPa + �1 ijZ(1) 1a + �3 ijZ(1) 3a �+(C�1)�� �ÆijZ(0) 0 + �1 ijZ(0) 1 + �3 ijZ(0) 3�+ i2! (�a1a2C�1)�� �2 ijZ(2)a1a2 + 13! (�a1a2a3C�1)�� �2 ijZ(3)a1a2a3+ 14! (�a1�a4C�1)�� ��1 ijZ(4) 1a1�a4 + �3 ijZ(4) 3a1�a4�+ i5! (�a1�a5C�1)�� �ÆijZ(5) 0a1�a5 + �1 ijZ(5) 1a1�a5 + �3 ijZ(5) 3a1�a5�+ i6! (�a1���a6C�1)�� �2 ij �Z(6)a1���a6 + Z(6)0a1���a6�+ 17! (�a1���a7C�1)�� �2 ij �Z(7)a1���a7 + Z(7)0a1���a7�+ 18! (�a1�a8C�1)�� ��1 ijZ(8) 1a1�a8 + �3 ijZ(8) 3a1�a8� :
(3.2.65)

La invarian
ia (o 
ovarian
ia) SO(2) de este super�algebra es heren
ia de su origen 11-dimensional a trav�es de la 
ompa
ti�
a
i�on en un 2-toro. El super�algebra N = 2B; d = 10tiene la misma estru
tura SO(2), pero no rela
ionada 
on 
ompa
ti�
a
iones, sino 
on ladualidad S. Esto sugiere una rela
i�on entre la dualidad S de la teor��a tipo IIB y la simetr��adel 2-toro10.Redu

i�on del super�algebra N = 2B; d = 10 a d = 9La redu

i�on de este super�algebra es muy sen
illa y da el mismo super�algebra en d = 9.Esto nos permite rela
ionar las 
omponentes de las 
argas de las dos super�algebras 10-dimensionales, 
onformando las dos reglas generales de T dualidad.Redu

i�on de la tipo IIA a d = 9Para estable
er dualidad T entre las a

iones efe
tivas de las SUEGRAS N = 2A; d =10 y N = 2B; d = 10 tenemos que ha
er la redu

i�on dimensional de ambas a

iones,utilizando variables duales. Por razones de espa
io, no podemos expli
ar en detalle todoel pro
eso y simplemente es
ribimos 
�omo los 
ampos de las dos teor��as 10-dimensionalesse des
omponen en t�erminos de los 
ampos de la �uni
a teor��a 9-dimensional.10El grupo modular del toro es pre
isamente PSL(2;Z).
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tor NSNS:ĝ�� = g�� � k2A(1)�A(1)� ;B̂�� = B�� + A(1)[�A(2)�℄ ;�̂ = �+ 12 log k ;ĝ�x = �k2A(1)� ;B̂�x = �A(2)� ;ĝxx = �k2 ;
g�� = ĝ�� � ĝ�xĝ�x=ĝxx ;B�� = B̂�� + ĝ[�jxjB̂�℄x=ĝxx ;� = �̂� 14 log jĝxxj ;A(1)� = ĝ�x=ĝxx ;A(2)� = �B̂�x ;k = jĝxxj1=2 :

(3.2.66)
Campos del se
tor RR:Ĉ(2n�1)�1����2n�1 = C(2n�1)�1����2n�1 + (2n� 1)A(1)[�1C(2n�2)�2����2n�1℄ ;Ĉ(2n+1)�1����2nx = C(2n)�1����2n ;C(2n�1)�1����2n�1 = Ĉ(2n�1)�1����2n�1 � (2n� 1)ĝ[�1jxjĈ(2n�1)�2����2n�1℄x=ĝxx ;C(2n)�1����2n = Ĉ(2n+1)�1����2nx : (3.2.67)

Redu

i�on de la tipo IIB a d = 9Campos del se
tor NSNS:|̂�� = g�� � k�2A(2)�A(2)� ;B̂�� = B�� + A(1)[�A(2)�℄ ;'̂ = �� 12 log k ;|̂�y = �k�2A(2)� ;B̂�y = A(1)� ;|̂yy = �k�2 ;

g�� = |̂�� � |̂�y |̂�y=|̂yy ;B�� = B̂�� + |̂[�jyjB̂�℄y=|̂yy ;� = '̂� 14 log j|̂yyj ;A(1)� = B̂�y ;A(2)� = |̂�y=|̂yy ;k = j|̂yyj�1=2 :
(3.2.68)

Campos del se
tor RR:
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Ĉ(2n)�1����2n = C(2n)�1����2n � (2n)A(2)[�1C(2n�1)�2����2n℄ ;Ĉ(2n)�1����2n�1y = �C(2n�1)�1����2n�1 ;C(2n)�1����2n = Ĉ(2n)�1����2n + (2n)|̂[�1jyjĈ(2n)�2����2n℄y=|̂yy ;C(2n�1)�1����2n�1 = �Ĉ(2n)�1����2n�1y : (3.2.69)

Reglas de Bus
her tipo IIPara hallar las reglas de Bus
her no tenemos m�as que utilizar las rela
iones anteriores[140, 168℄:De IIA a IIB:
|̂�� = ĝ�� � �ĝ�xĝ�x � B̂�xB̂�x� =ĝxx ; |̂�y = B̂�x=ĝxx ;B̂�� = B̂�� + 2ĝ[�jxB̂�℄x=ĝxx ; B̂�y = ĝ�x=ĝxx ;'̂ = �̂� 12 log jĝxxj ; |̂yy = 1=ĝxx ;Ĉ(2n)�1:::�2n = Ĉ(2n+1)�1:::�2nx + 2nB̂[�1jxjĈ(2n�1)�2:::�2n℄�2n(2n� 1)B̂[�1jxjĝ�2jxjĈ(2n�1)�3:::�2n ℄x=ĝxx ;Ĉ(2n)�1:::�2n�1y = �Ĉ(2n�1)�1:::�2n�1+(2n� 1)ĝ[�1jxjĈ(2n�1)�2:::�2n�1℄x=ĝxx :

(3.2.70)

De IIB a IIA:
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ĝ�� = |̂�� � �|̂�y |̂�y � B̂�yB̂�y� =|̂yy ; ĝ�x = B̂�y=|̂yy ;B̂�� = B̂�� + 2|̂[�jyB̂�℄y=|̂yy ; B̂�x = |̂�y=|̂yy ;�̂ = '̂� 12 log j|̂yyj ; ĝxx = 1=|̂yy ;Ĉ(2n+1)�1:::�2n+1 = �Ĉ(2n+2)�1:::�2n+1y + (2n+ 1)B̂[�1jyjĈ(2n)�2:::�2n+1℄�2n(2n + 1)B̂[�1jyj|̂�2jyjĈ(2n)�3:::�2n+1℄y=|̂yy ;Ĉ(2n+1)�1:::�2nx = Ĉ(2n)�1:::�2n+2n|̂[�1jyjĈ(2n)�2:::�2n℄y=|̂yy :

(3.2.71)
ComentariosPodemos ahora ver 
�omo re
ejan estas reglas de dualidad T las rela
iones generales queanun
iamos al prin
ipio de esta se

i�on.Para empezar, dado que las 
omponentes de la m�etri
a en la dire

i�on 
ompa
ta nosdan su medida (
omo en la E
. (3.2.25)), la regla|̂yy = 1=ĝxx ; ĝxx = 1=|̂yy ; (3.2.72)nos di
e que los radios de estas dos teor��as son re
��pro
amente inversos. Si las 
oordena-das que parametrizan las dimensiones 
ompa
tas toman valores entre 0 y 2�`s, enton
es,asint�oti
amente ĝxx ! (RA=`s)2 ; |̂yy ! (RB=`s)2 (3.2.73)de donde dedu
imos RA;B = `2s=RB;A : (3.2.74)Seguidamente vemos que el ve
tor de Kaluza-Klein que viene de la m�etri
a de unateor��a y se a
opla a sus modos de Kaluza-Klein se inter
ambia 
on el ve
tor que viene dela 2-forma NSNS, que se a
opla a los modos de enrollamiento de las 
uerdas.Tambi�en vemos que las (p+1)-formas RR de una teor��a que tienen una 
omponente enla dimensi�on 
ompa
ta (lo que aso
iamos a enrollamiento de la Dp-brana 
orrespondiente)se transforman en p-formas RR de la otra, aso
iadas a D(p� 1)-branas.



3.3. CONSIDERACIONES FINALES 79Finalmente observamos que los dilatones se transforman bajo dualidad T, lo que im-pli
a que las 
onstantes de a
oplamiento de las teor��as de 
uerdas lo ha
en. UtilizandoE
. (3.2.73) es inmediato obtener gA;B = gB;A=RB;A : (3.2.75)3.3 Considera
iones �nalesEl orden que hemos es
ogido para presentar las a

iones efe
tivas de las teor��as de 
uerdases quiz�a el m�as e�
az para entender las rela
iones de dualidad que existen entre ellas, perono para entender 
�omo se obtienen estas a

iones a partir de la de�ni
i�on perturbativa delas teor��as de 
uerdas y 
u�ales son sus l��mites de validez.La a

iones efe
tivas apare
en de dos modos que en prin
ipio no tienen nada que ver.El primer modo es el que 
orresponde a su de�ni
i�on: se trata de una a

i�on 
on lapropiedad de reprodu
ir, en un 
ierto l��mite, las amplitudes de dispersi�on de los modos sinmasa de las teor��as de 
uerdas. Las amplitudes de dispersi�on se de�nen 
omo expansionesperturbativas 
on el dilat�on (la 
onstante de a
oplo de la 
uerda) 
omo par�ametro peque~no.Estas amplitudes dependen de la longitud de la 
uerda `s y en el l��mite `s ! 0 (quepodemos entender 
omo el l��mite en el que la 
uerda se vuelve un punto) s�olo los modossin masa apare
en en ellas. �Este l��mite 
oin
ide 
on el l��mite de bajas energ��as. La teor��ade 
ampos efe
tiva que des
ribe la din�ami
a de estos modos sin masa se de�ne 
omo undoble desarrollo perturbativo en `s y en la 
onstante de a
oplo de la 
uerda g. Las a

ionesde SUEGRA N = 2A; 2B; d = 10 son los t�erminos m�as bajos en el desarrollo en `s pero
ontienen 
ontribu
iones de dos tipos de diagramas de 
uerdas distintos, y por ello unaparte de las mismas (el se
tor NSNS) tiene el fa
tor global e�2�̂ mientras que la otra (else
tor RR) no 
ontiene ning�un fa
tor 
on dilat�on.As��, prin
ipio, estas a

iones des
riben bien la teor��a de 
uerdas 
orrespondiente sig << 1 ; `s << 1 : (3.3.1)La primera 
ondi
i�on afe
ta a un par�ametro sin dimensiones,que es lo 
orre
to. Lasegunda no: hay que 
omparar `s 
on la es
ala de longitud relevante11 que no puede serotra que el radio de 
urvatura del espa
io-tiempo R
, de forma que debemos de rees
ribirla 
ondi
i�on as�� `s=R
 << 1 : (3.3.2)Ambas 
ondi
iones son en realidad lo
ales: la primera sobre el dilat�on y la segunda sobrelos invariantes de 
urvatura del espa
io-tiempo, y pueden satisfa
erse en unas regiones delespa
io-tiempo y violarse en otras. Si el dilat�on diverge, enton
es la teor��a perturbativade 
uerdas no ser��a v�alida ah��. Si el radio de 
urvatura es m�as peque~no que `s, el l��mite11De otra forma, podr��amos satisfa
er esa 
ondi
i�on 
on un simple 
ambio de unidades.
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ampos `s ! 0 deja de ser v�alido ah�� y los efe
tos 
uerd��sti
os empiezan a serimportantes.La segunda forma de llegar a las anteriores a

iones efe
tivas es m�as sutil. Uno de losprin
ipios fundamentales de la Teor��a de Cuerdas es la invarian
ia 
onforme bidimensional,que es una propiedad de la a

i�on 
l�asi
a de una 
uerda propag�andose en el espa
io deMinkowski. Al 
uantizar hay una anomal��a que s�olo se anula si el espa
io tiene la dimensi�on
r��ti
a d = 10 para super
uerdas. En espa
ios m�as generales, 
on 
on�gura
iones notriviales de los 
ampos sin masa de la 
uerda (m�etri
a, 2-forma NSNS, dilat�on et
.) lainvarian
ia 
onforme se mantiene 
u�anti
amente si los 
ampos obede
en 
iertas e
ua
iones.Estas e
ua
iones son pre
isamente las mismas que se derivan de las a

iones efe
tivas. La
uantiza
i�on de la 
uerda se ha
e perturbativamente en `s 
on `s=R
 
omo par�ametroadimensional perturbativo, lo que nos lleva a la segunda 
ondi
i�on para que las e
ua
ionesgaranti
en la invarian
ia 
u�anti
a 
onforme al orden m�as bajo en `s. Las 
ondi
iones sobreel dilat�on est�an impl��
itas en la topolog��a del espa
io bidimensional en el que de�nimos laa

i�on de la 
uerda.Es realmente sorprendente que por 
aminos tan dispares se llegue a una misma a

i�onefe
tiva, lo que nos da 
on�anza en la 
onsisten
ia de la Teor��a de Cuerdas. Hay, adem�as,una ter
era forma de llegar a la misma a

i�on en los 
asos supersim�etri
os (que son los quenos o
upan). Tiene que ver 
on la invarian
ia de la a

i�on bidimensional de la super
uerdaen la formula
i�on de Green y S
hwarz bajo la simetr��a �, que s�olo se mantiene si los 
amposobede
en las e
ua
iones de la teor��a de supergravedad 
orrespondiente. Esta misteriosasimetr��a est�a presente en las a

iones de la mayor parte de los objetos extensos que vamosa estudiar en la pr�oxima le

i�on e impli
a siempre las e
ua
iones de supergravedad (<lo quein
luye la e
ua
i�on de Einstein!), mientras que la invarian
ia 
onforme no lo est�a y no sesabe 
�omo 
uantizar estas a

iones.



Le

i�on 4Teor��as efe
tivas de 
uerdas:Solu
iones
4.1 Introdu

i�onEn la �ultima le

i�on hemos visto las a

iones efe
tivas de las teor��as de 
uerdas que m�asnos interesan. Tambi�en hemos estudiado sus super�algebras y hemos anti
ipado qu�e esta-dos/solu
iones esperamos en estas teor��as. En esta le

i�on nos vamos a dedi
ar a bus
ar yestudiar estos estados/solu
iones.Primeramente vamos a estudiar de forma gen�eri
a los objetos extensos (p-branas et
.),las a

iones efe
tivas que di
tan su din�ami
a, sus masas y sus 
argas, lo que nos ayudar�a aha
er una 
lasi�
a
i�on preliminar. Seguidamente, y usando los resultados par
iales de lasle

iones anteriores, vamos a estudiar los objetos extensos que de he
ho apare
en en lasteor��as de 
uerdas 10-dimensionales (y en SUGRA N = 1; d = 11, a la que nos referiremossin pre
isar demasiado 
omo \Teor��a M") que nos interesan, determinando sus masas y
argas, rela
iones de dualidad et
.A 
ontinua
i�on vamos a elaborar modelos gen�eri
os de los que sa
ar familias de so-lu
iones de las que luego extraeremos las que 
orresponden a los objetos que bus
amos.Exhibiremos estas �ultimas 
on todo lujo de detalles y, 
uando 
orresponda, daremos susespinores de Killing.Una vez que tengamos las solu
iones \elementales" podremos 
ombinarlas en solu
ionesm�as 
omplejas en forma de interse

iones (estados ligados \en el umbral") o estados ligados.Algunas referen
ias generales sobre objetos extensos gravitantes en RG o en teor��as desupergravedad y super
uerdas son [169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 205, 177, 178℄4.2 Objetos extensos: a

iones, masas y 
argasUn objeto extenso 
on p dimensiones espa
iales barre un volumen del universo que es unespa
io-tiempo (p+1)-dimensional que se puede des
ribir intr��nse
amente 
on 
oordenadas�i, i = 0; 1; : : : ; p. La posi
i�on de 
ada punto de este volumen en el espa
io-tiempo ambiente81
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oordenadas x� viene dada por las d fun
iones X�(�). La a

i�on b�asi
apara un objeto masivo de este tipo es la a

i�on de Nambu y Goto [179, 180℄, que da elvolumen del volumen del universoS(p)NG[X�(�)℄ = �T(p) Z dp+1� qjgijj ; (4.2.1)donde gij = g��(X)�iX��jX� ; (4.2.2)es la m�etri
a indu
ida sobre la p-brana y jgijj denota al valor absoluto de su determinante.T(p) es la tensi�on de la p-brana y tiene dimensiones de masa por unidad de volumen p-dimensional1, o sea, Lp+1. La a

i�on anterior es una teor��a de 
ampos para d 
amposes
alares, altamente no-lineal. A ve
es es m�as 
onveniente usar la a

i�on de Polyakov [181℄que 
ontiene una m�etri
a auxiliar 
ij(�) de�nida sobre el volumen del mundo:S(p)P [X�; 
ij℄ = �T(p)2 Z dp+1�pj
j �
ij�iX��jX�g�� + (1� p)� : (4.2.3)La e
ua
i�on de 
ij(�) tiene la solu
i�on
ij = gij ; (4.2.4)que, sustituida en la a

i�on de Polyakov, nos da la de Nambu y Goto. En el 
aso p = 1(
uerda) hay mu
has solu
iones, todas de la forma
ij = 
(�)gij ; (4.2.5)debido a la invarian
ia 
onforme de la a

i�on de Polyakov. En otros 
ontextos, la a

i�onde Polyakov es tambi�en 
ono
ida 
omo modelo sigma.Estas dos a

iones son invariantes bajo reparametriza
iones del volumen del mundo y
ovariantes (la m�etri
a del espa
io-tiempo 
ambia) bajo reparametriza
iones del espa
io-tiempo ambiente.Estas dos a

iones des
riben �uni
amente el a
oplo de la p-brana a la gravita
i�on delespa
io-tiempo ambiente, pero hay dos tipos de 
ampos m�as del espa
io ambiente a los queuna p-brana se puede a
oplar: es
alares, que juegan el papel de 
onstantes de a
oplo lo
ales(
omo el dilat�on) y (p+1)-formas diferen
iales, a trav�es de t�erminos de Wess-Zumino. As��,la a

i�on de una p-brana gen�eri
a 
on los a
oplos m�as generales esS(p)NG[X�(�)℄ = �T(p)K�0 Z dp+1� K(X)�qjgijj � �K�0 (p+ 1)! Z dp+1� �i1���ip+1A(p+1) i1���ip+1 ;(4.2.6)1De he
ho, si 
ompa
ti�
amos p dimensiones espa
iales del espa
io-tiempo y enrollamos en ellas lap-brana, 
ongelando los grados de libertad que des
riben sus 
u
tua
iones, la a

i�on de Nambu y Goto setransforma en la a

i�on de una part��
ula puntual 
on masa T(p)V(p).



4.2. OBJETOS EXTENSOS: ACCIONES, MASAS Y CARGAS 83donde K(X) es un 
ierto es
alar, a un 
ierto n�umero realA(p+1) i1���ip+1 = A(p+1)�1����p+1(X)�i1X�1 : : : �ip+1X�p+1 ; (4.2.7)y � la 
arga de la p-brana 
on respe
to a este 
ampo2, que suele ser igual a la tensi�on en los
asos que nos o
upan. Hemos introdu
ido el fa
tor K��0 , donde K0 es el valor asint�oti
odel es
alar K, de forma que T(p) sigue siendo la tensi�on f��si
a de la p-brana. El t�erminoa~nadido tiene las anteriores invarian
ias y, adem�as, es invariante bajo transforma
ionesgauge de la (p+ 1)-forma ÆA(p+1) = (p+ 1)��(p) : (4.2.8)No hay m�as a
oplos posibles, pero s�� dos generaliza
iones de esta a

i�on: la introdu

i�onde m�as 
ampos que viven en el volumen del mundo, adem�as de los es
alares X�(�), yla elimina
i�on de 
iertos grados de libertad a trav�es del \gaugeo" de simetr��as globalesde la a

i�on aso
iadas a isometr��as de la m�etri
a del espa
io-ambiente. De esta �ultimageneraliza
i�on no vamos a de
ir m�as. De la primera, hay que de
ir que el 
ampo devolumen del mundo que m�as a menudo apare
e es el 
ampo ve
torial de Born e Infeld (BI)Vi, y lo ha
e de una forma muy 
ara
ter��sti
a (a

i�on de Born e Infeld):S(p)NG[X�(�)℄ = �T(p)K�0 Z dp+1� K�(X)qjgij + Fijj+ : : : ; Fij = 2�[iVj℄ : (4.2.9)Utilizando la m�etri
a indu
ida gij para subir y bajar ��ndi
es, podemos expandir laa

i�on de Born e Infeld as��:S(p)NG[X�(�)℄ = �T(p)K�0 Z dp+1� K�(X)qjgijjf1� 12F2 + : : :g ; (4.2.10)en donde se ve un t�ermino 
in�eti
o est�andar (
uadr�ati
o) para un ve
tor abeliano 
on
orre

iones de orden superior que le dan un 
ar�a
ter no-lineal.>Cu�al es la a

i�on de los 
ampos del espa
io-tiempo ambiente a los que se a
opla lap-brana? Suele ser de esta forma:S = 116�G(d)N Z ddxpjgj [R + 2(� logK)2 + (�1)p+12�(p+2)!K�F 2(p+2)℄ ; (4.2.11)donde F(p+2) = (p+ 2)�A(p+1) ; (4.2.12)es la intensidad de 
ampo de A(p+1), invariante gauge. Esta a

i�on gen�eri
a suele 
orres-ponder a una trun
a
i�on de una teor��a de SUGRA 
omo las que hemos visto en la le

i�on2Cuando las intensidades de 
ampo de los poten
iales 
ontienen t�erminos de Chern-Simons, 
omo esel 
aso en las SUGRAS que nos o
upan, se pueden de�nir otros dos tipos de 
arga distintos de la 
argade la brana que a
abamos de de�nir [182℄. La 
onserva
i�on ( o no 
onserva
i�on) de estas tres 
argasest�a rela
ionada 
on la posibilidad de que las branas a
aben en otras [200℄.



84 LECCI �ON 4. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONESanterior. La 
onsisten
ia del a
oplo de la p-brana a los 
ampos de una teor��a de SUGRAse 
onsigue s�olo si la a

i�on de la p-brana es invariante bajo la simetr��a �, que juega unpapel 
ru
ial. Por otro lado, la simetr��a � exige que los 
ampos satisfagan las e
ua
ionesde movimiento de la SUGRA, 
errando el 
��r
ulo de rela
iones.4.2.1 Los objetos extensos de las teor��as de 
uerdas tipo II: a
-
iones efe
tivas y masasEl a
oplo de la p-brana al es
alar K depende evidentemente del sistema de referen
ia
onforme en el que estemos trabajando. Siempre hay un sistema de referen
ia 
onformeen el que � = 0: el sistema de referen
ia 
onforme de la p-brana, en el que �esta es\fundamental" (expli
aremos esto m�as tarde). Fijado este sistema de referen
ia 
onforme,podemos 
lasi�
ar las dem�as p-branas 
on respe
to a �esta por 
�omo se a
oplan a K. EnTeor��a de Cuerdas, el sistema de referen
ia 
an�oni
o es el de la 
uerda, y el es
alar esel dilat�on, la \
onstante" de a
oplo de la 
uerda. En el sistema de referen
ia 
onformede la 
uerda, las 
uerdas son los objetos fundamentales, elementales, que dan lugar alos estados perturbativos de la teor��a, y todos los objetos 
uyas a

iones en este sistemade referen
ia no se a
oplen al dilat�on (
on tensiones independientes de g), son tambi�enp-branas fundamentales. Pr�a
ti
amente la �uni
a es laCuerda fundamental�Esta se a
opla de forma natural a la 2-forma NSNS as��:S = �T Z d2� qjĝijj � T2 Z d2� �ijB̂ij : (4.2.13)La tensi�on T de la 
uerda es T = 1=�0, donde �0 = `2s es la pendiente de Regge y `s es lalongitud de la 
uerda.Los objetos no-perturbativos de una teor��a de 
ampos est�andar tienen masas propor-
ionales a g�2. Por esta raz�on, objetos 
on a

iones de la formaS(p) = �T(p)e2�0 Z dp+1� e�2�qjgijj+ : : : ; (4.2.14)son p-branas solit�oni
as. Las prin
ipales en las teor��as tipo II en d = 10 son las dos5-branas solit�oni
as(S5A y S5B), que se a
oplan a las 6-formas de NSNS B(6) que los las duales de Hodge delas 2-formas a las que se a
oplan las 
uerdas fundamentales:S = �TS5e2�̂0 Z d6� e�2�̂qjĝijj � TS5e2�̂06! Z d6� �i1���i6B̂(6)i1���i6 : (4.2.15)
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uerdas tipo II, hay adem�as otros objetos que est�an a medio 
aminoentre los perturbativos y los no-perturbativos: las3Dp-branas(p par en la IIA, p impar en la IIB), 
on tensiones propor
ionales a g�1 y que se a
oplana las (p+ 1)-formas RR y a la 2-forma NSNS:S = �TDpe�̂0 Z dp+1� e��̂qjĝij + 2��0Fijj � TSDpe�̂06! Z d6� �i1���ip+1Ĉ(p+1)i1���ip+1 ; (4.2.16)donde Vi es el ve
tor de Born e Infeld (BI) 
on intensidad de 
ampoFij = Fij + 12��0 B̂ij ; Fij = 2�[iVj℄ : (4.2.17)La existen
ia de Dp-branas en la Teor��a de Cuerdas y sus propiedades fundamentalesfueron des
ubiertas por Pol
hinski en Ref. [189℄. Representan hipersuper�
ies sobre las quelos extremos de las 
uerdas abiertas pueden moverse sin salir de ellas. Estos extremos pa-re
en puntos (desde el punto de vista del volumen del universo de la brana) el�e
tri
amente
argados 
on respe
to al ve
tor de BI Vi.La din�ami
a de las 
uerdas abiertas ligadas a las Dp-branas est�a, pues, des
rita por el
ampo de BI, 
uya existen
ia es lo que las ha
e interesantes: si hay una �uni
a Dp-brana,s�olo puede haber 
uerdas abiertas 
on los dos extremos sobre la misma. En el espe
trode la 
uerda 
on estas 
ondi
iones de 
ontorno, hay un modo sin masa aso
iado que espre
isamente el ve
tor de BI. Si hay N Dp-branas paralelas4, adem�as de los N ve
tores deBI aso
iados a 
uerdas 
on los dos extremos en la misma brana, habr�a 
uerdas abiertas
on extremos en branas distintas. En general, el modo m�as ligero de �estas tiene unamasa propor
ional a la separa
i�on entre ambas Dp-branas y se ha
e 
ero si las branas sesuperponen. As��, si las N branas se superponen, hay N2 ve
tores de BI sin masa que
orresponden a la representa
i�on adjunta de U(N). Este me
anismo nos permite tenerteor��as de (super-) Yang-Mills U(N) en las p + 1 dimensiones del volumen del mundo delas Dp-branas.No se 
ono
e una a

i�on que des
riba la din�ami
a de N Dp-branas superpuestas, aun-que su expansi�on es, al orden m�as bajo en �0, una teor��a de super-Yang-Mills en p + 1dimensiones. Una referen
ia re
iente sobre el status de la generaliza
i�on no-abeliana de laa

i�on de Born e Infeld es [196℄.La presen
ia del ve
tor de BI y su interpreta
i�on sugieren la posible presen
ia de otros
ampos en los vol�umenes del mundo de los objetos extensos y su aso
ia
i�on a los extremos3Hay bastantes referen
ias sobre las Dp-branas. Adem�as del resumen de Johnson [156℄ son interesanteslas le

iones de Ba
has [190, 191℄, muy pedag�ogi
as, Douglas [192℄, el propio Pol
hinski [193℄, Van
ea [194℄y F�orste [195℄.4Que esto es posible se debe a que son objetos supersim�etri
os que pueden estar en equilibrio 
omo losagujeros negros de Reissner y Nordstr�om extremos [189℄.



86 LECCI �ON 4. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONESo fronteras que otros objetos puedan tener en los primeros. Que esta interpreta
i�on es 
o-rre
ta fue expli
ado por Townsend en [200℄. En 
uanto a la presen
ia de otros 
ampos, losm�as sen
illos son los duales el�e
tri
o-magn�eti
os de los BI en las Dp-branas: (p�2)-formasdiferen
iales que viven en los vol�umenes del mundo de las Dp-branas y est�an aso
iadas,
omo veremos, a interse

iones (p� 3)-dimensionales 
on otros objetos. A trav�es de duali-dades es posible ver que el los vol�umenes del mundo de las 5-branas solit�oni
as hay otrasformas diferen
iales 
on interpreta
iones an�alogas: un ve
tor en la S5B, que representa lainterse

i�on de D1-branas 
on la 5-brana (por dualidad S 
on la interse

i�on de 
uerdasfundamentales 
on la D5-brana) y una 2-forma 
uya intensidad de 
ampo es autodual enla S5A. La autodualidad 
onlleva el problema de la ausen
ia de a

i�on 
ovariante que sepuede resolver por el m�etodo utilizado en el 
aso de SUEGRA N = 2B; d = 10 [183℄ o porel m�etodo alternativo de introdu
ir 
ampos auxiliares [184℄.4.2.2 Rela
iones de dualidad y masasVamos ahora a explorar las rela
iones de dualidad que hay entre estos objetos (y alg�unotro que apare
er�a por el 
amino) que ya hemos dis
utido anteriormente, representadas enel diagrama de la Figura 4.1.Las rela
iones de dualidad entre los objetos extensos se re
ejan en sus a

iones efe
tivas,aunque no es sen
illo verlo en el espa
io y tiempo de que disponemos. Por ello, vamos aexplorar las rela
iones de dualidad de las masas de estos objetos 
uando est�an enrolladosen p-toros. Las reglas fundamentales de este juego vienen dadas por las E
s. (3.2.74) y(3.2.75), que rees
ribimos aqu�� por 
omodidadRA;B = `2s=RB;A ;gA;B = gB`s=RB;A : (4.2.18)
para dualidad T, y las E
s. (3.2.61) y (3.2.64) que tambi�en rees
ribimos aqu�� por 
omodidadg0 = 1=g ;R0i = Ri=pg ; (4.2.19)para la dualidad S en la tipo IIB. Estas reglas han de ser 
omplementadas por la reglasde transforma
i�on de las masas medidas en el sistema de referen
ia 
onforme de Einstein\modi�
ado" (es de
ir, el 
orre
to):



4.2. OBJETOS EXTENSOS: ACCIONES, MASAS Y CARGAS 87M 0 = g1=2M : (4.2.20)El punto de partida, es la masa de una 
uerda fundamental enrollada sobre una dimen-si�on 
ompa
ta x9 de radio R9. Este dato hemos de tomarlo de la 
uantiza
i�on de la Teor��ade Cuerdas: MF1 = R9`2s : (4.2.21)Si �esta es la 
uerda fundamental de la teor��a IIB, enton
es est�a rela
ionada por duali-dad S 
on la D-
uerda (D1-brana). Utilizando las reglas E
s. (4.2.19) y (4.2.20), tenemosMD1 =M 0F1 = g1=2MF1 = g1=2R9`2s = R09g0`2s : (4.2.22)Ahora podemos ha
er una transforma
i�on de dualidad T en la dire

i�on x9, 
on lo quese obtiene una D0-brana de la IIA de masaMD0 =M 0D1 = R9g`2s = `2s=R09g0`s=R09`2s = 1g0`s : (4.2.23)Si ha
emos dualidad T en una dire

i�on ortogonal a la D-
uerda (x8), tenemos la D-membrana (D2-brana) de la teor��a IIB:MD0 =M 0D1 = R9g`2s = R9g0`s=R08`2s = R8R9g0`3s : (4.2.24)Repitiendo su�
ientes ve
es este pro
edimiento, obtenemos la masa de una Dp-branaenrollada en un p-toro (quitando las primas):MDp = R10�p : : : R9g`p+1s : (4.2.25)La D5-brana est�a rela
ionada por dualidad S 
on la 5-brana solit�oni
a de la IIB:MS5 = g1=2M 0D5 = g1=2R5 : : : R9g`6s = g0�1=2R05=g01=2 : : : R09=g01=2g0�1`6s = R5 : : : R9g2`6s ; (4.2.26)lo que 
on�rma sus 
ar�a
ter solit�oni
o. Los resultados para �estos y otros objetos extensosde las teor��as tipo II est�an reunidos en las Tablas 4.1 y 4.2.Las tensiones que apare
en en las a

iones de estos objetos se pueden 
al
ular simple-mente dividiendo las masas por el volumen espa
ial en el que est�an 
ompa
ti�
adas (elprodu
to de las longitudes de los 
��r
ulos).
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onst. d = 10 Masa en 
ons. d = 11 Objeto d11F1m R�19D0 g�1A `�1s R�110 WM(+;�10)F1w R9`�2s R10R9(�̀(11)Plan
k)�3 M2(+;�8;+2)D2 R9R8g�1A `�3s R9R8(�̀(11)Plan
k)�3 M2(+;�7;+2;�)D4 R9 : : : R6g�1A `�5s R10R9 : : : R5(�̀(11)Plan
k)�6 M5(+;�5;+5)S5A R9 : : : R5g�2A `�6s R9 : : : R5(�̀(11)Plan
k)�6 M5(+;�4;+5;�)D6 R9 : : : R4g�1A `�7s R210R9 : : : R4(�̀(11)Plan
k)�9 KK7M(+;�3;+6;�?)KK6A R29R8 : : : R4g�2A `�8s R10R29 : : : R4(�̀(11)Plan
k)�9 KK7M(+;�3;+5;+?;+)D8 R9 : : : R2g�1A `�9s R310R9 : : : R4(�̀(11)Plan
k)�12 KK9M(+;�;+8;+?)KK8A R39R8 : : : R2g�3A `�11s R10R39R8 : : : R2(�̀(11)Plan
k)�12 KK9M(+;�;+7;+?;+)KK9A R39R8 : : : R1g�4A `�12s R10R39R8 : : : R1(�̀(11)Plan
k)�12 KK9M(+;+8;+?;�)Tabla 4.1: En esta tabla est�an las masas de los objetos extensos de la Teor��a de Cuerdas tipo IIAen lenguaje 10-dimensional (radios de 
ompa
ti�
a
i�on Ri, 
onstante de a
oplo gA y longitud de la
uerda `s) y en lenguaje 11-dimensional (de SUGRA N = 1; d = 11) (radios de 
ompa
ti�
a
i�onRi, 
onstante de Plan
k redu
ida 11-dimensional �̀(11)Plan
k = `(11)Plan
k=2�). La 
oordenada que se
ompa
ti�
a para rela
ionar las teor��as 10- y 11-dimensionales es, por 
onvenio, x10 de forma queel \radio 11-dimensional" es R10 = gA`s = g2=3A �̀(11)Plan
k. Adem�as, las 
on�gura
iones de los objetos11-dimensionales que dan lugar a los 10-dimensionales que dan lugar a los 10-dimensionales sedan en la siguiente nota
i�on nota
i�on: la lista de signos representa las 11 
oordenadas, de ^̂x0 hasta^̂x10. Un signo + signi�
a que una de las dimensiones del volumen del mundo o
upa esa dire

i�onespa
io-temporal. Una estrella signi�
a que en esa dire

i�on el objeto tiene una isometr��a espe
ialy la dire

i�on 
orrespondiente no se puede des
ompa
ti�
ar.
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Objeto IIB Masa Objeto IIB MasaF1m R�19 KK6A R29R8 : : : R4g�2B `�8sF1w R9`�2s D7 R9 : : : R3g�1B `�8sD1 R9g�1B `�2s Q7 R9 : : : R3g�3B `�8sD3 R9 : : : R7g�1B `�4s D9 R9 : : : R1g�1B `�10sD5 R9 : : : R5g�1B `�6s Q9 R9 : : : R1g�4B `�10sS5B R9 : : : R5g�2B `�6sTabla 4.2: En esta tabla est�an las masas de los objetos extensos de la Teor��a de Cuerdastipo IIB en t�erminos de los radios de 
ompa
ti�
a
i�on Ri, la 
onstante de a
oplo de la
uerda gB y longitud de la 
uerda `s. Cuando una masa depende de un radio 
on una po-ten
ia superior a la unidad, el objeto (tipo monopolo de Kaluza-Klein) tiene una isometr��aespe
ial en esa dire

i�on.
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Figura 4.1: Rela
iones de dualidad entre solu
iones 
l�asi
as de las SUGRAS en d = 10; 11: 
uerdasfundamentales F1, 5-branas solit�oni
as S5, Mp-branas, Dp-branas, ondas gravita
ionales W y monopolode Kaluza-Klein KK. Las l��neas 
on dos 
e
has se~nalan dualidad T y las dis
ontinuas, dualidad S.Las l��neas 
on una sola 
e
ha indi
an rela
iones por 
ompa
ti�
a
i�on en 
��r
ulos: verti
al (el objeto noest�a enrollado en la dimensi�on 
ompa
ta) o diagonal (s�� lo est�a.



4.2. OBJETOS EXTENSOS: ACCIONES, MASAS Y CARGAS 914.2.3 Los objetos extensos de SUGRA N = 1; d = 11Hemos di
ho repetidas ve
es que el l��mite de a
oplo fuerte de la Teor��a de Cuerdas tipo IIAes SUGRA N = 1; d = 11 y que los objetos extensos de esa teor��a de 
uerdas provienen deobjetos extensos 11-dimensionales. Adem�as de la onda gravita
ional, que no es propiamenteun objeto extenso y que est�a igualmente presente en d = 10, los objetos extensos deSUGRA N = 1; d = 11 son la M2-brana y la M5-brana, que se a
oplan respe
tivamentea la 3-forma ^̂C y a su dual la 6-forma ~̂̂C. Cuando una de las dire

iones es 
ompa
ta,se puede a~nadir a esta lista el monopolo de Kaluza-Klein (KK7M), que es una solu
i�onpuramente gravita
ional y por lo tanto presente, 
omo la onda gravita
ional, en todas lasdimensiones.En SUGRA N = 1; d = 11 no hay ning�un 
ampo es
alar que pueda interpretarse 
omouna 
onstante de a
oplo y, as��, la M2 y la M5 tienen un 
ar�a
ter fundamental. La a

i�onde la M2 es S = �TM2 Z d3� qj^̂gijj � TM23! Z d3� �i1���i3 ^̂Ci1���i3 ; (4.2.27)y no 
ontiene ning�un otro 
ampo en su volumen del mundo aparte de los es
alares ^̂X ^̂�.En la redu

i�on dimensional para obtener la D2-brana, el es
alar del volumen del mundo^̂X10 deja de tener signi�
ado espa
io-temporal y se puede dualizar en el ve
tor de BI de laD2-brana [185℄.La a

i�on de la M5, sin embargo, 
ontiene otros 
ampos: una 2-forma 
uya intensidadde 
ampo es una 3-forma autodual. Por redu

i�on dimensional, esta forma da lugar a la2-forma 
on intensidad de 
ampo autodual de la S5A o a la 2-forma que es el dual delve
tor de BI de la D4-brana.Para determinar las masas y las tensiones de la M2 y la M5, vamos a rela
ionarlas
on las de los objetos de la tipo IIA, utilizando las rela
iones entre las 
onstantes 10- y11-dimensionales E
s. (3.2.29), que rees
ribimos aqu�� invertidas por 
omodidad, llamandoR10 a lo que all�� llamamos R11: `s = �̀(11)Plan
k=R1=210 ;gA = R3=210 =�̀(11)Plan
k ; (4.2.28)Podemos empezar 
on la masa de la 
uerda fundamental F1A, que no es sino la M2
ompa
ti�
ada en el 
��r
ulo 11-dimensional:MM2 =MF1A = R9`2s = R9R10(�̀(11)Plan
k)3 : (4.2.29)



92 LECCI �ON 4. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONESCuando la M2 no est�a enrollada en la und�e
ima dimensi�on (sino, por ejemplo, en lasx8; x9) tenemos la D2. Comprob�emoslo:MM2 = R8R9(�̀(11)Plan
k)3 = R8R9gA`3s : (4.2.30)La D4 no es m�as que una M5 enrollada en la und�e
ima dimensi�on:MM5 =MD4 = R6 : : : R9gA`5s = R6 : : : R10(�̀(11)Plan
k)6 ; (4.2.31)y la S5A una M5 no enrollada ah��:MM5 = R5 : : : R9(�̀(11)Plan
k)6 = R5 : : : R9g2A`6s : (4.2.32)Para �nalizar, podemos ver que la D0-brana no es m�as que un modo de Kaluza-Kleindel gravit�on movi�endose en la und�e
ima dimensi�on:MD0 = 1gA`s = 1R10 : (4.2.33)4.3 Solu
iones gen�eri
as y fuentesEl siguiente paso tras estudiar los estados 
orrespondientes a objetos extensos en las teor��asque nos o
upan, es en
ontrar solu
iones 
l�asi
as que se puedan aso
iar a ellos. Esto se ha
een dos etapas:1. Se bus
an una solu
i�on de las a

iones de SUGRA 
orrespondientes en las que los
ampos que se a
oplan al objeto en 
uesti�on sean no-triviales (los dem�as deben detener sus valores de va
��o) y tengan adem�as la forma 
orre
ta para des
ribir un objetoextendido del la dimensi�on 
orrespondiente.Esto lo vamos a ha
er bus
ando una solu
i�on de un modelo gen�eri
o, el modelo a queluego apli
aremos a distintos 
asos.2. Se identi�
an las 
onstantes de integra
i�on de la solu
i�on de forma que la tensi�on y
arga 
al
uladas sobre la solu
i�on 
orrespondan a las 
al
uladas en la se

i�on anterior.Esto se puede ha
er de dos formas: se puede \
ompa
ti�
ar" la solu
i�on sobre unp-toro en las dire

iones 
orrespondientes a la p-brana y 
al
ular en d�p dimensionesla masa ADM y la 
arga el�e
tri
a 
orrespondiente en fun
i�on de las 
onstantes deintegra
i�on y 
omparar 
on las de la se

i�on anterior. Adem�as, en todos los 
asos dela se

i�on anterior se puede bus
ar la fuente: una a

i�on de p-brana 
on tensi�on y
arga determinadas, rela
ionadas por las e
ua
iones de movimiento 
on las 
onstantesde integra
i�on.
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Objeto MasaWM 0M2 R10R9(�̀(11)Plan
k)�3M5 R10 : : : R6(�̀(11)Plan
k)�6KK7M R210R9 : : : R4(�̀(11)Plan
k)�9KK9M R310R9 : : : R4(�̀(11)Plan
k)�12Tabla 4.3: En esta tabla se en
uentran las masas de los distintos objetos extensos de SUGRAN = 1; d = 11 en t�erminos de los radios de 
ompa
ti�
a
i�on Ri y de la 
onstante de Plan
kredu
ida 11-dimensional �̀(11)Plan
k = `(11)Plan
k=2�. Cuando un radio apare
e en una poten
ia superiora la unidad, el objeto tiene una dimensi�on isom�etri
a espe
ial en esa dire

i�on.



94 LECCI �ON 4. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONESAqu�� vamos a utilizar el segundo m�etodo. En la pr�oxima se

i�on parti
ularizaremospara 
ada tipo de p-brana de la Teor��a de Cuerdas.4.3.1 El modelo aEn la Se

i�on 4.2 hemos visto que las p-branas se a
oplan gen�eri
amente a la m�etri
a, a unes
alar y a una (p+ 1)-forma des
ritas por la a

i�on E
. (4.2.11). Es 
ostumbre es
ribir eles
alar K 
omo el exponen
ial de otro ', y sustituir la 
onstante � que 
ontrola el a
oploa la forma diferen
ial por otra a para llegar a la a

i�on del modelo a [186, 118, 119℄S = 116�G(d)N Z ddxpjgj hR + 2(�')2 + (�1)p+12�(p+2)!e�2a'F 2(p+2)i ; (4.3.1)donde F(p+2) es la intensidad de 
ampo de la (p+ 1)-forma A(p+1):F(p+2) = dA(p+1) ; F(p+2)�1:::�p+2 = (p+ 2)�[�1A(p+1)�2:::�p+2℄ : (4.3.2)Este modelo 
ontiene mu
hos 
asos parti
ulares interesantes: para a = 0 el modelo esequivalente al de Einstein y Maxwell (el es
alar est�a desa
oplado) y para otros valores, ela
oplo del es
alar reprodu
e el de el es
alar de Kaluza y Klein al ve
tor de Kaluza y Klein(o a su forma dual) o el del dilat�on a formas NSNS o RR. Es 
ierto que en las SUEGRASque nos interesan apare
en tambi�en t�erminos de Chern-Simons, pero �estos no suelen jugarning�un papel 
uando s�olo hay una p-brana presente, aunque s�� lo ha
en 
uando hay variasde tipos distintos [200℄ 
omo veremos en la Se

i�on 5.3.De a
uerdo 
on la regla general de que las (p + 1)-formas se a
oplan a objetos p-dimensionales, las solu
iones est�ati
as naturales 
on la m�axima simetr��a (distintas delva
��o) para p = 0 son agujeros negros5 
argados y en general p-branas negras 
argadas.Como siempre, empezamos ha
iendo un Ansatz ade
uado al sistema que la solu
i�on pre-tende des
ribir: un objeto 
on (p+1) simetr��as transla
ionales (a lo largo de las dire

ionesdel volumen del mundo de una p-brana plana) en las dire

iones t; ~yp:ds2 = f �Wdt2 � d~y 2p �� g�1 hW�1d�2 � �2d
2(~p+2)i ;Aty1:::yp = � (H�1 � 1) ; (4.3.3)donde f; g;W y H son fun
iones de �, la 
oordenada radial en las dire

iones transversasa la p-brana y donde ~p � d� p� 4 : (4.3.4)Para redu
ir el n�umero de fun
iones independiente hemos de ha
er algunas hip�otesism�as: si no hay \pelo" es
alar, e' ser�a una poten
ia de H. Adem�as sabemos que en el 
aso5Aqu�� usamos este t�ermino en el sentido de objeto masivo puntual.



4.3. SOLUCIONES GEN�ERICAS Y FUENTES 95del agujero de Reissner y Nordstr�om (d = 4; p = a = 0) tambi�en f y g son poten
ias de Hy vamos a suponer que eso es tambi�en 
ierto aqu�� de forma que s�olo H y W son fun
ionesindependientes, para las que vamos a suponer la formaH = 1 + h�~p+1 ; W = 1 + !�~p+1 : (4.3.5)Sustituyendo el Ansatz en las e
ua
iones de movimiento, es inmediato (pero asaz labo-rioso) en
ontrar la solu
i�on general, que es
ribimos de esta forma:
ds2 = H 2x�2p+1 �Wdt2 � d~y 2p ��H �(2x�2)~p+1 hW�1d�2 + �2d
2(~p+2)i ;e�2a' = e�2a'0H2x ; Aty1:::yp = ea'0� (H�1 � 1) ;H = 1 + h�~p+1 ; W = 1 + !�~p+1 ;! = h h1� a24x�2i ;x = a22 
1+a22 
 ; 
 = (p+1)+(~p+1)(p+1)(~p+1) :

(4.3.6)

Las 
onstantes d; p; a que de�nen el modelo est�an 
ombinadas en la 
onstante x. La
onstante '0 es el valor del es
alar en el in�nito (estas solu
iones son asint�oti
amente planasen las dire

iones ortogonales al volumen del mundo de la p-brana (dire

iones transversas)� ! 1) y las 
onstantes de integra
i�on h; !; � est�an rela
ionadas por una e
ua
i�on. Lasolu
i�on est�a es
rita de forma que es v�alida para a = 0. Est�a 
laro tambi�en que en estasolu
i�on la 
arga es
alar no es independiente de la 
arga \el�e
tri
a" de la p-brana, 
omoquer��amos.Como o
urr��a en la solu
i�on de Reissner y Nordstr�om, 
uando el par�ametro de no-extremalidad ! = 0 (l��mite extremo), el \fa
tor de S
hwarzs
hild" W = 1 y H puede seruna fun
i�on arm�oni
a arbitraria en el espa
io transverso:
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ds2 = H 2x�2p+1 �dt2 � d~y 2p ��H �(2x�2)~p+1 d~x 2(~p+3) ;e�2a' = e�2a'0H2x ; Aty1:::yp = ea'0� (H�1 � 1) ;�m�mH = 0 ;x = a22 
1+a22 
 ; 
 = (p+1)+(~p+1)(p+1)(~p+1) ; �2 = 4xa2 : (4.3.7)

Las ele

iones de fun
i�on arm�oni
a H que m�as nos interesan son, evidentemente, las dela forma H = 1 + hj~x(~p+3)j~p+1 ; (4.3.8)para des
ribir una sola p-brana extrema situada en el origen de 
oordenadas ~x(~p+3) = 0, �oH = 1 +XI=1 N hIj~x(~p+3) � ~x(~p+3) I j~p+1 ; (4.3.9)para des
ribir N p-branas paralelas lo
alizadas en ~x(~p+3) = ~x(~p+3) I .Tambi�en 
omo o
urr��a en la solu
i�on de Reissner y Nordstr�om (pero aqu�� s�olo en el 
asoa = 0) si tomamos h = 0, obtenemos un objeto sin 
arga y 
on horizonte: una p-brananegra, 
on m�etri
a (los otros 
ampos son 
onstantes arbitrarias)ds2 = Wdt2 � d~y 2p �W�1d�2 + �2d
2(~p+2) ;W = 1 + !�~p+1 ; (4.3.10)
que generalizan la solu
i�on de S
hwarzs
hild d-dimensional (p = 0) [187, 188℄. Todas lasp-branas no-extremas, 
argadas o no, tienen un horizonte de eventos regular y se puedende�nir sus temperaturas y entrop��as, pero nosotros s�olo nos vamos a 
on
entrar en losagujeros negros.4.3.2 FuentesNuestra experien
ia 
on el agujero de Reissner y Nordstr�om nos di
e que podemos en
ontrarfuentes para las p-branas 
argadas que son solu
iones del modelo a en el l��mite extremo
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iendo las fuentes, podemos rela
ionar la 
onstante de integra
i�on h de lasolu
i�on E
. (4.3.7) 
on la tensi�on y la 
arga que apare
en en la a

i�on de la p-brana, quees, evidentemente, nuestro 
andidato a fuente.Consideremos, por lo tanto, el siguiente sistema a
opladoS = Sa + Sp ; (4.3.11)donde Sa es la a

i�on del modelo a E
. (4.3.1) y Sp es la a

i�on de la p-brana 
argadaSp[X�; 
ij℄ = �T2 Z dp+1�pj
j �e�2b' 
ij�iX��jX�g�� � (p� 1)�� �(p+1)!Z dp+1� A(p+1) �1����p+1�i1X�1 : : : �ip+1X�p+1 : (4.3.12)Para resolver las e
ua
iones de movimiento, se usa el gauge est�ati
o o f��si
o en el quelas primeras (p+ 1) 
oordenadas de la p-brana se identi�
an 
on las espa
io-temporalesY i(�) = �i ; (4.3.13)y el Ansatz Xm(�) = 0 ; (4.3.14)para las dem�as. Esto des
ribe una p brana extendida en las dire

iones ~y(p+1) en reposo enel origen de 
oordenadas transversas ~x(~p+3) = ~0. El Ansatz para los 
ampos del espa
io-tiempo es la solu
i�on general extrema del modelo a E
. (4.3.7), pero dejando H 
omo unafun
i�on de ~x(~p+3) sin determinar.El resultado es que todas las e
ua
iones se pueden satisfa
er si,1. a y b est�an rela
ionadas por a = �(p + 1)b ; (4.3.15)2. la tensi�on y la 
arga de la p-brana est�an rela
ionadas por� = T=� ; (4.3.16)3. y H viene dada por H = � + hj~x(~p+3)j~p+1 ; (4.3.17)



98 LECCI �ON 4. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONESdonde � es una 
onstante arbitraria (� = +1 si queremos una solu
i�on asint�oti
amenteplana) y donde h est�a dada por
h = 16�G(d)N T(~p+ 1)�2!(~p+2) ; (4.3.18)

La primera 
ondi
i�on se 
umple en todos los 
asos de inter�es y est�a en el fondo rela
io-nada 
on que los objetos extensos han de 
orresponder a genuinos objetos supersim�etri
osde la SUGRA 
orrespondiente. La segunda es la 
ondi
i�on BPS 
on nuestra normaliza
i�onde los 
ampos. De nuevo est�a rela
ionada 
on supersimetr��a. La 
ondi
i�on sobre H sele
-
iona de entre todas las posibles fun
iones arm�oni
as en el espa
io transverso aquella quetiene un polo del orden ade
uado en la posi
i�on en la que se en
uentra la p-brana 
on el
oe�
iente que 
orresponde a su tensi�on y 
arga.Como vemos, la supersimetr��a juega un papel 
ru
ial, in
luso aunque no hay ning�unfermi�on presente en estas f�ormulas.>Qu�e pasa 
on las solu
iones no-extremas E
. (4.3.6)? La interpreta
i�on que se sueleha
er de ellas es que des
riben p-branas ex
itadas6 y, por lo tanto, no supersim�etri
as. Su
arga debe de ser la de las extremas, pero su tensi�on es mayor. En las solu
iones, la 
argadepende de h y la tensi�on de h y !, por lo que h tendr�a el valor determinado arriba, pero!, que parametriza la desvia
i�on de la extremalidad, es arbitraria.4.4 Solu
iones en d = 11Vamos ahora a utilizar los resultados de la se

i�on anterior para en
ontrar solu
ionesque des
riban los objetos extensos de SUGRA N = 1; d = 11, que son la M2 y la M5.En esta teor��a no hay es
alares por lo que estamos en los 
asos d = 11; a = 0; p = 2y d = 11; a = 0; p = 5. De las solu
iones generales E
s. (4.3.6) y (4.3.7) obtenemosinmediatamente los siguientes resultados:4.4.1 La membrana M2En el 
aso no-extremo, la solu
i�on es6Esto quiere de
ir, en los 
asos est�ati
os, que los 
ampos de su volumen del mundo tienen 
on�gura
ionesno-triviales, por ejemplo.
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d^̂s2E = H�2=3M2 [Wdt2 � d~y 22 ℄�H1=3M2 hW�1d�2 + �2d
2(7)i ;^̂Cty1y2 = � �H�1M2 � 1� ;HM2 = 1 + hM2�6 ; W = 1 + !�6 ;! = hM2 [1� �2℄ ;

(4.4.1)
y en el extremo ! = 0 � = �1d^̂s2 = H�2=3M2 [dt2 � d~y 22 ℄�H1=3M2 d~x 28 ;^̂Cty1y2 = � �H�1M2 � 1� ;HM2 = 1 + hM2j~x8j6 : (4.4.2)

Para determinar la 
onstante de intergra
i�on hM2 utilizamos la E
. (4.3.18)hM2 = 16�G(11)N TM26!(7) ; (4.4.3)la rela
i�on entre la tensi�on y la masa de la M2 
ompa
ti�
ada en un 2-toro E
. (4.2.29)TM2 = MM2(2�)2R9R10 = 1(2�)2(�̀(11)Plan
k)3 = 2�(`(11)Plan
k)3 ; (4.4.4)y la de�ni
i�on de la longitud de Plan
k E
. (1.1.6), y obtenemoshM2 = (`(11)Plan
k)66!(7) : (4.4.5)Si queremos que la solu
i�on des
riba NM2 M2-branas, simplemente debemos de reem-plazar la fun
i�on arm�oni
a por otra 
on otros tantos polos, todos ellos 
on el 
oe�
iente



100 LECCI �ON 4. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONEShM2. Si las M2-branas 
oin
iden, habr�a un solo polo 
on 
oe�
iente NM2hM2. Observa-
iones enteramente an�alogas a �estas se pueden ha
er en todos los 
asos que siguen y lasdaremos por he
has.4.4.2 La 5-brana M5En el 
aso no-extremo tenemosd^̂s2 = H�1=3M5 [Wdt2 � d~y 25 ℄�H2=3M5 hW�1d�2 + �2d
2(4)i ;~̂̂Cty1:::y5 = � �H�1M5s � 1� ;HM5 = 1 + hM5�3 ; W = 1 + !�3 ;! = hM5 [1� �2℄ :
(4.4.6)

En el l��mite extremo ! = 0; � = �1 tenemosd^̂s2 = H�1=3M5 [dt2 � d~y 25 ℄�H2=3M5 d~x 25 ;~̂̂Cty1:::y5 = � �H�1M5 � 1� ;HM5 = 1 + hM5j~x5j3 : (4.4.7)
Por el mismo pro
edimiento que en el 
aso de la M2-brana en
ontramoshM5 = (`(11)Plan
k)33!(4) : (4.4.8)4.5 Solu
iones en d = 10La identi�
a
i�on de solu
iones de las teor��as tipo II 
on solu
iones del modelo a es un po
om�as 
ompli
ada. Primero hemos de identi�
ar 
u�ales son los valores de a para 
ada 
aso.



4.5. SOLUCIONES EN D = 10 101La forma gen�eri
a de las a

iones efe
tivas tipo II en el sistema de referen
ia 
onformede la 
uerda7 esS = 116�G(d)N Z ddxpjgsj ne�2� hRs � 4(��)2 + (�1)p1+12�(p1+2)!F 2(p1+2)i+ (�1)p2+12�(p2+2)!F 2(p2+2)o :(4.5.1)Hay dos tipos de formas diferen
iales en esta a

i�on: las que se a
oplan al dilat�on 
onel prefa
tor e�2� (F(p1+2)), que pertene
en al se
tor NSNS al que se a
oplan las p-branasfundamentales y las que no (F(p2+2)), que pertene
en al se
tor RR, a las que se a
oplan lasDp-branas. Para identi�
ar solu
iones de esta a

i�on en la general del modelo a, tenemosque rees
ribir esta a

i�on en la m�etri
a de Einstein, identi�
ar al dilat�on 
omo fun
i�onde ', e identi�
ar el valor de a. �Este es diferente para las p-branas fundamentales y lasDp-branas, y lo denotamos por a1 y a2 respe
tivamente. Ha
iendo una transforma
i�on deWeyl a la m�etri
a gs gs �� = e 4(d�2)� g�� ; (4.5.2)tenemosS = 116�G(d)N Z ddxpjgj hR + 4(d�2) (��)2+ (�1)p1+12�(p1+2)!e�4 (p1+1)(d�2) �F 2(p1+2) + (�1)p2+12�(p2+2)!e2 (~p2�p1)(d�2) �F 2(p2+2)o : (4.5.3)Comparando 
on la a

i�on del modelo a E
. (4.3.1) vemos que el dilat�on � y el es
alar' est�an rela
ionados por � =q (d�2)2 ' ; (4.5.4)y que los valores de la 
onstante a son, para formas NSNS y RRa1 = 2(p1 + 1)p2(d� 2) ; (NS� NS) (4.5.5)a2 = �(~p2 � p2)p2(d� 2) : (RR) (4.5.6)Antes de ir al sistema de referen
ia 
onforme de Einstein, podr��amos haber dualizado lasintensidades de 
ampo NSNS (para des
ribir p-branas solit�oni
as). En ese 
aso, habr��amosen
ontrado el modelo a 
on7Ha
emos �enfasis en este punto a~nadiendo el sub��ndi
e s.
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a3 = � 2( ~p1 + 1)p2(d� 2) : (4.5.7)

Con estos datos vamos a identi�
ar las solu
iones 10-dimensionales. La �uni
a sutilezaest�a en la introdu

i�on del valor del dilat�on en el in�nito, que no se puede dedu
ir 
orre
-tamente de la solu
i�on gen�eri
a, sino que hay que introdu
irlo despu�es observando 
�omose transforman los distintos 
ampos bajo la adi
i�on de una 
onstante al dilat�on.
4.5.1 La 
uerda fundamental F1Corresponde al 
aso p = 1; a = 1 en d = 10

d~̂s2E = H�3=4F1 [Wdt2 � dy2℄�H1=4F1 hW�1d�2 + �2d
2(7)i ;dŝ2s = H�1F1 [Wdt2 � dy2℄� hW�1d�2 + �2d
2(7)i ;e�2(�̂��̂0) = HF1 ;B̂ty = � �H�1F1 � 1� ;HF1 = 1 + hF1�6 ; W = 1 + !�6 ;! = hF1 [1� �2℄ :
(4.5.8)

En el l��mite extremo ! = 0; � = �1 es 
ono
ida 
omo la solu
i�on de la 
uerda funda-mental [197℄ y toma la forma:
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d~̂s2E = H�3=4F1 [dt2 � dy2℄�H1=4F1 d~x 28 ;dŝ2s = H�1F1 [dt2 � dy 2℄� d~x 28 ;e�2(�̂��̂0) = HF1 ;B̂ty = � �H�1F1 � 1� ;HF1 = 1 + hF1j~x8j6 ;

(4.5.9)
Observemos que 
on a = p = 1, la fuente del modelo a, reexpresada en el sistema dereferen
ia 
onforme de la 
uerda es realmente la a

i�on de una 
uerda fundamental que nose a
opla dire
tamente al dilat�on en ese sistema de referen
ia (v�ease las Refs. [197, 172℄).El valor de la 
onstante de integra
i�on que reprodu
e 
orre
tamente la tensi�on de la F1se puede 
al
ular por el mismo m�etodo que utilizamos 
on los objetos 11-dimensionales

hF1 = 25�6`6sg23!(7) ; (4.5.10)
pero tambi�en se puede 
al
ular explotando las rela
iones de dualidad 
on otras solu
iones,
omo veremos en la Se

i�on 4.6
4.5.2 La 5-brana solit�oni
aCorresponde al 
aso a = �1; p = 5 en diez dimensiones:
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d~̂s2E = H�1=4S5 [Wdt2 � d~y 25 ℄�H3=4S5 hW�1d�2 + �2d
2(3)i ;dŝ2s = [Wdt2 � d~y 25 ℄�HS5 hW�1d�2 + �2d
2(3)i ;e�2(�̂��̂0) = H�1S5 ;B̂(6)ty1:::y5 = �e�2�̂0 �H�1S5 � 1� ;HS5 = 1 + hps�2 ; W = 1 + !�2 ;! = hS5 [1� �2℄ ;

(4.5.11)
y, en el l��mite extremo ! = 0; � = �1 en el que es 
ono
ida 
omo la solu
i�on de la 5-branasolit�oni
a [198, 199℄), toma la forma

d~̂s2E = H�1=4S5 [dt2 � d~y 25 ℄�H3=4S5 d~x 24 ;dŝ2s = [dt2 � d~y 25 ℄�HS5 d~x 24 ;e�2(�̂��̂0) = H�1S5 ;~̂B(6)ty1���y5 = �e�2�̂0 �H�1S5 � 1� ;HS5 = 1 + hS5j~x4j2 :
(4.5.12)

El valor de la 
onstante de integra
i�on se puede determinar por el m�etodo que hemosexpli
ado y por rela
iones de dualidad y eshS5 = `2s : (4.5.13)



4.5. SOLUCIONES EN D = 10 1054.5.3 Las Dp-branasLas hay para todos los valores de p = 0; : : : ; 9, y la solu
i�on general para todas ellas endiez dimensiones es
d~̂s2E = H� (7�p)8Dp �Wdt2 � d~y 2p ��H (p+1)8Dp hW�1d�2 + �2d
2(8�p)i ;dŝ2s = H�1=2Dp �Wdt2 � d~y 2p ��H1=2Dp hW�1d�2 + �2d
2(8�p)i ;e�2(�̂��̂0) = H (p�3)2Dp ;Ĉ(p+1)ty1:::yp = �e��̂0 �H�1Dp � 1� ;HDp = 1 + hDp�7�p ; W = 1 + !�7�p ;! = hDp [1� �2℄ :

(4.5.14)

Estri
tamente estas solu
iones s�olo son v�alidas para p < 7. Para p � 7y, de formageneral en todas las solu
iones que hemos visto, 
uando las dimensiones transversas sonmenos de dos, las fun
iones H;W han de ser reemplazadas por fun
iones arm�oni
as 
onun polo en el espa
io bidimensionalH � h log � ; W � ! log � ; (4.5.15)o unidimensional transverso. H � h� ; W � !� : (4.5.16)Tambi�en en el 
aso de la D3-brana la solu
i�on no es estri
tamente 
orre
ta porquefaltan 
omponentes de la 4-forma ne
esarias para mantener la autodualidad que hay que
al
ular.En el l��mite extremo, tenemos
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d~̂s2E = H p�78Dp �dt2 � d~y 2p ��H p+18Dp d~x 29�p ;dŝ2s = H�1=2Dp �dt2 � d~y 2p ��H1=2Dp d~x 29�p ;e�2(�̂��̂0) = H (p�3)2Dp ;Ĉ(p+1)ty1���yp = �e��̂0 �H�1Dp � 1� ;HDp = 1 + hDpj~x9�pj7�p :

(4.5.17)
Como en el 
aso no-extremo, para p = 3 hay que a~nadir las 
omponentes que faltan ala 4-forma y hay que sustituir HD7 porHD7 = 1 + hD7 log j~x2j ; (4.5.18)y HD8 por HD8 = 1 + hD8jxj ; (4.5.19)Las 
onstantes de integra
i�on vienen dadas porhDp = (2�`s)(7�p)g(7� p)!(8�p) ; (4.5.20)para p < 7 y hD7 = ; hD8 = g4�`s : (4.5.21)El signo negativo de hD8 juega un papel muy importante.4.6 Rela
iones de dualidadEn la se

i�on anterior hemos identi�
ado una serie de 
andidatos a ser las solu
iones 
l�asi
asque representan los 
ampos de largo al
an
e produ
idos por los estados de las teor��as de
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uerdas tipo II 
uya existen
ia 
ono
emos bien a trav�es del espe
tro perturbativo, bien atrav�es del super�algebra y las rela
iones de dualidad.Para 
ompletar la identi�
a
i�on debemos de 
omprobar que estas solu
iones guardanentre s�� las mismas rela
iones de dualidad que los estados que representan.4.6.1 Rela
i�on entre solu
iones de 11- y 10-dimensionales. Com-pa
ti�
a
i�onLas primeras rela
iones que debemos 
omprobar son las que hay entre estados/solu
ionesde SUGRA N = 1; d = 11 y de la Teor��a de Cuerdas tipo IIA.Hay dos rela
iones posibles: o bien el objeto 10-dimensional se obtiene por 
ompa
ti�
a-
i�on del 11-dimensional en una dire

i�on del volumen del mundo o bien por 
ompa
ti�
a
i�onde una dire

i�on transversa.Consideremos el 
aso m�as sen
illo8: la 
ompa
ti�
a
i�on de la M2-brana. Si la M2-brana est�a 
ompa
ti�
ada en una dire

i�on de su volumen del mundo (di
ho de otro modo:est�a enrollada en la dimensi�on que 
ompa
ti�
amos), da lugar a una F1 en d = 10 y si esen una dire

i�on transversa, da lugar a una D2-brana.Para 
ompa
ti�
ar la M2-brana tenemos que 
onstruir una solu
i�on bien de�nida 
uan-do una 
oordenada es 
ompa
ta. Para 
ompa
ti�
a
iones en 
��r
ulos o toros estos suponeuna peque~na modi�
a
i�on de las solu
iones que hemos obtenido anteriormente.Si una de las dire

iones del volumen del mundo de la M2-brana extrema (vgr. y2 � z)es 
ompa
ta, 
omo, por 
onstru

i�on, la solu
i�on no depende de ella, la solu
i�on E
. (4.4.2)sigue siendo 
ompletamente v�alida. Tan s�olo ne
esitamos introdu
ir el valor del dilat�on enel in�nito multipli
ando la 
oordenada 
ompa
ta z por �el:8>>>>>>><>>>>>>>:
d^̂s2 = H�2=3M2 hdt2 � dy2 � e 43 �̂0dz2i�H1=3M2 d~x 28 ;^̂Ctyz = �e 23 �̂0 �H�1M2 � 1� ;HM2 = 1 + hM2j~x8j6 : (4.6.1)

Ahora podemos utilizar dire
tamente las f�ormulas E
s. (3.2.16) y (esto es muy importan-te) E
s. (3.2.20) para hallar una solu
i�on 10-dimensional que tiene la forma de la de laD2-brana extrema E
. (4.5.17) pero 
on la fun
i�on arm�oni
a HM2 en vez de HD2. S�olone
esitamos, pues, 
omparar estas fun
iones, que son id�enti
as ex
epto por las 
onstantesde integra
i�on hM2 y hD2. Sin embargo, utilizando las rela
iones entre las 
onstantes 11-y 10-dimensionales E
s. (3.2.29) para ver que8Un 
aso a�un m�as sen
illo es el de la 
ompa
ti�
a
i�on de la onda gravita
ional plana en d = 11 paradar una onda gravita
ional plana o una D0-brana en d = 10. Por falta de espa
io no estamos dis
utiendoaqu�� las solu
iones puramente gravita
ionales 
omo las ondas planas gravita
ionales y el monopolo deKaluza-Klein que, sin embargo, juegan papeles muy importantes. Las ondas gravita
ionales har�an suapari
i�on en la Se

i�on 5.3.
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k)66!(7) = (2�`sg1=3)66!(7) = (2�`s)6g26!(7) = hD2 : (4.6.2)Si es una de las dire

iones transversas la que es 
ompa
ta, enton
es es la fun
i�onarm�oni
a HM2 la que hay 
ambiar, puesto que la que apare
e en E
. (4.4.2) resuelve lae
ua
i�on de Lapla
e 
on una fuente puntual en el espa
io eu
lidiano, pero no 
on unadimensi�on 
ompa
ta. El pro
edimiento 
orriente para en
ontrar la fun
i�on arm�oni
a 
o-rre
ta explota el he
ho de que las M2-branas son objetos supersim�etri
os (
omo veremos)y se puede poner a un n�umero arbitrario de M2-branas paralelas en equilibrio est�ati
o enposi
iones arbitrarias. Esta libertad est�a aso
iada a la arbitrariedad en la ele

i�on de lafun
i�on arm�oni
aHM2 en ausen
ia de fuentes. La idea 
onsiste en poner un n�umero in�nitode M2-branas paralelas a intervalos regulares de la 
oordenada x10 � z, siendo el periodoigual a la longitud del 
��r
ulo en el que vamos a 
ompa
ti�
ar z. Esto 
orresponde a elegiruna fun
i�on arm�oni
aHM2 = 1 + hM2 n=+1Xn=�1 1(j~x7j2 + (z + 2�nR11)2j)3 ; (4.6.3)donde esta vez hemos supuesto que z 2 [0; 2�R11℄ por razones t�e
ni
as. Esta fun
i�on esperi�odi
a en z y tiene un polo en ~x7 = z = 0, 
omo quer��amos.Sin embargo, ahora no podemos utilizar dire
tamente las f�ormulas de 
ompa
ti�
a
i�onusuales porque la solu
i�on depende expl��
itamente de la 
oordenada peri�odi
a. Hay dosestrategias que se pueden seguir: una es sumar la serie anterior para obtener la fun
i�onperi�odi
a, expandirla en serie de Fourier y quedarnos 
on el modo 
ero. Un po
o m�assen
illo es simplemente aproximar la suma por una integral, lo que es v�alido si j~x7j >> R11[1℄. Primero ha
emos el 
ambio de variablesun = (z � 2�nR11)j~x7j ; un 2 [2�nR11j~x7j ; 2�(n+ 1)R11j~x7j ℄ ; (4.6.4)
on lo que tenemosHM2 = 1 + hM2j~x7j6 n=+1Xn=�1 1(1 + u2n)3 � 1 + hM2j~x7j6 12�R11=j~x7j Z +1�1 du(1 + u2)3= 1 + hM2!(5)2�R11!(4) 1j~x7j5 : (4.6.5)Sustituyendo esta fun
i�on arm�oni
a en E
. (4.4.2) 
on x10 = z, ya podemos utilizar lasf�ormulas E
s. (3.2.16) para redu
ir la solu
i�on a diez dimensiones9 y obtenemos la solu
i�onde la D2-brana extrema E
. (4.5.17) exa
tamente puesto que9No es ne
esario ha
er los 
ambios de es
ala E
s. (3.2.20) porque el valor del dilat�on en el in�nitoest�a absorbido en la de�ni
i�on de z. Para re
uperarlo simplemente hay que rees
alear 
onsistentementelos 
ampos 10-dimensionales.



4.6. RELACIONES DE DUALIDAD 109hM2!(5)2�R11!(4) = hD2 : (4.6.6)De la misma forma podemos 
omprobar que la M5 se redu
e a la D4 y la S5A. Es �utilla siguiente f�ormula general:Hp = 1 + hp n=+1Xn=�1 1(j~xn+1j2 + (z + 2�n)2j)n=2 � 1 + hp!(n�1)2�R!(n�2) 1j~xn+1jn�1 ; (4.6.7)que nos da la rela
i�on entre el 
oe�
iente hp de una p-brana y el h0p de la p-brana que seobtiene al 
ompa
ti�
ar la otra en una dire

i�on transversa de radio R:h0p = hp!(n�1)2�R!(n�2) : (4.6.8)Si repetimos el pro
edimiento m ve
es (
ompa
ti�
amos en Tm), tenemosh0p = hp!(n�1)V m!(n�m�1) ; V m = (2�)mR1 : : : Rm : (4.6.9)4.6.2 Dualidad T entre solu
iones 10-dimensionalesLas rela
iones de dualidad T m�as importantes son las que ligan a todas las Dp-branas y
onsisten en que una Dp-brana 
on una dimensi�on transversa 
ompa
ti�
ada est�a rela
io-nada 
on una D(p+1)-brana 
on una dire

i�on del volumen del mundo 
ompa
ti�
ada 
onel radio dual y 
on la 
onstante de a
oplo de la 
uerda dual.Para 
omprobar esta rela
i�on empezamos por apli
ar el algoritmo que a
abamos deexpli
ar para obtener la fun
i�on arm�oni
a HDp peri�odi
a y su aproxima
i�on independientede la 
oordenada transversa z. Apli
ando las reglas de Bus
her tipo II E
s. (3.2.70) y(3.2.71), en
ontramos inmediatamente la solu
i�on de la D(p + 1)-brana 
on una fun
i�onarm�oni
a 
on 
oe�
iente (p � 6)hDp!(6�p)2�R!(5�p) = (2�`s)7�pg2�R !(6�p)(7� p)!(8�p)!(6�p) : (4.6.10)Usando en el primer fa
tor las reglas de transforma
i�on de g yR bajo dualidad T E
. (4.2.18)y usando la identidad !(n�1)n!(n+1)!(n�2) = 1(n� 1)!(n) ; (4.6.11)obtenemos hD(p+1)(g0), 
omo esper�abamos.
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omproba
iones sobre nuestra identi�
a
i�on de solu
iones y estados s�olonos queda ver que las solu
iones de p-branas extremas tienen supersimetr��as residuales (
la-ramente las no-extremas no las tienen). Para 
omprobarlo hay que resolver las e
ua
ionesde los espinores de Killing 
orrespondientes a las SUGRAS de las que sean solu
iones.Vamos a empezar 
on las p-branas 11-dimensionales.4.7.1 Supersimetr��as residuales de la M2-branaLas e
ua
iones de los espinores de Killing en SUGRA N = 1; d = 11 son simplementeÆ^̂� ^̂ ^̂� = 0 donde la varia
i�on del gravitino viene dada por la E
. (3.2.6). No tenemosm�as que sustituir las 
omponentes de la 
onexi�on de esp��n y de la 4-forma de la solu
i�onE
. (4.4.2). Eligiendo las t�etradas8<: ^̂eij = H�1=3M2 Æij ;^̂emn = H1=6M2Æmn ; (4.7.1)en
ontramos las 
omponentes no nulas8>>>>><>>>>>:
^̂!mnl = �13H�1M2�qHM2�m[n�p℄q ;^̂!imj = 23H�3=2M2 �qHM2�i[m�j℄q ;^̂Gmty1y2 = �H�2M2�mHM2 ; (4.7.2)y sustituyendo en las e
ua
iones de los espinores de Killing, llegamos a8>><>>: Æ^̂� ^̂ i = 13H�3=2M2 �nHM2 ^̂�(i)n �1� i2�(i)jk ^̂�(i)jk� ^̂� = 0 ;Æ^̂� ^̂ m = 2�m^̂�� 16H�1M2�nHM2 h^̂�mn � i�^̂�mn + 2Æmn� ^̂�012i ^̂� = 0 : (4.7.3)La primera e
ua
i�on se resuelve s�olo si ^̂� satisfa
e la 
ondi
i�on algebrai
a�1� i^̂�012� ^̂� = 0 : (4.7.4)Utiliz�andola en la segunda e
ua
i�on, �esta se transforma enÆ^̂� ^̂ m = 2 ��m + 16H�1M2�mHM2� ^̂� = 0 ; (4.7.5)
uya solu
i�on es ^̂� = H�1=6M2 ^̂�0, donde ^̂�0 es un espinor 
onstante. As�� hemos en
ontrado losespinores de Killing



4.7. SUPERSIMETR�IAS RESIDUALES 111^̂� = H�1=6M2 ^̂�0 ; �1� i^̂�012� ^̂�0 = 0 : (4.7.6)La 
ondi
i�on algebrai
a no es m�as que el proye
tor E
. (2.2.31), 
omo esper�abamos, y,debido a ella, s�olo la mitad de las 
omponentes de ^̂�0 son independientes y s�olo 1=2 de lasposibles supersimetr��as son preservadas. Lo mismo va a o
urrir en los siguientes solu
ionesque des
riben un �uni
o objeto BPS.Obs�ervese que in
luimos los dos posibles signos de la 
arga. Para una sola M2-brana, elsigno es irrelevante, pero es a ve
es 
ru
ial 
uando hay otras branas presentes y se estudiala supersimetr��a del 
onjunto.Obs�ervese tambi�en que el espinor de Killing existe para una fun
i�on arm�oni
a HM2arbitraria. Para ser rigurosos, deber��amos de de
ir que la solu
i�on es supersim�etri
a si losespinores de Killing adem�as tienen el 
omportamiento asint�oti
o ade
uado: si la solu
i�ontiende asint�oti
amente al va
��o, los espinores de Killing han de tender asint�oti
amente a losespinores de Killing del va
��o y adem�as son normalizables. Si HM2 es la fun
i�on arm�oni
apara una o varias M2-branas paralelas, estas 
ondi
iones se 
umplen.4.7.2 Supersimetr��as residuales de la M5-branaEl 
�al
ulo de los espinores de Killing de la M5-brana sigue la pauta del de los de la M2-brana: elegimos una t�etrada 8<: ^̂eij = H�1=6M5 Æij ;^̂emn = H1=3M5Æmn ; (4.7.7)y 
al
ulamos las 
omponentes no-nulas de la 
onexi�on de esp��n y la intensidad de 
ampo8>>>>><>>>>>:
^̂!mnl = �23H�1M5�qHM2�m[n�p℄q ;^̂!imj = 13H�3=2M5 �qHM2�i[m�j℄q ;^̂Gm1���m4 = ��m1���m5�m5HM5 : (4.7.8)Al sustituir en las e
ua
iones de los espinores de Killing vemos de nuevo que las e
ua-
iones 
orrespondientes a las 
omponentes del gravitino que est�an en las dire

iones delvolumen del mundo de la M5-brana se resuelven si el espinor satisfa
e una 
ondi
i�on alge-brai
a que, al ser sustituida en las otras e
ua
iones las simpli�
a. El resultado es^̂� = H�1=12M5 ^̂�0 ; �1� ^̂�012345� ^̂�0 = 0 : (4.7.9)



112 LECCI �ON 4. TEOR�IAS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONES4.7.3 Supersimetr��as residuales de las Dp-branasTeniendo en 
uenta que la 2-forma NSNS es 
ero para estas solu
iones y que la �uni
aintensidad de 
ampo que no es 
ero es Ĝ(p+2), las e
ua
iones de los espinores de Killingtoman la forma8>>>><>>>>: Æ�̂ ̂�̂ = ���̂ � 14 6 !̂�̂ + i8e�̂ 1(p+2)! 6Ĝ(p+2)�̂�̂ ���̂11� p+22 � �̂ ;Æ�̂�̂ = �6 ��̂� i4e�̂ (p�3)(p+2)! 6Ĝ(p+2) ���̂11� p+22 � �̂ ; (4.7.10)para la teor��a tipo IIA y8>><>>: Æ"̂�̂�̂ = n��̂ � 14 6 !̂�̂ + 18e'̂ 1(p+2)! 6Ĝ(p+2)�̂�̂P p+32 o "̂ ;Æ"̂�̂ = n 6 �'̂ + 14e'̂ (p�3)(p+2)! 6Ĝ(p+2)P p+32 o "̂ ; (4.7.11)para la tipo IIB, donde Pn = 8<: �1 ; n par ;i�2 ; n impar ; (4.7.12)Como en los 
asos anteriores s�olo ne
esitamos 
al
ular las 
omponentes de la 
onexi�on deesp��n y las intensidades de 
ampo usando la solu
i�on E
. (4.5.17):8>>>>><>>>>>: 6 !̂i = �12H�3=2Dp �nHDp�ij�nj ;6 !̂m = 12H�1Dp�nHDp�mq�̂nq ;6Ĝ(p+2) = �e��̂0H p4�2Dp �mHDp�̂m�̂01���p : (4.7.13)Para hallar una solu
i�on primero resolvemos las e
ua
iones 
orrespondientes a las va-ria
iones del dilatino y las 
omponentes del gravitino en las dire

iones del volumen delmundo de las Dp-branas, obteniendo 
omo antes una e
ua
i�on algebrai
a que es una liga-dura restringe el n�umero de 
omponentes independientes de los espinores de Killing. Lamisma ligadura resuelve todas estas e
ua
iones. Despu�es usamos la ligadura para resolverlas e
ua
iones 
orrespondientes a las 
omponentes del gravitino en las dire

iones trans-versas. El resultado es un sistema de e
ua
iones diferen
iales desa
opladas que determinanla dependen
ia del espinor de Killing en las dire

iones transversas a la Dp-brana ~x(9�p)salvo por una 
onstante global que 
orresponde a la normaliza
i�on del espinor. La depen-den
ia en ~x(9�p) est�a 
on
entrada en un fa
tor que multipli
a a un espinor 
onstante �̂0 quesatisfa
e la ligadura algebrai
a. El resultado es
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IIA: �̂ = H�1=8Dp �̂0 ; �1� i�̂01���p ���̂11� p+22 � �̂0 = 0 ,IIB: "̂ = H�1=8Dp "̂0 ; �1� i�̂01���pP p+32 � "̂0 = 0 . (4.7.14)

4.7.4 Supersimetr��as residuales de la F1Podemos bus
ar simult�aneamente los espinores de Killing de la F1 extrema 
omo solu
i�onde las teor��as tipo IIA, IIB y heter�oti
a es
ribiendo8>><>>: Æ�̂ ̂�̂ = n��̂ � 14 � 6 !̂�̂ + 12 6Ĥ�̂O�o �̂ ;Æ�̂�̂ = n 6 ��̂� 112 6ĤOo � ; (4.7.15)donde � es un espinor de Majorana, un par de espinores Majorana-Weyl o un �uni
o espinorde Majorana y donde O = �11; �3; I, respe
tivamente. Usando la forma expl��
ita de lasolu
i�on E
s. (4.5.9), en
ontramos6!i = �H�3=2F1 �mHF1�im ;6Hi = �2H�1F1�mHF1�01 ;6Hm = ��ijH�3=2F1 �mHF1�mj ; (4.7.16)y, siguiendo los mismos pasos que en el 
aso de las Dp-branas, en
ontramos la solu
i�on�̂ = H1=4F1 �̂0 ; �1� �̂01O� �̂0 = 0 . (4.7.17)4.7.5 Supersimetr��as residuales de la S5De nuevo podemos ha
er el 
�al
ulo simult�aneo para las tres teor��as es
ribiendo8>><>>: Æ�̂ ̂�̂ = n��̂ � 14 � 6 !̂�̂ + 17!e2�̂ 6Ĥ(7) â1���â7�̂�̂â1���â7O�o �̂ ;Æ�̂�̂ = n6��̂ + 12 6Ĥ(7)Oo �̂ ; (4.7.18)donde ahora O = �3 para la IIB y I para las otras dos. El resultado es
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�̂ = �̂0 ; �1� �̂0���5O� �̂0 = 0 . (4.7.19)



Le

i�on 5Agujeros negros en Super
uerdas
5.1 Introdu

i�onEn la �ultima le

i�on vimos que hay solu
iones de las teor��as efe
tivas de las 
uerdas (SUE-GRAS) que des
riben 
on gran pre
isi�on los 
ampos de largo al
an
e de los objetos extensosque apare
en en el espe
tro de las teor��as de 
uerdas 
orrespondientes. En general no sonagujeros negros, 
uya des
rip
i�on en el mar
o de la Teor��a de Cuerdas es nuestro objetivo.En esta le

i�on vamos a dar los �ultimos pasos para en
ontrar solu
iones de tipo agujeronegro extremo1 que 
orrespondan a estados de la Teor��a de Cuerdas.Primeramente vamos a probar a 
onstruirlos por 
ompa
ti�
a
i�on toroidal de las dire
-
iones del volumen del mundo de las solu
iones de p-branas que en
ontramos en le le

i�onanterior. Los agujeros negros que en
ontramos tienen horizontes singulares, de volumen
ero.A nosotros nos gustar��a es obtener un modelo de un agujero negro extremo 
uya geo-metr��a 
l�asi
a sea no-singular, 
uyo horizonte tenga un volumen distinto de 
ero. Para estohay que 
onstruir primero solu
iones que des
riban m�as de un objeto extenso: interse

io-nes. Vamos a estudiar las 
ondi
iones bajo las que existen y las solu
iones 
l�asi
as de lasSUEGRAS que las des
riben.Inmediatamente despu�es vamos a 
ompa
ti�
ar una de estas solu
iones que representaninterse

iones para obtener en d = 5 un agujero negro extremo 
ompletamente regular.Realmente es una familia uno de 
uyos miembros es el 
ono
ido agujero extremo de Reissnery Nordstr�om en d = 5.Tras este primer �exito, vamos a ver que la Teor��a de Cuerdas nos permite 
al
ularel valor de su entrop��a a partir del re
uento de mi
roestados de la Teor��a de CamposConformes de la 
uerda en el va
��o de las p-branas 
orrespondientes. Este era nuestro granobjetivo al 
omenzar este 
urso.Finalmente vamos a enumerar 
osas que por falta de espa
io se nos han quedado fueradel tintero.1Los no-extremos se 
onstruyen f�a
ilmente a partir de los extremos, pero en general, por falta de espa
io,vamos a dedi
arnos a des
ribir en detalle s�olo los extremos.115



116 LECCI �ON 5. AGUJEROS NEGROS EN SUPERCUERDAS5.2 Agujeros de una sola p-branaLas solu
iones naturales de las teor��as efe
tivas de 
uerdas son objetos extensos (salvo laD0-brana). El pro
edimiento m�as sen
illo para generar solu
iones de tipo agujero negro es
ompa
ti�
ar las anteriores en las dire

iones del volumen del mundo. Re
ordemos que enesta opera
i�on la fun
i�on arm�oni
a no 
ambia.Es f�a
il ver que la 
uerda fundamental F1 E
. (4.5.9) enrollada en un 
��r
ulo da lugaral agujero negro 
argado extremo en d = 98>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
d~s2E = H�6=7F1 dt2 �H1=7F1 d~x 28 ;ds2s = H�1F1dt2 � d~x 28 ;At = � �H�1F1 � 1� ;e�2(���0) = H1=2F1 ;K=K0 = H�1=2F1 :

(5.2.1)
El horizonte est�a en el polo de HF1 ~x8 = 0. En ese punto, el volumen del 
��r
ulo
ompa
to, medido por el m�odulo K va a 
ero y el dilat�on diverge. Adem�as el �area delhorizonte es 
ero.Una 5-brana solit�oni
a S5 E
. (4.5.12) enrollada en un 5-toro da lugar al siguienteagujero negro 
argado extremo en 
in
o dimensiones:8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

d~s2E = H�2=3S5 dt2 �H1=3S5 d~x 24 ;ds2s = dt2 �HS5d~x 24 ;At = � �H�1S5 � 1� ;e�2(���0) = H�1S5 ;K=K0 = 1 : (5.2.2)
En este 
aso el volumen del 5-toro es �nito en el horizonte, y el dilat�on va a a 
ero,pero el horizonte sigue teniendo �area 
ero en el sistema de referen
ia de Einstein (aunquees �nito en el de la 
uerda).Las Dp-branas E
. (4.5.17) enrolladas en un p-toros dan lugar a los siguientes agujerosnegros 
argados extremos en 10� p dimensiones:



5.3. REGLAS DE INTERSECCI �ON 1178>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
d~s2E = H� 7�p8�pDp dt2 �H 1(8�p)Dp d~x 29�p ;ds2s = H�1=2Dp dt2 �H1=2Dp d~x 24 ;At = � �H�1Dp � 1� ;e�2(���0) = H p�64Dp ;K=K0 = H�p=4Dp :

(5.2.3)
En todos los 
asos el volumen del p-toro y tambi�en (ex
epto si p � 6) el dilat�on sonsingulares en el horizonte. El �area del horizonte en el sistema de Einstein es siempre 
ero,aunque para p = 3 no lo sea en el sistema de referen
ia 
onforme de la 
uerda.Podemos 
ompa
ti�
ar tambi�en dimensiones transversas o una 
ombina
i�on de ambas,pero en todos los 
asos vamos a obtener agujeros negros 
on horizontes singulares de�area 
ero, porque todos ellos son m�aximamente sim�etri
os y sabemos que no hay agujerosnegros regulares m�aximamente supersim�etri
os en el sistema de referen
ia de Einstein. Estaobserva
i�on nos da una pista para 
onstruir agujeros regulares: romper m�as supersimetr��aa trav�es de interse

iones de p-branas.5.3 Reglas de interse

i�onUna vez obtenidas las solu
iones 
orrespondientes a objetos/estados \elementales"es l�ogi
opreguntarse por la existen
ia de estados ligados en los que hay presentes varios objetos detipos distintos, y por las solu
iones que los des
riben. En las teor��as supersim�etri
as hay untipo de estados ligados parti
ularmente f�a
il de des
ribir: aquellos en los que la energ��a deligadura es 
ero, 
omo 
uando hay varios objetos BPS del mismo tipo paralelos y en equili-brio est�ati
o formando un estado BPS. Este tipo de estados juega un papel muy importanteen lo que sigue. Si queremos tener varios objetos supersim�etri
os formando un estado su-persim�etri
o, podemos empezar por estudiar el super�algebra para ver en qu�e 
ondi
ioneses 
ompatible imponer la aniquila
i�on de un mismo estado por las 
argas de supersimetr��aaso
iadas a los distintos objetos (que pueden ser iguales, pero no paralelos) que en generaltendr�an varias dire

iones (aparte del tiempo) 
omunes, es de
ir: se interse
tar�an.Como vimos en su momento, la aniquila
i�on de los estados por las super
argas era
ompletamente equivalente a la a

i�on de 
iertos proye
tores sobre espinores. Para unap-brana extendida en las dire

iones y1 : : : yp, que podemos representar as�� (p = 5)5� brana + + + + + + � � � � (5.3.1)el proye
tor tiene la forma gen�eri
a E
. (2.2.31) que rees
ribimos as�� (Z(p) = �M)



118 LECCI �ON 5. AGUJEROS NEGROS EN SUPERCUERDASPp� = �1� �01���pOp� � = 0 : (5.3.2)La pregunta que nos hemos he
ho (>
u�ales son las reglas de interse

i�on de los objetosextensos que hemos estudiado?) se tradu
e enton
es en la 
ompatibilidad de imponerPp� = 0 y Pp0� = 0, en el 
aso de una p- y una p0-brana. El an�alisis general es 
ompli
adopor la presen
ia de Op. Si ignoramos su presen
ia por un momento (
onsiderando, porejemplo, objetos iguales pero no paralelos), podemos ver que[Pp; Pp0℄ = 0 ; (5.3.3)si el n�umero de dimensiones transversas relativas total (dire

iones que para una de ellasson de volumen del mundo y para la otra no) es 0 mod 4. Por ejemplo, si tenemos dos S5esta 
on�gura
i�on dar��a lugar a proye
tores 
ompatiblesS5 + + + + + + � � � �S5 + + + + � � + + � � (5.3.4)porque las dire

iones 4 y 5 son del volumen del mundo de la primera pero transversas a lasegunda y las 6 y 7 al rev�es, 
on lo que hay 4 dimensiones transversas relativas. Tambi�en�esta dar��a lugar a proye
tores 
ompatiblesS5 + + + + + + � � � �S5 + + � � � � + + + + (5.3.5)porque tiene un total de 8 dire

iones transversas relativas. En la nota
i�on de la Ref. [1℄,estas 
on�gura
iones son, respe
tivamenteS5 ? S5(3) ; S5 ? S5(1) : (5.3.6)En las teor��as que nos o
upan, Op = I;�11; �1; i�2, y depende de p mod 4 para Dp-branas, de lo que dedu
imos que podemos tener un estado ligado 
on energ��a de ligadura
ero, de una Dp-brana y una D(p+ 4)-brana que se interse
tan en p dire

iones:Dp ? D(p+4)(p) : (5.3.7)Podemos estudiar 
asos m�as 
ompli
ados o simplemente generarlos utilizando las reglasde dualidad. Adem�as se pueden estudiar 
on�gura
iones en las que las p-branas no sonperpendi
ulares, sino que forman �angulos. En todos estos 
asos, 
ada uno de los dosproye
tores 
ompatibles redu
e el n�umero de supersimetr��as residuales a la mitad, de formaque la 
on�gura
i�on total tiene 1=4 de las supersimetr��as totales preservadas.Antes de generar m�as reglas de interse

i�on por dualidad, es interesante ver otro m�etodopor el que se pueden dedu
ir, basado en el estudio de la 
onserva
i�on de la 
arga aso
iadaa las p-branas en la teor��a de SUGRA [200, 201℄. Consideremos una 
uerda fundamentalde la teor��a tipo IIB F1B (el objeto que se a
opla a la 2-forma NSNS B̂��). Su 
arga 
onrespe
to a B̂�� viene dada, en ausen
ia de otros 
ampos, por



5.3. REGLAS DE INTERSECCI �ON 119qF1 � ZS7 e�2'?Ĥ ; (5.3.8)donde S7 es una 7-esfera que rodea a la 
uerda en las dire

iones transversas. Esta 
argaes distinta de 
ero s�olo si la 
uerda es in�nita o es 
errada (topol�ogi
amente un 
��r
ulo).La raz�on es que esta integral es invariante bajo deforma
iones 
ontinuas de la 7-esfera enlas que �esta no 
ru
e singularidades, lo que se demuestra usando que, fuera de la 
uerda,que es una fuente lo
alizada del 
ampo B̂��de�2'?Ĥ = 0 : (5.3.9)Si la 
uerda tiene extremos libres, la 7-esfera se puede deslizar 
ontinuamente a lolargo de la 
uerda hasta ir m�as all�a de los extremos y enton
es 
ontraerla a un punto sinen
ontrar ninguna singularidad2, 
on lo que la integral vale 
ero.La situa
i�on 
ambia en presen
ia de otros 
ampos3. El invariante de homotop��a quedebemos utilizar para de�nir la 
arga4 es ahoraqF1 � ZS7 �e�2'?Ĥ � ?Ĝ(3)Ĉ(0) � Ĝ(5)Ĉ(2)� : (5.3.10)Consideramos una 
uerda semi-in�nita 
on un extremo. A una distan
ia L su�
ientementegrande del extremo podemos ignorar los 
ampos distintos de B̂�� , y la 
arga debe de seraproximadamente la misma que en el 
aso anterior, tanto m�as aproximada a ella 
uantomayor sea L para un valor �jo del radio R de la 7-esfera. Si deslizamos la 7-esfera ha
iael extremo, los otros 
ampos deben de empezar a 
ontribuir (si no, estamos en el 
asoanterior), pero podemos ha
er que la integral siga dando aproximadamente el mismo valorde qF1 ha
iendo tender R ! 0 
on R=L 
onstante hasta que la �uni
a 
ontribu
i�on a laintegral provenga del extremo. Ah�� la 7-esfera degenerada se puede des
omponer, porejemplo, en el produ
to S5 � S2, suponiendo que sea el ter
er t�ermino en el integrando elrelevante en este 
aso, 
on lo que toda la 
ontribu
i�on a qF1 proviene deZS5 Ĝ(5) ZS2 Ĉ(2) : (5.3.11)La primera integral es la 
arga de una D3-brana (por autodualidad de Ĝ(5)), de formaque la 
uerda tiene su extremo en una D3-brana. En 
uanto a la segunda integral, si nohay ninguna D1, podemos suponer que dentro de la D3-brana Ĝ(3) � dĈ(2) = 0, y, s�ololo
almente, Ĉ(2) = dV (1), 
on lo que qF1 � ZS2 dV (1) : (5.3.12)2Esto se puede visualizar bien en 
uatro dimensiones donde las dimensiones transversas a una 
uerdason dos en vez de o
ho, sustituyendo S7 por S1.3En la 
uerda heter�oti
a no hay otros 
ampos que modi�quen la situa
i�on, pero en las de tipo II s��.4Esta de�ni
i�on de 
arga es la de Page [182℄.



120 LECCI �ON 5. AGUJEROS NEGROS EN SUPERCUERDASLa interpreta
i�on es 
lara: una 
uerda fundamental puede a
abar en (interse
tar) unaD3-brana. En el punto del volumen del mundo de la D3-brana 
orrespondiente a la inter-se

i�on hay un 
ampo ve
torial ex
itado de forma que su 
arga magn�eti
a es la misma dela 
uerda fundamental. Ese 
ampo es el dual del 
ampo de Born e Infeld que est�a presenteen la a

i�on de la D3-brana.Este argumento pare
e depender de posibles rede�ni
iones de 
ampos, pero en realidad,lo que se ve es que otras variables son m�as ade
uadas para des
ribir otras interse

iones[200℄. Por otro lado, su virtud es que demuestra la rela
i�on existente entre la f��si
a enel espa
io-tiempo ambiente y en los vol�umenes del mundo de las p-branas. Es posible,por ejemplo, ver las 
uerdas fundamentales an
ladas en las Dp-branas 
omo ex
ita
ionessolit�oni
as de los 
ampos de BI llamadas BIones [202℄ et
.Las sistemas F1 ? Dp(0) ; (5.3.13)son muy 
onvenientes para empezar a generar m�as reglas de interse

i�on por dualidad.Todos ellos est�an rela
ionados por dualidad T en dire

iones perpendi
ulares a la F1. Sitomamos la interse

i�on F1B ? D3(0) y efe
tuamos una transforma
i�on de dualidad S, ob-tenemos una interse

i�on entre Dp-branas: D1 ? D3(0) y ha
iendo ahora transforma
ionesde dualidad T en dire

iones transversas 
omunes, obtenemos las interse

ionesDp ? Dp+2(p� 1) ; p � 1 : (5.3.14)Si ha
emos transforma
iones de dualidad T en la dire

i�on de la D1 en vez de en lastransversas 
omunes, tenemos la D0 ? D4(0) y ha
iendo de nuevo dualidad T en lastransversas 
omunes generamos las interse

ionesDp ? Dp+4(p) : (5.3.15)Por dualidad S de la D1 ? D5(1) que est�a en esta 
lase, generamos laF1 ? S5B(0) : (5.3.16)Si ha
emos dualidad T en una dire

i�on del volumen del mundo de la D3 en la 
on�-gura
i�on D1 ? D3(0), en la familia E
. (5.3.14) obtenemos D2 ? D2(0) y ha
iendo nuevasdualidades T en las dire

iones transversas 
omunes, generamos la familiaDp ? Dp(p� 2) ; p � 2 : (5.3.17)Si ha
emos dualidad S a la F1 ? D5(0) en la familia E
. (5.3.13), generamos la D1 ?S5B(0) y 
on dualidades su
esivas en dire

iones transversas relativas a las Dp-branas,generamos la familia Dp ? S5(p� 1) ; p � 1 ; (5.3.18)et
. El resumen de todos estos resultados es:



5.3. REGLAS DE INTERSECCI �ON 121F1 k S5, F1 ? Dp(0),S5 ? S5(1), S5 ? S5(1), S5 ? Dp(p� 1) (p > 1),Dp ? Dp0(m) p+ p0 = 4 + 2m,W k F1, W k S5, W k Dp,KK ? Dp(p� 2). (5.3.19)
En 11 dimensiones, in
luyendo interse

iones 
on ondas gravita
ionales y monopolosde Kaluza-Klein [204℄M2 ? M2(0), M2 ? M5(1), M5 ? M5(1), M5 ? M5(3),W k M2, W k M5,KK k M2, KK ? M2(0), KK k M5, KK ? M5(1), KK ? M5(3),W k KK, W ? KK(2), W ? KK(4). (5.3.20)
Est�a 
laro que podemos extender este juego a un n�umero mayor de branas y que elrequisito de que formen un estado ligado 
on energ��a de ligadura 
ero es que los proye
toresaso
iados 
onmuten entre s��. En el 
aso de 3 p-branas, en general la supersimetr��a delsistema se redu
e a 1=8 del total, ex
epto en algunos 
asos en los que la ter
era p-branano rompe ninguna supersimetr��a adi
ional. Este 
aso est�a rela
ionado 
on la 
rea
i�on dep-branas 
uando otras se 
ruzan, por ejemplo [203℄ 
uando una D5-brana y una S5B-branase 
ruzan, se 
rea una D3-brana aso
iada a la interse

i�on. El proye
tor de la D3-branano impone ninguna 
ondi
i�on adi
ional.5.3.1 Solu
iones: superposi
iones arm�oni
asFinalmente, veamos qu�e solu
iones 
l�asi
as de las teor��as efe
tivas de 
uerdas des
ribenestas 
on�gura
iones. Un 
ompendio �util sobre interse

iones es el de Gauntlett [205℄. Lasprimeras solu
iones fueron identi�
adas por Papadopoulos y Townsend en la Ref. [207℄de entre una familia muy amplia des
ubierta por G�uven en la Ref. [206℄. Resulta queestas solu
iones, y todas las 
orrespondientes a sistemas ligados 
on energ��a de ligadura
ero se pueden 
onstruir por superposi
i�on arm�oni
a de las solu
iones que des
riben a unos�olo de los objetos [208, 209℄, poniendo a 
ada 
omponente de la m�etri
a, multipli
adas,las fun
iones arm�oni
as que tienen las solu
iones individuales, 
on las mismas poten
ias,pero donde las fun
iones arm�oni
as s�olo dependen ahora de las dimensiones transversas
omunes. Un ejemplo vale aqu�� m�as que mil palabras: si las solu
iones que des
riben una
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a 
uerda fundamental y una �uni
a Dp-brana son las E
s. (4.5.9) y (4.5.17), la solu
i�onque des
ribe la interse

i�on de una 
uerda fundamental que est�a en la dire

i�on y y unaDp-brana que est�a en las dire

iones ~zp � (z1; : : : ; zp) es
dŝ2s = H�1=2Dp H�1F1dt2 �H+1=2Dp H�1F1dy 2 �H�1=2Dp d~z 2p �H+1=2Dp d~x 28�p ;e�2(�̂��̂0) = H (p�3)2Dp HF1 ;Ĉ(p+1)tz1���zp = �e��̂0 �H�1Dp � 1� ;B̂ty = � �H�1F1 � 1� ;HDp;F1 = 1 + hDp;F1j~x8�pj6�p ;

(5.3.21)
Es evidente 
�omo extender este ejemplo a otros 
asos. Lo importante es que las solu-
iones as�� obtenidas no son enteramente satisfa
torias porque no nos di
en en qu�e puntola F1 interse
ta la Dp-brana, y las F1 est�a deslo
alizada sobre el volumen del mundo de laDp-brana. En algunos 
asos las dependen
ia de las fun
iones arm�oni
as se puede extendera algunas de las dimensiones transversas relativas, pero no hay solu
iones que des
riban in-terse

iones 
ompletamente lo
alizadas. Una referen
ia en la que se dis
ute este problemaes [210℄.Que se puedan 
onstruir estas solu
iones por superposi
i�on en una teor��a tan no-lineal
omo la gravita
i�on nos da idea de lo espe
iales que son, de lo pe
uliar que es tener objetos
uya energ��a de intera

i�on es 
ero y de lo 
ru
ial que es la supersimetr��a en este juego.5.3.2 Interse

iones 
on ondas gravita
ionales y transforma
io-nes de Lorentz singularesAntes de �nalizar esta le

i�on vamos a ver un m�etodo de generar solu
iones que des
ribenuna onda gravita
ional propag�andose en una dire

i�on del volumen del mundo de una p-brana 
ualquiera. El m�etodo fue ideado originalmente por Ai
helburg y Sexl para generaruna onda gravita
ional plana de 
hoque a partir de la solu
i�on de S
hwarzs
hild [211℄.Apli
ado a las p-branas negras 
argadas de las E
s. (4.3.6), nos va a dar una onda gravita-
ional plana movi�endose en el volumen del mundo de una p-brana extrema. Esto nos va adar pie para estudiar las ondas planas, que son solu
iones puramente gravita
ionales queno pertene
en a las familias de solu
iones que hemos estudiado.Consideremos una solu
i�on de la forma gen�eri
a



5.3. REGLAS DE INTERSECCI �ON 1238>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
ds2 = H� �Wdt2 � d~y 2p�1 � dz2��H� [W�1d�2 + �2d
2℄ ;e�2(���0) = H
 ;A(p+1) ty1���yp�1z = � (H�1 � 1) :W = 1 + !�n ; H = 1 + h�n ; (5.3.22)

Ni la dimensi�on ni el sistema de referen
ia 
onforme en el que trabajemos son relevantes.Ha
emos la transforma
i�on de Lorentz� tz �! � 
osh 
 sinh 
sinh 
 
osh 
 �� tz � ; (5.3.23)que deja invariante todo5 menos este trozo de la m�etri
a:Wdt2 � dz2 ! dt2 � dz2 + 
osh2 
(W � 1)(dt+ tanh2 
dz)2 ; (5.3.24)que en el l��mite singular 
 !1, ! ! 0 
on e2
! ! hW �nito, se 
onvierte enH�1W dt2 �HW [dz � (H�1W � 1)dt℄2 ; HW = 1 + hW�n ; (5.3.25)y obtenemos la nueva solu
i�on 
on m�etri
ads2 = H� �H�1W dt2 �HW [dz � (H�1W � 1)dt℄2 � d~y 2p�1	�H�d~x2 ; (5.3.26)y los dem�as 
ampos 
omo antes. Esta solu
i�on tiene dos par�ametros independientes h yhW . Si h = 0 todos los 
ampos salvo la m�etri
a se vuelven triviales y obtenemos unanueva solu
i�on puramente gravitatoria: la onda gravita
ional plana, v�alida en 
ualquierdimensi�on y para 
ualquier fun
i�on arm�oni
a HW de las 
oordenadas ~xn, aunque nosotroses
ogemos aqu�� una determinada (d > 4):ds2 = H�1W dt2 �HW [dz + �(H�1W � 1)dt℄2 � d~x2d�2 ;HW = 1 + hWj~xd�2jd�4 ; � = �1 ; (5.3.27)donde hemos in
luido el par�ametro �: � = +1(�1) 
uando la onda se propaga en ladire

i�on positiva (negativa) del eje z.5Esto es as�� porque la (p+ 1)-forma tiene los dos ��ndi
es tz.



124 LECCI �ON 5. AGUJEROS NEGROS EN SUPERCUERDASLa solu
i�on general 
laramente representa la onda propag�andose en la dire

i�on �z delvolumen del mundo de la p-brana y obede
e la regla de superposi
i�on arm�oni
a.Para determinar la 
onstante de integra
i�on hW en t�erminos de las 
onstantes f��si
aspodemos utilizar de nuevo el m�etodo de la fuente, que aqu�� ser�a la a

i�on de una part��
ulasin masa. El resultado es, primeramente, que HW debe de ser reemplazada porHW = 1 + hWj~xd�2jd�4 Æ(u�) : u = 1p2(t� �z) : (5.3.28)(El fa
tor Æ(u�) apare
e tambi�en al tomar el l��mite 
 ! 0 
on 
uidado [211℄.) Segundo,hW = ��p2jpzj8�G(d)N(d� 4)!(d�3) ; (5.3.29)donde pz es el momento que transporta la onda. �Este es un par�ametro 
ontinuo (a diferen
iade la masa ya la 
arga de las p-branas BPS), ex
epto si la dire

i�on z es 
ompa
ta, en
uyo 
aso est�a 
uantizado en m�ultiplos enteros de 1=Rz. Si queremos obtener la solu
i�on
ompa
ti�
ada, tenemos que tener en 
uenta que a fun
i�on arm�oni
a HW depende de za trav�es de u y tenemos que ha
er una expansi�on en serie de Fourier y quedarnos 
on elmodo 
ero Æ(u�) � �� p22�Rz ; (5.3.30)lo que, 
ombinado 
on la 
uantiza
i�on del momento nos dahW = jN j8G(d)NR2z(d� 4)!(d�3) : (5.3.31)5.3.3 Agujeros negros a partir de interse

ionesAhora estamos en 
ondi
iones de 
onstruir nuevas solu
iones de tipo agujero negro a partirde interse

iones de p-branas. Las m�as sen
illas son las de tipo Dp k Dp+4. No queremosutilizar branas 
on p > 6 porque si no no obtendr��amos solu
iones asint�oti
amente planas, yesto s�olo nos deja tres posibilidades: D0 k D4, D1 k D5 y D2 k D6 que est�an rela
ionadaspor dualidad T y son ade
uadas para agujeros negros en d = 6; 5; 4 respe
tivamente, odimensiones m�as bajas 
ompa
ti�
ando dimensiones transversas. Sin embargo, sabemosque los agujeros negros regulares tienen m�as de dos 
argas (y est�an 
ompuestas por m�asde dos objetos) por lo que vamos a tener que a~nadirlos. Lo m�as sen
illo es a~nadir unaonda gravita
ional en una de las dire

iones del volumen del mundo 
omunes. Esto s�olo
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asos. A los dos primeros se les puede a~nadir una 
uerdafundamental.Si queremos obtener un agujero negro en d = 4 adem�as vamos a ne
esitar un 
uartoobjeto que suele ser un monopolo de Kaluza-Klein o una S5. Por simpli
idad vamos a
onsiderar el 
aso en d = 5 D1 k D5 al que vamos a a~nadir una onda gravita
ional enla dire

i�on de la 
uerda. Esta 
on�gura
i�on fue estudiada por primera vez por Callany Malda
ena en la Ref. [215℄, 
omo alternativa m�as simple a la 
onstru

i�on original deStrominger y Vafa [214℄, y su versi�on dual W k D2 k D6 fue 
onsiderada po
o despu�espor Malda
ena y Strominger en la Ref. [217℄. En d = 4 se usaron las 
on�gura
ionesW k D2 k D6 m�as una S5 en el mismo art��
ulo y las 
on�gura
iones D0 k D4 y D1 k D5
on F1 y monopolo de Kaluza-Klein por Johnson, Khuri y Myers en Ref. [218℄. Nosotrosno hemos men
ionado el momento angular, pero es posible tener tambi�en agujeros negrossupersim�etri
os 
on momento angular en d = 5 y su 
onstru

i�on a partir de 
on�gura
ionesde objetos extensos de Teor��a de Cuerdas se hizo en la Ref. [216℄.
5.4 El agujero extremo W k D1 k D5 en d = 5La solu
i�on de la que vamos a partir se 
onstruye usando el prin
ipio de superposi
i�onarm�oni
a. La 
on�gura
i�on de ND1 D1-branas, ND5 D5-branas y una onda gravita
ional
on n�umero de momento NW esD1 + + � � � � � � � �D5 + + + + + + � � � �W + ! � � � � � � � � (5.4.1)donde un signo + indi
a que esa dire

i�on es del volumen del mundo de la brana (isom�etri
a,pues), un signo menos que es una dire

i�on transversa en la que la solu
i�on 
onservala dependen
ia, un � que es una dire

i�on transversa pero que hemos 
ompa
ti�
ado,eliminando primero la dependen
ia en esa 
oordenada por el pro
edimiento expli
ado enel 
ap��tulo anterior, y el signo! denota la dire

i�on de propaga
i�on de la onda, y tambi�envamos a eliminar la dependen
ia en la misma. Las dire

iones espa
iales 
on +;� �o! vana estar 
ompa
ti�
adas en un 5-toro T 5 = S1�T 4 de volumen V 5 = 2�RV 4 donde R es elradio de la 
oordenada y1 y V 4 = (2�)4R2 : : : R4 el del T 4 en el que est�an 
ompa
ti�
adaslas 
oordenadas y2; : : : ; y4 y las fun
iones arm�oni
as van a depender �uni
amente en las 4
oordenadas transversas 
omunes ~x4.El prin
ipio de superposi
i�on arm�oni
a nos da la siguiente solu
i�on 10-dimensional, enel sistema de referen
ia de la 
uerda:



126 LECCI �ON 5. AGUJEROS NEGROS EN SUPERCUERDAS8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
dŝ2s = H�1=2D1 H�1=2D5 nH�1W dt2 �HW �dy1 + �W (H�1W � 1)dt�2o�H1=2D1H�1=2D5 d~y 24 �H1=2D1H1=2D5 d~x 24 ;e�2(�̂��̂0) = HD5=HD1 ;Ĉ(2)ty1 = �D1 �H�1D1 � 1� ;Ĉ(6)ty1���y5 = �D5 �H�1D5 � 1� ;

(5.4.2)
donde �2D1;D5;W = 1 son los signos de las 
argas y el momento y donde las fun
ionesarm�oni
as est�an dadas porHi = 1 + r2ij~x4j2 ; i = D1; D5;W ; (5.4.3)donde, para la D5-brana, ninguna de 
uyas dimensiones transversas ha sido 
ompa
ti�
adar2D5 = ND5hD5 = ND5`2sg ; (5.4.4)para la D1-brana, 
uatro de 
uyas dimensiones transversas han sido 
ompa
ti�
adas en un4-toro, usando la rela
i�on E
. (4.6.9)r2D1 = ND1hD1 !(5)V 4!(1) = ND1`6sgV ; V � R2 : : : R5 ; (5.4.5)y para la onda gravita
ional, que se propaga en una dire

i�on 
ompa
ta y tiene 4 dire
-
iones 
ompa
tas transversas, usando primero E
. (5.3.31), donde G(10)N viene dada porE
. (3.2.28), y luego E
. (4.6.9)r2W = hW !(5)V 4!(1) = NW `8sg2R2V : (5.4.6)Los tres ND1; ND5; NW son enteros positivos.Podemos 
ompa
ti�
ar inmediatamente la solu
i�on a 5 dimensiones, obteniendo unasolu
i�on 
on tres 
argas relativas a tres 
ampos ve
toriales, y 
on tres m�odulos: el dilat�on�, KV que mide el volumen lo
al del 4-toro y KR que mide la longitud del 
��r
ulo en elque se enrolla la D-
uerda:
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d~s2E = (HD1HD5HW )�2=3 dt2 � (HD1HD5HW )1=3 d~x 24 ;ds2s = (HD1HD5)�1=2H�1W dt2 � (HD1HD5)1=2 d~x 24 ;A(D1;D5;W )t = �D1;D5;W �H�1D1;D5;W � 1� ;KV =KV 0 = HD1=HD5 ; e�2(���0) = KR=KR0 = (HD1HD5)�1=4H1=2W : (5.4.7)

Los tres m�odulos son �nitos en el horizonte de este agujero negro extremo. Adem�as, elvolumen del horizonte (en el sistema de referen
ia 
onforme de Einstein) es tambi�en �nito,
omo en el agujero de Reissner y Nordstr�om extremoA = !(3) �limj~x4j!0 j~x4j6 HD1HD5HW�1=2 = 2�2 (rD1rD5rW )1=2= 2�2pND1ND5NW `8sg2RV : (5.4.8)La entrop��a en 
ualquier dimensi�on viene dada por un 
uarto del volumen del horizontemedida en unidades de Plan
k [187℄:S = A4G(5)N ; G(5)N = G(10)N(2�)5RV = �4 `8sg2RV ; (5.4.9)lo que impli
a la bell��sima f�ormulaS = 2�pND1ND5NW : (5.4.10)Al expresar todos los par�ametros de la teor��a y la solu
i�on en fun
i�on de 
onstantes de laTeor��a de Cuerdas hemos obtenido un valor para la entrop��a que no depende de ninguno delos m�odulos g; R; V ni de la longitud de la 
uerda `s, y s�olo depende de n�umeros enteros, loque nos ha
e 
on
ebir esperanzas de que este valor se pueda expli
ar a trav�es del re
uentode estados. Observemos que la masa del agujero negro s�� depende de los m�odulos:M = ND1Rg`s + ND5RVg`6s + NWR : (5.4.11)



128 LECCI �ON 5. AGUJEROS NEGROS EN SUPERCUERDASSi rD1 = rD5 = rW enton
es todos los m�odulos toman un valor 
onstante6, y la m�etri
aes (no hay distin
i�on entre los sistemas de la 
uerda y Einstein)ds2 = H�2dt2 �Hd~x 24 ; H = HD1 = HD5 = HW ; (5.4.12)justamente la del agujero negro extremo de Reissner y Nordstr�om en d = 5. Esta m�etri
aest�an entre las solu
iones extremas del modelo a 
on a = p = 0; d = 5 E
. (4.3.7). La �uni
adiferen
ia es que ah�� est�a 
argada s�olo 
on respe
to a un ve
tor y aqu�� 
on respe
to a 3.Esto es ne
esario para que podamos 
onsiderar la solu
i�on 
omo una solu
i�on de la teor��aefe
tiva de 
uerdas IIB, que tiene mu
hos m�as 
ampos 
uyas e
ua
iones de movimiento sehan de satisfa
er in
luso aunque tomen su valor de va
��o.Hemos as�� 
onseguido no s�olo obtener una solu
i�on de agujero negro extremo 
on en-trop��a distinta de 
ero en una teor��a de SUGRA, sino que hemos identi�
ado todos sus
omponentes elementales: D1- y D5-branas m�as una onda gravita
ional. El siguiente pa-so es intentar dedu
ir de esta 
omposi
i�on ma
ros
�opi
a, el n�umero de mi
roestados delsistema y obtener de �el la entrop��a.5.5 Mi
roestados y entrop��a de W k D1 k D5Desde el punto de vista de la Teor��a de Cuerdas mi
ros
�opi
a, el agujero negro que hemosobtenido es un va
��o en el que se debe 
uantizar la 
uerda, teniendo en 
uenta las 
ondi-
iones de 
ontorno que impone la presen
ia de D-branas. Pero no sabemos 
uantizar la
uerda en �el porque en general la 
onstante de a
oplo de la 
uerda va a ser grande y s�olosabemos 
uantizar perturbativamente las 
uerdas.En este punto ha
emos uso de la independen
ia de la entrop��a de la 
onstante de a
oplo,una independen
ia aso
iada a la supersimetr��a. Si tomamos el l��mite g ! 0, puesto quetodos los ris llevan poten
ias positivas de g, la solu
i�on tiende al espa
io plano. En estel��mite de espa
io plano s�� sabemos 
uantizar las 
uerdas e identi�
ar los mi
roestados. Elresultado, del que derivaremos la entrop��a ser�a v�alido para g grande, en el que re
uperamosel agujero negro extremo. �Este es uno de los puntos 
ru
iales de este 
�al
ulo. Otra raz�onpor la que el 
�al
ulo es v�alido es porque los �uni
os mi
roestados que 
ontribuyen a laentrop��a son tambi�en BPS. Su n�umero est�a determinado por la supersimetr��a (es de
ir,por la 
inem�ati
a, no la din�ami
a) y es 
ompletamente independiente de g, 
omo de he
hodemuestra la expresi�on que hemos obtenido para S.As�� pues, debemos de identi�
ar la teor��a de 
uerdas de�nida en el va
��o de D1- yD5-branas que adem�as tiene momento en la dire

i�on de la D1. En este punto e
hamos demenos el no haber podido dar paralelamente un 
urso de Teor��a de Cuerdas basado en elenfoque tradi
ional de la f��si
a bidimensional en vez de en la f��si
a espa
io-temporal quenosotros hemos seguido, pero es imposible expli
ar ambos enfoques en un tiempo redu
ido.Intentaremos expli
ar al menos la esen
ia de esta parte del 
�al
ulo.6En rigor, dado que estas 
onstantes dependen de los n�umeros enteros ND1; ND5; NW , esto no esposible salvo para valores espa
iales de los m�odulos g;R; V . Sin embargo, si los enteros ND1; ND5; NW sonsu�
ientemente grandes, podemos estar arbitrariamente 
er
a de la igualdad.
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uerdas son 
asos espe
iales de Teor��as de Campos Conformes bidimen-sionales [230℄. Estas teor��as est�an 
ara
terizadas por su 
arga 
entral 
. Adem�as tienenun espe
tro in�nito de estados 
uya degenera
i�on 
re
e 
on la energ��a. El 
omportamientoasint�oti
o de la degenera
i�on de estados viene dado por la f�ormula de Cardy�(E) � ep�(
�24E0)EL=3 ; (5.5.1)donde E0 es la m��nima energ��a y L la longitud de la 
oordenada espa
ial, que aqu�� es2�R. De todo el espe
tro de la teor��a s�olo van a 
ontribuir signi�
ativamente7 a �(E)modos 
orrespondientes a 
uerdas abiertas 
on un extremo en una D1 y otro en unaD5, y 
on momento en la dire

i�on y1. El n�umero de estos modos es propor
ional alprodu
to ND1ND5 puesto que pueden empezar o a
abar en D1- y D5-branas distintas., ypor lo tanto esperamos que 
, que es propor
ional al n�umero de grados de libertad de lateor��a 
onforme, sea propor
ional a este produ
to. Una evalua
i�on pre
isa que no podemosreprodu
ir aqu�� da pre
isamente 
 = 6ND1N2. Por otro lado, la energ��a de estos modoses igual a su momento NW=R. Sustituyendo en la f�ormula de Cardy todos estos datos,tenemos �(E) = e2�pND1ND5NW ; (5.5.2)lo que nos lleva inmediatamente al valor de la entrop��a que 
al
ulamos m�as arriba.5.6 Comentarios �nalesEn el breve tiempo de que hemos dispuesto hemos intentado des
ribir, desde sus funda-mentos, los modelos de agujero negro de la Teor��a de Cuerdas. Hemos llegado a expli
ar
�omo una 
on�gura
i�on de objetos extensos de la teor��a, en a
oplo fuerte, da origen a unam�etri
a de agujero negro 
argado extremo 
on horizonte regular y 
�omo el 
ono
er esa
on�gura
i�on nos permite ha
er un 
�al
ulo estad��sti
o de la entrop��a.Hay mu
has 
osas m�as que desear��amos haber podido 
ontar: los modelos de agujerosextremos en d = 4 [217, 218℄, los de agujeros negros 
uasi-extremos en d = 5 [215, 219℄,d = 4 [221℄ y 
on rota
i�on [220℄ y 
�omo estos modelos expli
an la radia
i�on de Hawking[222, 223, 224℄, el Prin
ipio de 
orresponden
ia [212, 213℄, la rela
i�on de estos 
�al
ulosde la entrop��a 
on el agujero negro en tres dimensiones de Ba~nados, Teitelboim y Zanelli[225, 226, 227, 228℄, y la rela
i�on de todo esto 
on la dualidad entre SUGRA y Teor��as deCampos Conformes [229℄ a trav�es de la geometr��a del horizonte. Esperamos que al le
torinteresado estas le

iones le sirvan 
omo un buen punto de apoyo para adentrarse en esteinteresante mundo de ideas.
7Hay 
ontribu
iones de otros estados a esta f�ormula de la entrop��a, que s�olo debe de ser 
onsideradaaproximada [231℄.



130 LECCI �ON 5. AGUJEROS NEGROS EN SUPERCUERDAS



Ap�endi
e AConvenios y f�ormulas
A.1 Convenios de geometr��a diferen
ialUtilizamos letras griegas �; �; �; : : : 
omo ��ndi
es tensoriales en la base de 
oordenadas(��ndi
es 
urvos) y letras latinas a; b; 
 : : : 
omo ��ndi
es tensoriales en la base del espa
iotangente aso
iada a una t�etrada (��ndi
es Lorentz o planos). Usamos dobles gorros sobreobjetos on
e-dimensionales, un gorro para objetos diez-dimensionales y ninguno para obje-tos en menos dimensiones. Simetrizamos y antisimetrizamos 
on peso uno (dividiendo porn!). A ve
es utilizamos el siguiente 
onvenio: los ��ndi
es que no es
ribimos expl��
itamenteest�an 
ompletamente antisimetrizados en el orden 
orrespondiente. Esto es similar a lanota
i�on de formas diferen
iales, pero los fa
tores num�eri
os di�eren.Nuestra signatura es (+�� � ��). � es la m�etri
a de Minkowski y la m�etri
a en general esg (^̂g es la m�etri
a 11-dimensional, ĝ es la m�etri
a 10-dimensional en el sistema de referen
ia
onforme de la 
uerda). Los ��ndi
es planos y 
urvos est�an rela
ionados por las t�etradas ea�y sus inversos e�a, que satisfa
enea�eb�g�� = �ab ; e�ae�b�ab = g�� : (A.1.1)r es la derivada 
ovariantes total (
on respe
to a reparametriza
iones y transforma
io-nes Lorentz lo
ales) y D es la derivada 
ovariante Lorentz. Est�an de�nidas por (A.1.2)y sobre tensores del espa
io tangente y espinores ( ) porr��� = ���� + ������ ;D��a = ���a + !�ba�b ;r� = �� � 14!�ab�ab ; (A.1.3)donde �ab es el produ
to antisim�etri
o de dos matri
es gamma. Los tensores de 
urvaturay torsi�on 
orrespondientes est�an de�nidos a trav�es de las identidades de Ri
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132 AP�ENDICE A. CONVENIOS Y F�ORMULAS[r�;r�℄ �� = R����(�) �� + T���r��� ;[D�;D�℄ �a = R��ba(!)�b ; (A.1.4)y las 
urvaturas est�an dadas en fun
i�on de las 
onexiones porR����(�) = 2�[���℄�� + 2�[�j����℄�� ;R��ab(!) = 2�[� !�℄ab � 2![�ja
 !j�℄
b : (A.1.5)Imponiendo el postulado de las t�etradasr�ea� = 0 ; (A.1.6)las dos 
onexiones est�an rela
ionadas por!�ab = ��ab + ea���e�b ; (A.1.7)y las 
urvaturas de ambas 
onexiones est�an a su vez rela
ionadas porR����(�) = e�ae�bR��ab(!) : (A.1.8)Si imponemos el postulado m�etri
o r�g�� = 0 ; (A.1.9)enton
es la 
onexi�on se puede es
ribir siempre as��:���� = n �� � o +K��� = ����(g) +K��� ; (A.1.10)donde n �� � o = 12g�� f��g�� + ��g�� � ��g��g : (A.1.11)son los s��mbolos de Christo�el, y K, es el tensor de 
ontorsi�on, que depende del tensor detorsi�on T as��: K��� = 12g�� fT��� + T��� � T���g : (A.1.12)Si, adem�as del postulado m�etri
o imponemos el postulado de las t�etradas, enton
es larela
i�on entre � y ! impli
a!ab
 = !ab
(e) +Kab
 ; !ab
(e) = �
ab
 + 
b
a � 

ab ; 
ab
 = ea�eb��[�e
�℄ :(A.1.13)!(e) es la 
onexi�on de esp��n rela
ionada 
on la 
onexi�on de Levi-Civit�a �(g) por elpostulado de las t�etradas.



A.2. MATRICES GAMMA Y ESPINORES 133A.2 Matri
es gamma y espinoresA.2.1 d = 11Nuestras matri
es gamma 11-dimensionales satisfa
enn^̂�^̂a; ^̂�^̂bo = +2^̂�^̂a^̂b ; (A.2.1)
on la und�e
ima matriz gamma ^̂�10 rela
ionada 
on las otras por^̂� ^̂10 = i^̂�^̂0 : : : ^̂�^̂9 � �i�̂1̂1 ; (A.2.2)donde �̂1̂1 ser�a la matriz de quiralidad en 10 dimensiones. Son puramente imaginarias (esde
ir, est�an en una representa
i�on de Majorana)^̂�^̂a ? = �^̂�^̂a ; (A.2.3)y son todas, salvo ^̂�^̂0, antiherm��ti
as :^̂�^̂0 y = +^̂�^̂0 :^̂�^̂{ y = �^̂�^̂{ ; ^̂{ = 1; : : : ; 10 : (A.2.4)Las propiedades de hermiti
idad 
ombinadas 
on su el he
ho de que son imaginariaspuras, impli
an que todas ellas son sim�etri
as ex
epto ^̂�^̂0, que es antisim�etri
a:^̂�^̂0T = �^̂�^̂0 :^̂�^̂{ T = +^̂�^̂{ ; ^̂{ = 1; : : : ; 10 : (A.2.5)^̂�^̂0 tiene la propiedad ^̂�^̂0 ^̂�^̂a ^̂�^̂0 = ^̂�^̂a y : (A.2.6)por lo que podemos es
oger 
omo matriz de 
onjuga
i�on de Dira
 ^̂D la matriz antisim�etri
ay real ^̂D = i^̂�0 ; (A.2.7)que satisfa
e ^̂D ^̂�^̂a1���^̂an ^̂D�1 = (�1)[n=2℄ �^̂�^̂a1���^̂an�y : (A.2.8)Nuestra matriz de 
onjuga
i�on de 
arga es igual a la de 
onjuga
i�on de Dira




134 AP�ENDICE A. CONVENIOS Y F�ORMULAS^̂C = ^̂D = i^̂�0 ; (A.2.9)y, por lo tanto ^̂C T = ^̂C y = ^̂C�1 = �^̂C ; (A.2.10)y ^̂C ^̂�^̂a ^̂C�1 = �^̂�^̂a T : (A.2.11)Esta �ultima propiedad impli
a^̂C ^̂�^̂a1���^̂an ^̂C�1 = (�1)n+[n=2℄ �^̂�^̂a1���^̂an� T : (A.2.12)La de�ni
i�on habitual de 
onjugado de Dira
�̂̂� = ^̂�yD̂ ; (A.2.13)y 
onjugado de Majorana ^̂�
 = ^̂�T ^̂C ; (A.2.14)y nuestra ele

i�on de matri
es de 
onjuga
i�on de Dira
 y 
arga ^̂C = ^̂D impli
an que la
ondi
i�on de Majorana �̂̂� = ^̂�
 ; (A.2.15)es equivalente a requerir que todas las 
omponentes de un espinor de Majorana sean reales.Usando (A.2.12) y la de�ni
i�on de espinor de Majorana (anti
onmutante), tenemos^̂� ^̂�^̂a1���^̂an ^̂ = (�1)n+[n=2℄ �̂̂ ^̂�^̂a1���^̂an ^̂� ; (A.2.16)
on lo que esta 
ombina
i�on bilineal es sim�etri
a para n = 0; 3; 4; 7; 8 y antisim�etri
a paran = 1; 2; 5; 6; 9; 10.Por otro lado, tomando el 
onjugado herm��ti
o de la misma 
ombina
i�on 1 y usando(A.2.8) tenemos ��̂̂� ^̂�^̂a1���^̂an ^̂ �y = (�1)[n=2℄ �̂̂ ^̂�^̂a1���^̂an ^̂� ; (A.2.17)lo que impli
a, al 
omparar 
on E
. (A.2.16) que pata n par es real e imaginario para nimpar.Finalmente, tenemos la identidad^̂�^̂a1���^̂an = i(�1)[n=2℄+1(11� n)! ^̂�^̂a1���^̂an^̂b1���̂̂b11�n ^̂�^̂b1���̂̂b11�n : (A.2.18)1Usamos el 
onvenio (ab)? = +a?b? para variables anti
onmutantes.



A.2. MATRICES GAMMA Y ESPINORES 135A.2.2 d = 10La representa
i�on de Majorana de las matri
es gamma 11-dimensionales se puede 
onstruira partir de una representa
i�on de Majorana 10-dimensional (son matri
es de la mismadimensi�on) 8><>: ^̂�â = �̂â ; â = 0; : : : ; 9 ;^̂�10 = +i�̂0 : : : �̂9 : (A.2.19)Los espinores 10-dimensionales son id�enti
os a los 11-dimensionales y las mismas de�-ni
iones e identidades son v�alidas para ellos, pero en 10 dimensiones tambi�en se puedende�nir espinores de Weyl, que poseen propiedades adi
ionales. Los espinores de Weyl sede�nen 
on la matriz de quiralidad �̂11�̂11 = ��̂0 : : : �̂9 = i^̂�10 ; (A.2.20)que es herm��ti
a y satisfa
e (�̂11)2 = +1. Espinores de Weyl de quiralidad positiva  ̂(+) ynegativa  ̂(�) se de�nen por �̂11 ̂(�) = � ̂(�) : (A.2.21)Adem�as, en 10 dimensiones se pueden de�nir espinores de Majorana-Weyl. Es �utiltrabajar en una representa
i�on de Majorana-Weyl de las matri
es gamma en la que �estasson imaginarias y �̂11 toma la forma�̂11 = I16�16
 �3 = 0� I16�16 00 �I16�16 1A : (A.2.22)En la representa
i�on de Majorana-Weyl, 
ada espinor de Majorana (real) se puede
onstruir 
omo suma dire
ta de un espinor de quiralidad positiva y otro de quiralidadnegativa de 16 
omponentes:  ̂ = 0�  ̂(+) ̂(�) 1A : (A.2.23)Finalmente, tenemos la identidad�11�̂â1���ân = (�1)[(10�n)=2℄+1(10� n)! �̂â1���ân b̂1���̂b10�n�̂b̂1���̂b10�n : (A.2.24)



136 AP�ENDICE A. CONVENIOS Y F�ORMULASA.2.3 d = 9La representa
i�on 10-dimensional de Majorana-Weyl, se puede 
onstruir a partir de unarepresenta
i�on puramente real (Majorana) de las matri
es gamma 9-dimensionales:8<: �̂a = �a 
 �2 ; a = 0; : : : ; 8 ;�̂9 = I16�16
 i�1 ; (A.2.25)donde �8 satisfa
e �8 = �0 � � ��7 : (A.2.26)Como antes, �8 ser�a propor
ional a la matriz de quiralidad 8-dimensional�(8) 9 = i�8 = i�0 � � ��7 : (A.2.27)Se puede 
omprobar expl��
itamente que 
on estas de�ni
iones, la representa
i�on 10-dimensional es quiral y que �̂11 = I16�16
 �3.A.2.4 d = 4En 4 dimensiones podemos utilizar representa
iones Majorana o Weyl, pero no Majorana-Weyl. Nosotros utilizamos una representa
i�on puramente imaginaria (Majorana). La ma-triz de quiralidad es 
5 = �i
0
1
2
3 = i4!�ab
d
ab
d ; (A.2.28)herm��ti
a e imaginaria (y, por lo tanto, antisim�etri
a). En esta representa
i�on podemosusar 
omo matri
es de 
onjuga
i�on de Dira
 y de 
onjuga
i�on de 
arga D = C� = i
0, quees real y antisim�etri
a. La 
ondi
i�on de Majorana es que los espinores de Majorana sonreales  =  �.Finalmente, tambi�en tenemos la identidad
a1���an = (�1)[n=2℄i(4� n)! �a1���anb1���b4�n
b1���b4�n
5 : (A.2.29)A.3 Geometr��a extr��nse
aSea una hipersuper�
ie � inmersa en un espa
io-tiempo d-dimensional 
on m�etri
a g�� ysea n� su ve
tor unitario normal:n�n� = " ; 8<: " = +1 ; � tipo espa
io ;" = �1 ; � tipo luz : (A.3.1)



A.4. N -ESFERAS 137La m�etri
a indu
ida en � es h�� = g�� � "n�n� : (A.3.2)h�� tiene 
ar�a
ter (d�1)-dimensional pero est�a es
rita en forma d-dimensional y es evi-dentemente singular y no se puede invertir. Sus ��ndi
es se suben y bajan 
on g. Obs�erveseque h��n� = 0 y por ello h se puede usar para proye
tar tensores sobre �.Una forma de medir 
uan 
urvada est�a � en el espa
io-tiempo ser��a medir la varia
i�onde su ve
tor unitario normal sobre ella. Matem�ati
amente esto se expresa as��:K�� � h��h��r(�n�) ; (A.3.3)donde K�� re
ibe el nombre de 
urvatura extr��nse
a o segunda forma fundamental.Podemos 
onsiderar un 
ampo de ve
tores unitarios n�(x) de�nido sobre todo el espa
io-tiempo. Este 
ampo determina una familia de hipersuper�
ies. Podemos enton
es 
al
ularla derivada de Lie de las m�etri
as indu
idas sobre las mismas en la dire

i�on de los ve
toresunitarios. El resultado es que esta derivada es dos ve
es la 
urvatura extr��nse
aK�� = 12$nh�� : (A.3.4)La traza de la 
urvatura extr��nse
a se denota por K y est�a dada porK = h��K�� = h��r�n� : (A.3.5)A.4 n-EsferasLa n-dimensional esfera de radio unidad Sn puede de�nirse 
omo la hipersuper�
ie de radio
onstante r = 1 en el espa
io eu
lidiano (n+ 1)-dimensional. r es una de las 
oordenadasesf�eri
as (n + 1)-dimensionales fr; '; �1; : : : ; �n�1g de�nidas en fun
i�on de las 
artesianasfx1; : : : ; xng por las rela
iones8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
x1 = �n�1 sin' ;x2 = �n�1 
os' ;x3 = �n�2 
os �1 ;... ...xk = �n�k+1 
os �k�2 ; 3 � k � n + 1 ;

(A.4.1)
donde



138 AP�ENDICE A. CONVENIOS Y F�ORMULAS8<: �l = [(x1)2 + : : :+ (xn+1�l)2℄1=2 = rQlm=1 sin �n�m ;�0 = r = [(x1)2 + : : :+ (xn+1)2℄1=2 ; (A.4.2)La forma de volumen en Sn esd
n � d' n�1Yi=1 sini �id�i ; (A.4.3)En 
oordenadas 
artesianas del espa
io ambiente (n+ 1)-dimensional toma la formad
n = 1n!rn+1 ��1:::�n+1x�n+1dx�1 : : : dx�n : (A.4.4)Otras identidades �utiles son 8<: dn+1x = rndrd
n ;rnd
n = dnypjgj ; (A.4.5)donde las ys son 
oordenadas en Sn.El volumen de la n-esfera de radio unidad Sn viene dado por la integral de la forma devolumen sobre toda la esfera: !(n) = ZSn d
n = 2� n+12�(n+12 ) : (A.4.6)Usando �(x+ 1) = x�(x) ; �(0) = 1 ; �(1=2) = �1=2 ; (A.4.7)obtenemos !(1) = 2� ; !(2) = 4� ; !(3) = 2�2 et
.La m�etri
a indu
ida en Sn en 
oordenadas esf�eri
as es d
2(n) y su rela
i�on 
on la m�etri
adel espa
io eu
lidiano ambiente es:d~x 2 = d�20 + �20d�2n�1 + : : :+ �2n�2d�21 + �2n�1d'2= dr2 + r2 �d�2n�1 + sin2 �n�1 �d�2n�2 + sin2 �n�2 �d�2n�3 + sin2 �n�3 (� � �� � � sin2 �2 �d�21 + sin2 �1d'2� � � ��	= dr2 + r2d
2(n) : (A.4.8)
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