APUNTES

Elementos de Teoria Cuantica de Campos



Introduccién

Estas notas sélo contienen un programa de los contenidos de un curso introducion a la teoria cudntica
de campos, junto a un desarrollo ideoldgico de estos contenidos. Los detalles apareceran paulatinamente.

Preliminares

La Teorfa Cudntica de Campos (TCC) es el andamiaje tedrico que unifica la Mecdnica Cudntica (MC)
y Relatividad Especial (RE). Esté caracterizada por valores finitos de la constante de Planck, A, y la
velocidad de la luz, c. El limite A — 0 es la teoria clésica de campos relativistas, de la cual el principal
ejemplo es la teoria electromagnética de Maxwell del siglo XIX. El limite ¢ — oo es la teoria no relativista
de particulas cuanticas, tal como se comportan en la fisica atémica. Desde este punto de vista, un sistema
cuantico de particulas se comporta de forma relativista cuando los momentos tipicos de las particulas son
|p| > me. En este caso, la energfa tipica por particula es también muy superior a mc?, de manera que
la transferencia de energia entre particulas no tiene que respetar necesariamente la identidad especifica
de éstas. De hecho, es un hecho experimental que el niimero de particulas no es conservado en colisiones
de alta energfa.!

En estas condiciones, no resulta sorprendente el fracaso de los intentos de generalizar ecuaciones
de ondas de tipo Schrodinger a particulas relativistas. En realidad, la mecénica cuantica relativista es
idéntica a la propia TCC: el tnico formalismo cudntico relativista consistente involucra necesariamente
transiciones en un espacio de multiparticulas.

0.1 Mecanica Cuantica relativista

La mecanica cuantica relativista es simplemente la mecénica cuantica ordinaria de objetos relativistas.
De hecho, la TCC no modifica ninguno de los fundamentos del andamiaje cudntico.
0.1.1 Repaso de Mecanica Cuantica y Relatividad Especial

e FEspacio de Hilbert

Los estados fisicos de un sistema cudntico estan caracterizados por rayos en un espacio de Hilbert,
es decir, vectores | ) en un espacio vectorial complejo con producto escalar, definidos con una
relacién de equivalencia de multiplicacién por un nimero complejo arbitrario. Si consideramos
todos los vectores de estado como normalizados, (¢ |1¢) = 1, la ambigiiedad queda reducida a una
fase compleja.

Operadores hermiticos, con espectro real, que actiian sobre el espacio de Hilbert representan ob-
servables, al menos en principio. La propiedad fisica asociada a un observable determinado sélo
tiene valor bien definido en un autoestado del operador hermitico correspondiente.

Si|a) es autoestado normalizado del operador hermitico A, con autovalor a € R entonces se puede
escribir
a= < alAla >

En un estado normalizado arbitrario, |1 ), el observable asociado al operador A 1o tiene un valor
bien definido. Sin embargo, se le puede asignar una densidad de probabilidad. Para comprobar
esto, podemos definir el estado

[Py = P @ [Y)e® - ®|Y)N,

1En adelante, utilizamos el sistema natural de unidades h =1 = c.




que representa N repeticiones independientes del estado [¢). El operador A® actiia como A sobre
el espacio de Hilbert que aparece en la posicion i-ésima en el producto tensorial, y como la unidad
en el resto de los factores. Entonces los operadores

A<N)ZLN i0)"
Hin N;(A>

representan la definicién frecuentista de los momentos de una distribucién de probabilidad sobre la
serie de estados |¢);, i = 1,..., N. Ademds, los [L%N) son tales que el estado |1 ®V) es autoestado

de todos ellos en el limite formal N — oo, con autovalor
o= (V1A 0) =3 a" | (al )

Es decir, la funcién positiva definida sobre el espectro de E,

py (a) = {aly)

se puede interpretar como una distribucién de probabilidad para los valor posibles de A en el
estado [¢). En otras palabras, se puede decir que el propio formalismo matemético “impone” la
interpretacién probabilistica de forma natural. En particular, <E Yo ¥ Awg = (AQ Yo — <121>12/J se
interpretan respectivamente como el valor esperado y la dispersion de A en el estado [1). Asi, un
operador A tiene dispersién nula en un estado |¢) si y sélo si éste es un autoestado. En general,
dos operadores no comparten un autoestado a menos que commuten entre si. El principio de
incertidumbre caracteriza las dispersiones de dos operadores arbitrarios en un estado arbitrario en
términos de su commutador:
(14.5))
P

Accién unitaria de las simetrias sobre los estados fisicos
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El teorema de Wigner establece que las simetrias de un sistema cudntico se representan unitari-
amente en el espacio de Hilbert (la excepcion es la inversién temporal, que se representa por un
operador antiunitario). Si el grupo es de Lie, parametrizado por coordenadas o, a = 1,...,dim (G)
en la vecindad de la identidad, entonces podemos escribir

9U(a)

i
Oay,

1) =Tu|9)

para todo estado |1). Los operadores fa representan en el espacio de Hilbert a los generadores del

algebra de Lie, en el mismo sentido que los operadores unitarios U representan el grupo G mediante
el teorema de Wigner. Si

g(s)zZaa(s)fa, seR

representa una trayectoria uniparamétrica y en el dlgebra de Lie, se define una tnica trayectoria en
el grupo, U(s), mediante la solucién de la ecuacién diferencial

d = ~
i U(s) = A(s)

y representa formalmente mediante la expresion

U(s) = P exp (—i/wﬁ) = lim [[(1—iAs;A(s)))

As;—0
sj— 5



donde los s; se suponen ordenados sobre 7. La instruccién “P” refiere a esta ordenacién. Ejem-
plos importantes son los operadores asociados a las simetrias espaciotemporales de traslaciones y
rotaciones. Los correspondientes generadores son el cuadrimomento y el momento angular. En par-
ticular, el hamiltoniano es el generador de las traslaciones temporales, y la ecuacién de Schrodinger
es el caso particular de la relacién anterior para el caso temporal. La solucién a la ecuacion de
Schrédinger se escribe

() =U(t)|9)

U(t) =T exp <_¢ / dtﬁ(t))

el operador de evolucién temporal. En este caso la instruccién de ordenacién temporal se denota
“T”, de acuerdo con Dyson.

con

e FEspacio de Minkowski

Minkowski M es el conjunto de puntos (t,x) = R* y métrica
ds* = dt* — dx*

definida globalmente, cuyas isometrias estan dadas por el grupo de Poincaré, el producto semidirecto
del grupo de traslaciones en R* con el grupo de Lorentz, O(3,1). Las componentes conexas del
grupo de Lorentz, SO(3,1) estdn generadas por los momentos angulares J asociados a las rotaciones
SO(3), y las aceleraciones K, que son la continuacién analitica bajo t — —it de rotaciones en R2.
Las diferentes componentes conexas estan relacionadas por simetrias discretas de paridad e inversién
temporal.

El algebra de Lie SO(3,1) es isomorfa a SU(2)4 x SU(2)_, generada por
Jy=J+:K

por lo que la teorfa de representaciones es trivial en términos de las estdndar de SU(2).

La ecuacién de los rayos de luz, ds? = 0 determina direcciones nulas x> = ¢2. Con respecto a un
origen arbitrario, la métrica de Minkowski define un cono causal. Los puntos con z? =2 — x2 > 0
estdan causalmente conectados con el origen, bien hacia el pasado o bien hacia el futuro. Por el
contrario, los puntos con z? < 0 estdn causalmente desconectados. Puesto que z2 es invariante
Lorentz, esta clasificacién es intrinseca a cualquier par de puntos y no depende del sistema de
coordenadas inercial utilizado.

0.1.2 Particulas relativistas

Segun el teorema fundamental de Wigner, los estados fisicos de una teoria con invariancia Poincaré
deben agruparse en representaciones unitarias de este grupo. Tomando el espectro del operador impulso,
P|p)=p|p), como indice de los niimeros cudnticos, debemos determinar el resto de los operadores que
conmutan con P para completar un conjunto completo de observables. Podemos analizar por separado
las representaciones para cada valor de la masa, M? = E? — p?, que es un invariante del grupo.

e Representaciones masivas

Para particulas masivas, es ttil clasificar los estados en el sistema de referencia en reposo p =
(M,0,0,0), en multipletes de espin S de SO(3), el subgrupo remanente, y recuperar los estados
generales mediante la accién del operador unitario que implementa la aceleracién desde p = 0. Los
estados de espin |S?,\) se clasifican con respecto al casimir de SO(3) habitual S?, con espectro
s(s+1), s € Z/2, y la componente en la direccién de movimiento, la helicidad A =S -p/|p| € Z/2,
de espectro semientero: R

|p,S%A) = Kp|p=0,8%)).



Dado que la helicidad se puede cambiar mediante una transformacién Lorentz (podemos “adelantar”
a una particula masiva), debemos especificar con cuidado el orden de las diferentes transformaciones
de Lorentz en la parametrizacion de los estados.

e Masa nula y “representaciones pequenas”

En el caso de particulas no masivas, no podemos situarlas en reposo mediante una aceleracion, pero
s podemos alcanzar un momento de referencia sobre el cono de luz: p = (k,0,0, k). El subgrupo
remanente es F(2), los movimientos en el plano, que contiene la helicidad. Las representaciones de
dimension finita y unitarias son unidimensionales, y corresponden a un valor fijo de la helicidad,
cuyo signo se puede invertir por la accién combinada de las simetrias discretas PT. La helicidad es
invariante Lorentz para particulas de masa cero, asi que éstas viven en representaciones pequenas.
Esta propiedad resultar ser fundamental en la naturaleza, en relacion con las simetrias quirales para
el caso de espin % y las simetrias gauge para espin 1.

0.2 De particulas relativistas a campos relativistas

Ahora nos confrontamos con la crisis bésica de la MC relativista: las dificultades en la nocién de
localizacién espacio-temporal de una “particula”, tal como ha sido definida en la seccién anterior. M4és
concretamente, se pretende hacer plausible el siguiente ideograma:

MCH+RE — multiparticulas &~ campo cuantico

0.2.1 Paradojas y crisis

e FEcuacién de ondas de Klein—Gordon

Con objeto de emular en el contexto relativista la nocién de “densidad de probabilidad de posicién”,
introducimos una funcién de onda para una superposicién arbitraria |¢) de estados de una particula
(escalar, para simplificar la discusién):

p(x) = (x]p)

a tiempo t = 0. La evolucién dindmica estd controlada por el hamiltoniano de las particulas en
cuestion, derivado de la relacién de dispersién

E(p) = wp = /p? +m?.

Esto nos lleva directamente a la ecuacién de ondas de Klein—Gordon:
(8, 0" +m?) p(x,t) =0

e Crisis

Sin embargo, eliminamos inmediatamente esta posibilidad, sobre la base de la acausalidad del
propagador. Es decir, se muestra que la amplitud de propagacién

(x| )

viola el dogma fundamental de la causalidad relativista, a pesar de estar inspirado en la relacién de
dispersion correcta.

La crisis se puede solucionar mediante el abandono de la descripcién del espacio de Hilbert basado
en una sola particula (localizacién espacial de particulas individuales). De acuerdo con la intuicién
proporcionada por el principio de incertidumbre, junto con E = m¢?, una particula confinada en
regiones de tamano inferior a la longitud de onda Compton Acompton = h/mc posee una indeter-
minacion en la energia igual a su masa en reposo, y por tanto los procesos de creacion de pares
quedan abiertos.



0.2.2 Espacio de Fock relativista = TCC libre

Dado que no parece posible localizar particulas individuales, consideramos la extensién del formalismo
a estados de multi-particulas.

e Construccion del espacio de Hilbert (de Fock)

El espacio de Hilbert de multiparticulas libres se obtiene como producto tensorial de los estados
monoparticulares |p), con la debida atencién a la estadistica. Utilizaremos una normalizacién
invariante Lorentz:

(pla) =2(2m) wpé (p — q)-

Este espacio de Hilbert tiene estructura de espacio de Fock, segin el formalismo de aniquiladores
a|vac) = 0 y creadores (vAc|a' = 0 para estados de impulso bien definido. La normalizacién sera
tal que |p) = /2wp @, [VAC). Asi pues, un sistema de particulas libres relativistas es equivalente
a una asamblea de osciladores armdnicos; uno por cada valor del impulso, con una relacién de
conmutacion [dp, (zm = (2m)36(p — q) y un hamiltoniano diagonal:

T dp b
H = Eyac + / (27T)3 Wp an ap
que a su vez determina la evoluciéon temporal de los operadores:

twpt —iwpt

al(t)=al e ap(t) = dpe

Por el momento, pasamos de puntillas sobre el hecho de que Fyac es formalmente infinita.

e Definicion de campo escalar libre

Los operadores de creacién/aniquilacién se pueden combinar en un operador que depende localmente
de la posicién y es un escalar Lorentz:

;Z)\(I) = (E(t,X) = / (Qd:-))?) \/;7 (dp(t) 6ilT'x + &;r)(t) efipx)

La forma particular de los coeficientes en la superposicién anterior esté determinada por invariancia
Lorentz y el cardcter real del campo ¢f = ¢. Fisicamente, la interpretacién del campo ¢ es la de
un operador que crea o aniquila particulas, con elementos de matriz

<VAC ‘(E(x)‘ P> = ¢ P = gTiwp tHipX

entre estados monoparticulares y el vacio.

o (Causalidad

Se verifica que esta definicién de campo libre, en la que el campo es un operador hermitico (en
realidad, un observable), satisface la condicién de localidad. Es decir, medidas de ¢ separadas por
un vector de género espacio son independientes:

[6@).6) ] =0 si @-y)?<0

e Accidn e interacciones

Las ecuaciones de Heisenberg que satisface el campo recién construido coinciden precisamente con
la ecuacion de Klein—Gordon:

~ ~

07 o= (0 —m*) ¢



que a su vez deriva formalmente de una accién invariante Lorentz:?

I= /dtL: /d4:z;£ :/ 3 (040 0" — m*¢*)
X
Interacciones polindmicas de estructura apropiada en los creadores/aniquiladores bésicos se tra-
ducen en términos polinémicos del mismo orden en ¢ en la accién invariante Lorentz.
0.2.3 Fotones y campo de Maxwell

La teoria de la radiacion libre ilustra perfectamente la fusién entre teorias de campos y teorias de
(multi)-particulas relativistas.

e Fotones

Recordamos de nuevo la estructura de los estados de fotén |y(p), A), definida como una particula
sin masa de espin 1, con sélo dos estados de polarizacién A = +1.

Un campo de espin 1 debe corresponder a un cuadrivector A, real. La idea es construirlo de forma
que sea un operador local, hermitico, y que crea/destruye fotones con respecto al vacio:

<VAC ‘flu(x)' v(p, >\)> =X emie

los niimeros gﬁ han de transformarse como un cuadrivector en el indice p, con ciertas ligaduras,
pues hay cuatro componentes del cuadrivector, por sélo dos estados de polarizacién fisicos del fotén.
En otras palabras; los vectores de polarizacién han de ser espaciales y transversales e = p - & = 0.

e Invariancia gauge

A continuacién explicamos un hecho de la méxima importancia: el desacuerdo entre los niimeros
de componentes del campo y estados fisicos de particula indica que la descripcién en términos del
cuadrivector debe ser redundante. Efectivamente, esta redundancia no es otra que la simetria gauge
de la teorfa de Maxwell: A, (x) — A,(x)+0,a(x) para una funcién «(z) arbitraria. La redundancia
se fija parcialmente mediante la condicién 9, 4" = 0, que implica p’e, = 0, 0 €’ p? = & - p. Sobre
las ecuaciones de movimiento p? = 0, atin podemos transformar ey — €4+ Cpy, lo que nos permite
fijar € =¢e-p = 0.

e [nvariancia gauge y acciones covariantes

La invariancia gauge representa la tensién entre la localidad (utilizacién de variables tipo campo) y la
invariancia Poincaré, en el caso de representaciones pequenas (el fotén tiene sélo dos polarizaciones
fisicas de helicidad).

Una forma de exponer esta tensién con claridad es la siguiente. Dado que el fotén tiene una
relacién de dispersién E? = p?, es como un par de grados de libertad tipo Klein-Gordon con
operador cinético —0? en la accién. Sin embargo, el intento naive

f/ A, 0% AW
X

no es viable, dado que las componentes temporales A° tienen energia cinética negativa. Sin embargo,
podemos proyectar el campo A, sobre componentes transversales invariantes gauge,

0, 0"

(AP)HZP/LUAVﬂ Ru.l’:(s/l:i?

2Notacién:

fom-for o [,



Este proyector se caracteriza por que
P(A,+0,0)=P(A,), 0"P(A,)=0

Entonces, es facil ver que la accién de Klein—-Gordon para el campo proyectado no es otra que la

accién de Maxwell,
1 1

—= Ap), 9% (A “:—f/FVF‘“’
5 [ (ar), 0 (any =1 [ F,

e Localizacion de las medidas y teoria de propagadores

Continuacién natural del ejercicio anterior sobre la interpretacién monoparticular de la ecuacién de
Klein—Gordon. Se introduce el propagador de Feynman,

(vac [T [3()(w)]| vac) = timeo / (§;§4ew<w> .

i

y su interpretacién heuristica, asi como las diferencias con los propagadores avanzados y retar-
dados habituales en electrodindmica. Se resuelve asi la paradoja de las energias negativas en la
interpretacién de la ecuacion de Klein—Gordon.

1 Elementos de cuantizacion de campos

Segun el capitulo anterior, una teoria cudntica de particulas relativistas es equivalente a una teoria
cuantica de campos. En el presente capitulo invertimos el orden de la presentacion y, partiendo de un
campo clasico, efectuamos su cuantizaciéon canénica para obtener finalmente una descripcién del espacio
de Hilbert en términos de particulas relativistas, en el sentido del capitulo anterior. De esta forma
completamos la presentacién heuristica de los fundamentos de la TCC. En lo sucesivo, nuestro punto de
partida serd siempre una teoria clasica de campos a la cual aplicamos un procedimiento de cuantizacién.

“Cuantizar” significa especificar, al menos en un sentido formal, el espacio de Hilbert de estados
fisicos, junto con los operadores hermiticos (observables) y unitarios (simetrias) que actiian sobre él. Tal
especificacién de los estados fisicos se realiza sobre una hipersuperficie de tiempo constante, lo que a su vez
conlleva una eleccion explicita de una coordenada temporal, asociada a un hamiltoniano particular. De
aqui que todo procedimiento candnico necesariamente oscurece las propiedades de covariancia Poincaré
de la teoria de campos.

En la préctica, nos vemos obligados a recurrir a aproximaciones —tales como la teoria de perturbaciones
en un acoplamiento— en nuestra descripciéon de la dindmica. Desde los primeros tiempos de la TCC,
la experiencia indica que la implementacién de los métodos perturbativos se beneficia enormemente
de mantener la covariancia Lorentz explicita en el cdlculo. Por esta razén una representacién de las
cantidades fisicas de interés en términos covariantes (al menos en un sentido formal) es muy deseable.
Tal es la principal ventaja de la representacion funcional de Feynman.

Los métodos funcionales —integrales de caminos— son formalmente covariantes y muy transparentes
desde el punto de vista intuitivo. En realidad, suelen conferir una sensacién de falsa simplicidad sobre
la estructura de la TCC. Por otra parte, la unitariedad no es manifiesta en este formalismo. Asi que
tenemos una dicotomia de cardcter pedagoégico que estd basada en una dicotomia fundamental en la
propia estructura de la TCC.

Desde un punto de vista conceptual, resaltaremos el método canénico como mas fundamental, mientras
que el método funcional se vera en este curso como una representacién de utilidad practica en la obtencién
de teoremas generales sobre amplitudes, y sobre todo, en la derivacién de las reglas de Feynman para los
célculos perturbativos.

1.1 Campo escalar

El campo escalar real del capitulo anterior ofrece el punto de partida técnicamente mas simple: una
teoria de mesones sin espin.



1.1.1 Cuantizacién candnica

Una teoria de campos tiene grados de libertad localizados en cada punto del espacio-tiempo, interac-
cionando a su vez localmente. Formalmente, es el limite continuo de un sistema con coordenadas ¢;(t) y
momentos p;(t), con hamiltoniano H(g;,p;). Las “coordenadas” se identifican con los valores del campo
qi(t) — dx(t) = ¢(x,t) = ¢(x) y los “momentos”, p;(t) — Mx(t) = II(x,t) = H(x) = J; dx(t). Esto
deja claro que las coordenadas del espacio x no son mas que simples indices de las variables dinamicas.
Para resaltar esto usamos la notacién ¢(x) = ¢x. Al tratarse de indices continuos, las sumas se trans-
forman en integrales >, — fx = [dx, y las deltas de Kronecker en deltas de Dirac segin la regla
dij — Oxy = 0(x —y). Este procedimiento no estd exento de ambigiiedades, ya que puede conducir a
divergencias, por otra parte perfectamente naturales en una teoria con un numero infinito de grados
de libertad. Por lo tanto, la idea de mantener los indices espaciales como discretos puede servir para
“regularizar” expresiones con un estatus matematico riguroso en el continuo.

De hecho, desde el punto de vista fisico, resulta atractiva la idea de una longitud minima, y un
modelo en el que sustituimos el continuo Minkowskiano por una “red” discreta constituye hoy por hoy
la definicién no perturbativa mas general de TCC. Aunque la red rompe la simetria Poincaré, esperamos
que ésta se recupere a distancias grandes comparadas con la escala de “granulacién”, de la misma manera
que las ecuaciones de la electrodindmica de medios dieléctricos son macroscopicamente isdtropas, aunque
la estructura atémica microscépica no lo es. Las condiciones y procedimientos concretos que nos permiten
tomar un “limite continuo” con invariancia Poincaré constituyen el objeto de la teoria de renormalizacion,
que abordamos en detalle mas adelante. Por el momento, utilizaremos la “ficcion de la red” desde un
punto de vista puramente heuristico, para basarse en intuicién conocida de MC y para “regularizar”
expresiones formalmente escritas en notaciéon continua.

e FEstructura canonica cléasica

Partiendo de la accién con un potencial de interaccién general

1= [ (31007 - v0))

invariante Lorentz, identificamos el formalismo candnico cldsico en términos del hamiltoniano
o) = [ (3T + 5100 + V(x)
X

e Cuantizacion en representacion de Schrédinger

La cuantizaciéon canénica procede mediante la sustitucién de las “coordenadas” ¢x y “momentos”
I« clasicos por operadores que satisfacen relaciones canénicas de conmutacién a tiempo fijo t = O:

[ax,ﬁy} = i 0y

Una representacién pedagdgicamente interesante de estas relaciones de conmutacion es la habitual
de Schrodinger, basada en los autoestados del operador de campo:

;ﬁ\x |¢X> = ¢x |¢X>

Es importante recordar que cg(x) = qAbx es un operador, analogo al operador de posicién en la MC
no relativista, y que no tiene nada que ver con una funcién de onda. En particular, |¢(z)]? no
se interpreta como la probabilidad de nada. En esta base los estados de la teorfa de campos |),
aparecen como “funcionales”

U(¢) = V[ox] = (x|¥)

y el momento conjugado actia como una derivada funcional

©



representacion ésta muy util en las discusiones sobre integrales de caminos y cuantizacién de teorias
gauge no abelianas.

De aqui se siguen las relaciones de completitud formales:
j— = /Hd¢x |¢x><¢x| = /Hde |Hx><Hx|

Diagonalizacién del hamiltoniano en el caso libre

El problema de diagonalizar el hamiltoniano de la TCC (ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo), equivale a resolver la ecuacién funcional formal

(olae) = [ [ (5 o+ a0 +vion) )| wio) = B o

que podemos intentar programar en un ordenador. En la practica, estos métodos no son muy
adecuados por “costosos”. Es mas facil y efectivo programar ordenadores para hacer calculos
de otros observables que consideraremos mds tarde (ciertos elementos de matriz o amplitudes de
transicién en el estado fundamental o |[VAC)).

Sin embargo, dado que conocemos por construccién el espectro del hamiltoniano en el caso libre
(sabemos que es un espacio de Fock), deberia ser posible resolver la ecuacién funcional para el caso
en que

Viibre = Vo + 3 m*¢*
Por transformacion de Fourier, la ecuacién funcional se desacopla en un conjunto de osciladores por
cada valor del momento. El resultado se pueden derivar a partir de la forma de las funciones de
ondas de un oscilador (polinomios de Hermite). La funcién de ondas del vacio es

¢x Qxy ¢y>
Y
donde N es una constante de normalizacién y 2 es un kernel dado por
dp i
_ —ip(x—y)
Se verifica directamente que un estado genérico de la teoria de campos no es mas que un conjunto
de particulas relativistas (equivalencia entre las representaciones de Schrédinger y de Fock), medi-

ante la aplicacién del operador de creacién de una particula en un estado de momento p, que en
representacién de Schrédinger se escribe:

N N B N
“p 2 /xe (¢x Wp M’X)

De esta forma generamos los “polinomios de Hermite funcionales” que representan las funciones de
ondas de los estados de particula del campo.

1
Uyac(¢) = N exp (—2

X

La energia del vacio es divergente

dp w
E = Volumen x ( V - =2
vAe (0+/f%w 2)
salvo que la constante aditiva en el hamiltoniano se ajuste para cancelar la divergencia. He aqui el
primer ejemplo de renormalizacién en TCC.

Campo escalar complejo

La estructura desarrollada para el campo de mesones reales se puede repetir, mutatis mutandis,
para un campo asociado a mesones complejos. Se encuentra entonces una duplicacién de los grados
de libertad. Es decir, hay dos tipos de particulas, como corresponde al hecho de que un campo
complejo ¢ es equivalente a un par Re(¢), Im(¢). El ntimero cudntico que distingue entre ambas
especies de particula es una carga conservada.
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1.1.2 Simetrias

En esta secciéon consideramos la accién de simetrias clasicas sobre el espacio de Hilbert de estados
fisicos.

o Corrientes y cargas

Comenzamos recordando teorema de Noether que asegura la existencia de una corriente conservada,
9, J& = 0 en cualquier teorfa cldsica de campos con simetria continua ¢ — ¢ + A(¢), de tal forma
que se tenga

[ 6= [ 26+ 80

Una férmula para la corriente de Noether es

NG

00,9

donde 9,,K* es la divergencia total que permitimos en la transformacién del lagrangiano.

— K

e Noether en el espacio de Hilbert

Introducimos el importante concepto de las cargas Noether como generadores de simetrias en TCC,
para lo cual resulta muy adecuada la representacién de Schrodinger de la cuantizacién candnica. Si

Q- [ 7

es una carga Noether para una simetria ¢ — ¢ + A(¢), el operador unitario de Wigner asociado a
esta simetria es U = exp(iQ)), y actia sobre los funcionales de ondas:

QW (¢) = (6 + Al9)).

Esta accién corresponde a

. , ~ 0§ S
Q=i [ 8B 5- = [ AL,
X (rbx X
que estd de acuerdo con la determinacién clésica de la corriente de Noether (para simplificar la

discusidn, consideramos el caso K* = 0). Por su parte, ésta satisface la ecuacién de conservacién
como ecuacion de movimiento de Heisenberg para el operador:

BTt =0,

al menos formalmente. En ocasiones, el limite al continuo interfiere con esta ecuacién y ciertas
simetrias, llamadas andmalas, no se pueden mantener a nivel cuantico.

e Corrientes y cargas U(1) para el campo escalar complejo

Como ejemplo importante, ilustramos la accién de la simetria U(1) : ¢ — €'®¢ sobre el espacio de
Hilbert de un campo escalar complejo. Primer contacto con las antiparticulas.
1.1.3 Representacion funcional

Las amplitudes de transicién:
AW = p) = (W) [T wir) ),

admiten una representaciéon en forma de integrales funcionales, también denominadas “integrales de
caminos”, debida a Feynman, que es formalmente covariante Lorentz.

Al igual que el caso de la cuantizaciéon canénica, el salto de MC a TCC es, formalmente hablando,
una cuestién de mera notacién. Por ello, recordamos al alumno las integrales funcionales usando los
argumentos habituales en MC.
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e Formula hamiltoniana basica

Utilizando repetidamente las relaciones de completitud en una particién fina del intervalo temporal
t —t' = Ne, se puede escribir una amplitud entre autoestados del campo como

AW — Uy ) = /D(qs, 1) Wi (or) Wi(or) exp <Z/t ¢ — H(cb,H))

con una especificacién de la medida de integracién que depende de los detalles del convenio de orden
de operadores, y que es casi el producto [ [ d¢ dII en cada punto (casi, porque no es invariante frente
a transformaciones candnicas clésicas).

e Version lagrangiana

Para hamiltonianos suficientemente “decentes”: H = II2 /2 + V(dAJ), la integral sobre las variables
de impulso es gaussiana y se puede hacer explicitamente, dejando una integral sobre el espacio de
configuraciones del sistema:

AW, =0y = / D6 W (6n) W(6) exp ( / c(¢)>

con la medida de integracion sobre “trayectorias” que unen las configuraciones inicial y final:

) do(t,x)
D = 1 — 00 )
¢ =N limy It’xl Joni

y N una constante divergente que se ajusta mediante la condicién de normalizacién del vacio:
(vAc,t' | vac,t) = 1.

La importancia de esta representacién radica en que es formalmente invariante Poincaré, tanto
al nivel de la medida como del integrando (salvo, claro estd, la dependencia en estados inicial y
final). Esto convierte las integrales funcionales en las herramientas mas adecuadas para el estudio
de problemas en los que la covariancia Lorentz es importante, tales como la teoria de perturbaciones
para el célculo de elementos de matriz S, o la cuantizacién covariante de las teorfas gauge.

Conviene tener presente, sin embargo, que a este nivel la invariancia Lorentz es s6lo una propiedad
formal, mientras no se establezcan los detalles del paso al limite continuo. En general, este limite
sélo existe para las llamadas teorias renormalizables e involucra un paso al limite simultaneo en los
parametros del lagrangiano.

e Integrales y orden temporal

Las féormulas anteriores valen para elementos de matriz arbitrarios de operadores construidos como
funciones (en general multilocales) de las variables candnicas F(¢,II), con la particularidad de que
la operaciéon de ordenaciéon temporal se implementa automdaticamente en la integral de caminos.
Por ejemplo, para la versién lagrangiana:

(0, |1 [F@) ]| witt)) = [ Do wj(60) W) (o) exp ( / ' £<¢>>

e Formula maestra

La utilidad préctica de las anteriores expresiones generales es muy limitada, debido a la dependencia
en las condiciones de contorno de la integral funcional, que viene caracterizada por las inserciones
de las funcionales de ondas de los estados inicial y final. Estas funcionales rara vez se conocen de
forma precisa. Existe sin embargo una clase de amplitudes de gran importancia, para las que la
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integral funcional sobre los campos es totalmente libre, de tal forma que la medida se simplifica
draméticamente.

Si estamos interesados en elementos de matriz de operadores arbitrarios en el estado fundamental,
la proyeccién sobre la funcién de ondas del vacio se puede realizar formalmente tomando el limite de
tiempo infinito, a lo largo de una trayectoria ligeramente “compleja”. Para un funcional multilocal
general de los campos F(¢), se tiene

<VAC7+OO ‘T [F(@] ‘ VAC, —oo> = lim )/Dqﬁ F(¢) exp (z /T E(¢)>

T—oo(l—ie -T

donde € — 0 después de tomar T'— oo (el origen de la famosa prescripcién del ie).

Este teorema es de importancia fundamental, ya que las amplitudes |VAC) — |VAC) contienen esen-
cialmente toda la informacién fisica de la TCC, desde la matriz S hasta el espectro del hamiltoniano.
De hecho, es suficiente considerar el caso particular de las funciones de Green, que corresponden a
tomar F(¢) = ¢(x1) - - - ¢(x,,) como simples productos de campos elementales. La férmula funcional
puede tomarse como punto de partida en la derivacién de las técnicas perturbativas covariantes (re-
glas de Feynman), y también sirve como punto de partida de las definiciones no perturbativas de
la TCC basadas en la simulacién numérica en un ordenador.

e Simetrias e integrales funcionales

En el formalismo funcional, una gran cantidad de indentidades entre diferentes elementos de matriz
se pueden deducir del andlogo de las ecuaciones de movimiento, que estan basadas en la identidad

formal 5
/D(;S%() =0.

Esto conduce a ecuaciones de Schwinger—-Dyson generalizadas. Un caso particular de gran interés
son las identidades de Ward, que se pueden ver como una consecuencia del teorema de Noether
aplicado a la integral funcional.

Dada una transformacién de simetria ¢ — ¢ = ¢+ A(¢), para la cual [ L(¢) = [ L(¢'), si ademds
D¢ = D¢’ (jacobiano unidad) entonces un simple cambio de variables formal en la integral funcional
permite derivar una serie de identidades para inserciones de la corriente de Noether, JJ, de la forma

9 (P [Rr0)), =i ([0 S r@)])

que son de gran utilidad en diversos contextos en TCC. Para simetrias anémalas, se tiene que
D¢ # D¢’ , pero atin podemos derivar identidades de Ward andmalas sin mas que tener en cuenta
el jacobiano en la integral funcional.

1.2 Campos espinoriales libres

En esta seccién introducimos los campos espinoriales, considerando como ejemplos caracteristicos los
electrones y los neutrinos. Se enfatizan aspectos conceptuales fundamentales como la inevitabilidad de
las antiparticulas (una prediccién genérica de TCC), la conexion entre espin y estadistica cudntica y la
reduccién del nimero de grados de libertad para las particulas sin masa.

Evitamos conscientemente la presentacién tradicional basada en la biisqueda de una ecuacién de ondas
para electrones relativistas. Por el contrario, el espinor de Dirac 1, (x) se interpreta desde el principio
como un operador en el espacio de Hilbert multielectrénico, cuya interpretacion fisica estd contenida en
la ecuacion

<VAC|1/AJa($)|p7 >\> — ) (p) e~
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Es decir, el campo de Dirac tiene elementos de matriz no nulos entre el vacio y los estados monoparticulares
de momento p y helicidad A bien definidos.

La interpretacién de u)) (p) como una funcién de ondas (con una interpretacién probabilistica habitual)
requiere ciertas condiciones fisicas en el problema que nos permitan despreciar los procesos de creacién
de pares electrén—positrén (esencialmente, el limite no relativista).

1.2.1 Espinoriada
e Espinores de Weyl, Dirac y Majorana

Los espinores de Weyl se consideran fundamentales, con el espinor de Dirac (la representacién
(1,0)@(0,1)), como un objeto derivado del interés en considerar teorfas con simetria de paridad.
Anédlogamente, las matrices de Dirac se construyen explicitamente a partir de las matrices de Pauli
como elementos bésicos.

e Lagrangianos

Los lagrangianos bésicos para neutrinos y electrones se derivan sobre las hipdtesis de simplicidad y
simetria. Las condiciones para tener masas y espinores de Majorana se consideran con detalle.

La ecuacién de Dirac se introduce simplemente como la ecuacién de movimiento del campo. Es-
tudiamos el desarrollo en ondas planas de las soluciones, asi como la notacién habitual para las
“funciones de ondas” u(p),v(p) y sus convenios de normalizacién.

e Helicidad y quiralidad

Obtenemos el importante resultado para espinores de Weyl: el autovalor de 75 (quiralidad) estd
relacionado con la helicidad.

1.2.2 Cuantizacién candnica

e Anticonmutadores y estadistica fermionica

Primer contacto con la conexion espin—estadistica. Tras una discusién de la inconsistencia de las
reglas de cuantizacién habituales en términos de conmutadores se introduce la solucién basada
en reglas de anticonmutacion y se demuestra que se pueden interpretar como un espacio de Fock
fermidnico: los espinores de espin % son fermiones.

La idea aqui es que el formalismo debe reproducir la solucién fisicamente razonable. Es decir, un
sistema de fermiones libres tiene un hamiltoniano (energfa) dado por

H — Byac ZZESNS

donde N; es el operador que mide el niimero de particulas en el estado con ntimeros cuanticos

s = (P1,1; P2, 2; - - +), con energfa igual a la suma de las energlas B, = Y w =Y. /p? + m? de
cada particula.

e Antimateria

En el proceso, descubrimos el importante concepto de antimateria. Dado que el campo de Dirac
no es hermitico, ¥ # 1, las particulas que destruye:

<VAC ‘7:[1\(9:)’ fermi(’)n> #0
y las que crea del vacio (las antiparticulas):

<antifermién ‘@(m)‘ VAC> #0
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corresponden a estados no equivalentes. Puesto que el campo conjugado JT invierte los papeles de
creacién y destruccién de materia y antimateria, descubrimos que la antimateria tiene todos los
ntimeros cuanticos conjugados con respecto a la materia. Esta es una propiedad general de TCC,
que degenera en el caso de campos hermiticos, tales como el campo escalar real ¢T qS, o el campo
electromagnético AT A , para los que particulas y antiparticulas son idénticas.

e Anticonmutadores y causalidad

Se prueba que la densidad hamiltoniana,
H= —i (75+lm)$,

o cualquier otro observable par en campos espinoriales, satisface la condicion de microcausalidad:

~

[H(ff)vﬁ(y)} =0, (z—y)?<0.

e Carga eléctrica y positrones

Segun la discusion previa sobre antimateria, hay dos estados de particula independientes por cada
valor del impulso y el espin. El niimero cuantico que las distingue es el autovalor de la carga Noether
asociada a la simetria U(1) de fase ¢p — e'*):

@:6/1/;’}/0QZ:diag(...,—26,—6,0,+€,+26,...)

Por analogia con el limite no relativista, se puede interpretar ésta como la carga eléctrica. Obten-
emos asi los positrones.

e Simetrias discretas

Se discute la accién de las simetrias discretas bésicas, C, P, T, CP, CPT tanto en electrones como
en neutrinos.

1.2.3 Meétodos funcionales para fermiones

La generalizacion de los métodos funcionales a los sistemas de fermiones no es inmediata, en el sentido
de que no se trata de una mera cuestién de notacion.

Las integrales funcionales introducidas previamente para sistemas bosénicos se pueden ver como una
“suma sobre todas las configuraciones posibles” del campo cldsico. La extension de esta idea al caso
fermiénico presenta elementos nuevos, dado que los operadores fermiénicos no tienen un limite cldsico
estandar. Debido a las relaciones de anticonmutacién {w wT} ~ I, en el limite clasico formal tenemos
“funciones” con propiedades peculiares, pues su cuadrado se anula.

En nuestro caso, introducimos estos objetos desde un punto de vista quiza mas fundamental, como la
respuesta al problema de construir “funcionales de ondas” de tipo Schrodinger para sistemas de fermiones.

e Estados “coherentes” fermidnicos

La nocién de “variable Grassmann”, o anticonmutante, aparece de forma natural como los “autoes-
tados” de operadores de aniquilacién fermiénicos. Para el caso mas simple de un sistema de dos
estados [1) = b7|0) y {b,b7} = 1. Los “autovalores” de b y b', definidos como

blo)=06]0), <§|5T:<9_|9_

son de tipo Grassmann o anticonmutantes: 62 = 62 = {0,0} = 0. Los autoestados en cuestién son

16)=10) +6[1) =" |0y, (O] = (0] +(1]8 = (0] *?
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Las integrales con respecto a variables Grassmann, denominadas integrales de Berezin, se definen
de manera que la relaciéon de completitud se escriba

i:|o><0\+|1><1|:/\0>d9<9|:/|é>dé<é\

y verifican la propiedad de que la integral de una derivada es cero: [ df % = 0. Es decir,

/d9:0, /d99:—/9d9:1.

Deducimos las propiedades béasicas en la manipulacion de las integrales de Berezin. Estas propiedades
son esencialmente la invariancia translacional d(6 + 6y) = df, y la férmula del Jacobiano:
1

e Integral funcional fermionica

(Jacobiano Grassmann) = (Jacobiano ordinario)™

Esto nos permite obtener la férmula bésica del determinante de una matriz antisimétrica
/ H de; e Aii % = [det (A) }1/2
i

Utilizando las herramientas introducidas, en concreto la relaciéon de completitud, podemos establecer
una férmula de tipo Feynman para amplitudes entre autoestados del campo fermiénico. Utilizando
el hamiltoniano del campo de Dirac, obtenemos asi la representacién funcional como una integral
de caminos de tipo Berezin, pesada con una fase exp(il). De nuevo, (¢, 1) no es otra que la accién
de Dirac. La proyeccién del vacio se puede implementar de la misma forma que el caso bosénico, y
obtenemos

([P o=, i, [ 2500 () e (s 0]

donde F representa un funcional multilocal de los campos.

2 Interacciones y teoria de perturbaciones covariante

En el caso de campos libres, la simetria Poincaré es suficiente para diagonalizar el hamiltoniano H y
resolver completamente la dindmica de la teoria de campos. En general, esta reduccién de la dindmica a
pura cinematica sélo es practicable en los llamados “modelos integrables”. Por desgracia, las teorias de
campos con aplicacién fenomenoldgica en fisica de particulas no caen dentro de esta categoria, y esquemas
aproximados se vuelven absolutamente necesarios. No en vano, la verdadera era de la TCC sdlo se inicia
histéricamente en el momento en que se dispone de técnicas de cédlculo versatiles.

Con la excepcién de las simulaciones numéricas en ordenadores, la técnica més universal de calculo en
TCC es la teoria de perturbaciones covariante. Si podemos identificar un conjunto de grados de libertad
que en buena aproximacién se comportan como particulas libres (caracterizadas por tanto por un conjunto
de representaciones del grupo de Poincaré con ciertas masas y espines), que diagonalizan un hamiltoniano
libre IEO, sus interacciones se pueden calcular sisteméticamente en una serie de potencias en la interaccion
V = H— Hy. En la préactica, debemos calcular cualquier amplitud como suma de diagramas de Feynman.

La aplicabilidad de los diagramas de Feynman no se reduce a teorias con grados de libertad elementales
débilmente acoplados. En problemas mucho maéas complejos, tales que los constituyentes elementales
interactiian fuertemente, aiin podemos con frecuencia identificar estados “compuestos” que interaccionan
débilmente, principalmente mediante interacciones residuales. En principio, si podemos calcular o medir
el espectro de particulas compuestas, sus interacciones residuales se pueden tratar mediante diagramas
de Feynman asociados a un “lagrangiano efectivo” para los estados compuestos. En otras palabras; los
diagramas de Feynman son una técnica de gran universalidad, siempre asociados de una u otra forma a
aquellos sistemas de TCC que entendemos a nivel cuantitativo.
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2.1 Diagramas de Feynman

En esta seccion discutimos las reglas mas eficientes de manipulacion de la teoria de perturbaciones.
Dado que trataremos aspectos bastante genéricos del formalismo, utilizaremos una notacién compacta
en la que los campos se denotan por @, (z), donde « es un indice que distingue los tipos de campos en
cuestion y todos los niimeros cuanticos, incluyendo el espin, la carga, etc. Con frecuencia omitiremos
también este indice, asi como el espacio-temporal propiamente dicho. Conviene pensar en ® como un
“macrovector” que contiene todas las componentes de los campos en todos los puntos del espacio-tiempo.
Los operadores lineales que actian sobre estos campos, tales como el que aparece en las ecuaciones de
movimiento libres:

K-3=0

se convierten a su vez en “macromatrices”. Asi, en notacién compacta, escribiremos la densidad la-
grangiana como
£:£0—V:%<I>-K-<I>—V(®)

Por ejemplo, para el campo escalar K = —92 — m?2, mientras que K = i) — m para el campo de Dirac.
Comenzaremos con el desarrollo de las reglas de calculo para funciones de Green.

Gxy...zn) = <T [@(xl) e @(mn)} >VAC
Aunque las funciones de Green son objetos ain un tanto abstractos, su importancia central en TCC
justifica la presentacién de las reglas de Feynman para este conjunto particular de elementos de matriz.
A su vez, encontramos una justificaciéon puramente metodoldgica en la légica de la presentacién de la
TCC en este curso, en el que hemos optado por derivar la teoria de perturbaciones en forma funcional,
en lugar del método mas tradicional basado en la férmula de Dyson y el teorema de Wick. Dado que las
funciones de Green son los objetos naturales en el formalismo funcional, es 1égico presentar las técnicas
perturbativas adaptadas al célculo de éstas. La importancia de las funciones de Green como objetos
de interés primario, frente al énfasis tradicional en la matriz S, es una de las caracteristicas de la TCC
moderna. A partir de las funciones de Green podemos obtener no sélo la propia matriz .S, sino también
el espectro de la teoria, asi como construcciones de importancia fisica directa como las nociones de accién
efectiva, constantes de acoplamiento efectivas, teoremas sobre reglas de suma, etc.

Sin embargo, quizé la méas importante de las ventajas de trabajar con funciones de Green como objetos
primarios radica en su generalidad, més alld de las aproximaciones puramente perturbativas. En todas
las formulaciones no perturbativas de la TCC, especialmente en las simulaciones numéricas “en la red”,
las funciones de Green son los objetos de construccién mas inmediata y natural. Proporcionan pues el
punto de partida para la extraccion de gran cantidad de propiedades de interpretacién fisica inmediata.

2.1.1 Funcién de particién

Introducimos un objeto formal que permite sistematizar la manipulacién de las funciones de Green
de manera econémica desde el punto de vista de la notacién.

e Funcional generatriz

La funcién de particién, como funcional de una fuente externa J(z) se define como:

2= (Tex (i [ 7:8) huac

Como cualquier otro elemento de matriz en el vacio, admite una representacién funcional:

2(J) = /D<I> exp (i/(ﬁ(@) + J-<I>)>
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Con objeto de dar entidad fisica a este objeto, y de justificar su denominacién, consideramos aqui
la analogia con la Mecédnica Estadistica bajo continuaciéon analitica a métrica euclidea t = —i 7
(rotacién de Wick).

La utilidad de la funcién de particién radica en la posibilidad de recuperar cualquier funciéon de
Green sin mas que tomar un término en el desarrollo en potencias de la fuente J, hecho éste que
explica la denominacién alternativa como “funcional generatriz”. En otras palabras; una insercién
de @ en la funcién de Green es equivalente a tomar una derivada funcional con respecto a J(x).
De aqui obtenemos una férmula que relaciona Z(J) con la funcién de particién en la teoria libre,
Z0(J), que se obtiene reemplazando £ por Lo:

Z(J) = exp [—i/v (—z;]ﬂ Zo(J)

Una relacién formal que es la base de nuestra teoria de perturbaciones, pues disponemos de un
método iterativo de célculo para el desarrollo en potencias de la interaccién V(x), siempre que
conozcamos la forma explicita de Zy(J). Esta férmula existe, pues Zy(J) es una integral funcional
gaussiana.

Integrales gaussianas

Se puede decir que “resolver” la TCC es equivalente a calcular explicitamente el funcional Z(J). En
la practica, las unicas integrales funcionales que sabemos calcular analiticamente son las gaussianas,
que corresponden a tomar campos libres V' = 0, y se obtienen en un paso al limite formal a partir
de integrales de dimensién finita:

< dx 1 9 e~b?/2a
exp(—sax“+bxr) = ——
| e )=

En otras palabras; el paso al limite continuo se puede justificar rigurosamente en este caso, a partir
de la integral correspondiente sobre “matrices”.

Las propiedades bésicas que necesitamos para evaluar la anterior integral elemental son la in-
variancia translacional de la medida y una férmula para las integrales gaussianas puras. Ambas
propiedades estdn formalmente garantizadas por las integrales funcionales bosénicas y fermionicas
consideradas antes. La férmula maestra es entonces:

20(J) :/D<I> ol (gomessa) — 25(J = 0) exp (—;/ J-Kl-J>

El factor Z4(0) es una integral puramente gaussiana que da lugar a un “determinante funcional”:
- a/2
Z()(O) = [det (K) ]

con o0 = —1 para campos bosénicos y ¢ = +1 para campos fermiénicos. En realidad, estos deter-
minantes no tienen importancia fisica, ya que se absorben en la definiciéon de la medida D®, que
asegura la normalizacién correcta del vacio.

Propagadores

El inverso del “operador cinético” K, o “propagador”, es igual a la funciéon de Green de dos campos
libres. La prescripcion ¢ e en la definicién de la funcién de Green se traduce en una prescripcién
para definir esta inversién, que resulta ser no trivial, ya que K = 0 tiene como soluciones los campos
de particulas libres sobre la capa de masas. El operador inverso se define como

. 1 . i ~

T ic = K+i0 <VAC’_°°‘T {M’} ‘VAC’+°°>

V=0
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De hecho, esta definicién del propagador es todo el efecto de la “prescripcion i€’ en teoria de
perturbaciones.

Como ilustracién de esta discusién general consideraremos los ejemplos del campo escalar y el
fermién de Dirac.

2.1.2 Diagramatica

e FEl algoritmo combinatorio

Los resultados anteriores nos permiten escribir una férmula cerrada para la funcién de particiéon:

zn o v (is)] e (5 [0 %9)

De aqui, desarrollando en potencias de V, obtenemos una serie de reglas combinatorias para calcular
Z(J). Cada monomio polinémico en la interaccién de la forma

n In n
v = @)

da lugar a un
vértice = —1i g,

con n patas, que se unen a otros vértices mediante inserciones del

i
ropagador =
propag K+i0
La dependencia en la fuente es via la contribucién de las
patas externas = +i.J(x).

El resultado ain ha de dividirse por el cardinal del grupo de simetria discreta del diagrama, y los
fermiones contribuyen con signos adicionales debido a la estadistica fermiénica.

e h es un contador de loops

Reintroducimos h. Tarea facil, pues aparece homogéneamente como un prefactor en la accién y
se puede determinar por anélisis dimensional (salvo sutilezas fermidnicas). En el desarrollo de
Feynman, la potencia de & es el numero de loops. Es decir, el desarrollo en loops es el desarrollo
semiclasico (WKB) en TCC.

e Topologia

En la clasificacién de la topologia de los diagramas, la observacion bésica es que la “energia libre”
W(J) = —ilog Z(J)

es la funcional generatriz de diagramas conexos. Su transformada de Legendre,

T(g) = W (J(9)) / o T(9)

con J(y) obtenida mediante la inversién de,

4%
SO - 5J 9
el la funcional generatriz de los diagramas de Feynman “una particula irreducibles” (1PI), que son
los “ladrillos bésicos” en la construccién de los diagramas méas generales. Esto permite interpretar
I" como una “accién efectiva” en el sentido de que el conjunto de los diagramas conexos se pueden
generar como los diagramas sin loops, “clésicos” de I'. Al final del curso consideraremos esta
interpretaciéon con mas detalle, en el estudio de la energética del estado fundamental.
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2.2 Matriz S

Las cantidades fisicas més caracteristicas en sistemas débilmente acoplados son las amplitudes de tran-
sicién entre estados bien definidos de particulas aproximadamente libres. El conjunto de estas amplitudes
se reune en una matriz abstracta llamada Matriz S, cuya definicién y método de calculo perturbativo se
estudia en esta seccién. La importancia fisica de la matriz S radica en que la mayor parte de los datos
experimentales en TCC se refieren a experimentos de dispersion.

La definicién rigurosa de la matriz S —y de la teoria de la dispersién en general— estd plagada de
sutilezas, no sélo de caréacter técnico, sino también fundamental en el caso de la TCC. Nuestro punto de
vista en este curso serd pragmatico, con el objetivo de familiarizar al alumno con las técnicas de calculo
mas que afinar su paladar matematico. Aquellas sutilezas que tienen su origen en las particularidades de
la fisica de la TCC se discutiran en diferentes grados de completitud a lo largo del curso. En concreto, en
una TCC los estados asintéticos no se pueden definir en general sin atender a la estructura interactiva de
la teoria. En otras palabras; las interacciones de la teoria completa determinan los estados “libres” sobre
los cuales definimos la dispersién. Por tanto, la idea del método adiabético (la interaccién es despreciable
sobre las asintotas pasada y futura), ha de matizarse con cierto cuidado. Este tipo de cuestiones afloran
recurrentemente en cualquier discusion de las propiedades infrarrojas de la TCC, incluida la propiedad
de confinamiento.

En este curso adoptaremos un punto de vista moderno sobre la matriz S, al presentarla a partir
de la estructura analitica de las funciones de Green, mediante el teorema de Lehmann, Symanzik y
Zimmermann (LSZ). Esta presentacién es un poco més abstracta que la habitual en libros de texto (la
debida a Dyson, que aqui relegamos a un ejercicio de ampliacién), pero tiene la ventaja de ser méas general,
aplicable a TCCs con estructura infrarroja no trivial, tales como QCD.

2.2.1 Definiciones basicas

e FEstados asintéticos In, Out

Se definen heuristicamente los estados asintdticos, y la matriz S como el conjunto de sus amplitudes
de transicién: R
|[Out) = S|In).

Se obtiene una férmula intuitiva para S:

~

S = Hmtiﬁioo ezt+H0 et (ty+—t-)H e—it_Ho
donde Hj es un hamiltoniano libre cuyo espectro esta dado por el espacio de Fock de los estados
asintéticos.

2.2.2 Reduccién LSZ

Habitualmente, la serie perturbativa se deriva directamente para los elementos de matriz S a partir
de la féormula de Dyson, por medio del teorema de Wick. En este curso, este metodo se relega a un
ejercicio de ampliacion, y optamos por el punto de vista mas moderno, en el que obtenemos la matriz S
a partir de la estructura analitica de las funciones de Green, cuyo calculo perturbativo covariante ya se
ha explicado con anterioridad en el curso.

e Formula de reduccion

Dado que el espacio de Hilbert de estados asintéticos se define como un espacio de Fock libre, el

hamiltoniano libre Hj se puede diagonalizar de manera estandar en particulas asociadas a campos

libres con diversas masas y espines, que denotaremos colectivamente por ®..(x), con amplitudes
b )

para crear particulas asintéticas del vacio:

~

<VAC7 +00 ‘Cfoo(:v)‘ p, a> =Uy e"iPT, <q,ﬁ ‘@Oo(y)’ VAC, —oo> = Vqﬁ ety
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En general, los campos asintoticos </ISOO no estén relacionados de forma sencilla con los campos mi-
croscopicos que aparecen en el lagrangiano ®. Supongamos sin embargo que podemos identificar
operadores locales O(x) = O[®(z)], construidos en a partir de los campos microscdpicos, y cuyos
nimeros cuanticos son tales que pueden excitar particulas asintéticas a partir del vacio. Sus ele-
mentos de matriz entre el vacio y los estados monoparticulares estan determinados por invariancia
Poincaré, salvo por una constante, que mide la probabilidad relativa de excitacion de una tnica
particula ansintotica:

<VAC,—|—oo ‘@(m)‘ p,a> = \/%US‘ e tre <q,ﬁ ‘@(y)’VAC,—oo> = \/%Vqﬁ etay

Entonces, dada la funcién de Green en espacio de momentos:
é(pij ) = H/d4$i€ipiwi H/d4yj €7iqjyj < T [@Z(xl)@\ﬁ(yj)] >VAC’
( J

estudiando su estructura analitica, revelamos un polo multiple de la forma:

i/ Z; U; . 1\/Z; V;
_ H [72 <{pa} ‘ S ‘ {qﬁ}> H Q + partes no conexas
SDp Yy j m;

Es decir, las amplitudes de matriz S son residuos de polos multiples en las patas externas de
funciones de Green.

Renormalizacion del campo

Si las particulas asociadas a los campos del lagrangiano aparecen realmente en estados externos,
entonces podemos utilizar las funciones de Green de estos mismos campos para generar la matriz
S. La diferencia entre ambos es el coeficiente de normalizacién v'Z (si asumimos normalizaciones
estandar para las funciones de ondas U, V):

(’I\)(t — ioo) ~ v/ Z@, C/I\)ioo

la constante Zg se llama en este caso “constante de renormalizacion de la funcién de ondas”, y
es sélo importante en el cédlculo de las correcciones subdominantes a la dispersién: en teoria de
perturbaciones Z =1+ O(V). Sin embargo, conviene dejar claro en esta clase que los campos pre-
sentes en el lagrangiano ® no estan necesariamente asociados a particulas que efectivamente vemos
en estados asintoticos. El ejemplo caracteristico es QCD, donde la propiedad del confinamiento
impide a los quarks y los gluones microscopicos aparecer como estados bien definidos en amplitudes
de dispersién. Por el contrario, las particulas asintéticas en QCD son los hadrones, que ya sélo in-
teractian residualmente (la fisica nuclear), y que son estados compuestos de quarks y gluones. En
la practica, se trata de estados ligados muy relativistas, de tal forma que el nimero de componentes
no es una cantidad bien definida, a pesar de que aproximaciones fenomenolégicas como el modelo
quark asi lo asumen con cierto éxito quantitativo.

La importancia de la férmula LSZ radica en que la matriz S para una clase dada de particulas
asintoticas se puede extraer de la estructura analitica de las funciones de Green de cualquier operador
local O(x) con elementos de matriz no nulos entre el vacio y las particulas de interés. Una aplicacién
importante de estas consideraciones se estudia en TCCII (piones y QCD).

Foérmula de Dyson y teorema de Wick

Aqui desarrollamos el método tradicional, debido a Dyson, en el que la serie perturbativa de la
matriz S se obtiene directamente a partir de la solucién formal de la teorfa de perturbaciones
dependiente del tiempo. El punto de partida es la férmula de Dyson para el operador S:

§=Texp (—z’ /d%ﬁ(x))
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donde V(z) = H(z) — Ho(z) es la densidad hamiltoniana de interaccién calculada sobre campos
libres. Es decir, la dependencia temporal es de la forma (imagen de interaccién)

V(z)=V (e”ﬁo D, e’”ﬁ“) :

La aparente violacién de covariancia Lorentz introducida por la instruccién de ordenaciéon temporal
no es tal para sistemas que satisfacen microcausalidad

~

V@) VW] =0 @y’ <0

A continuacién, el producto temporal se evalia formalmente en potencias de V mediante el teorema
de Wick, que organiza las manipulaciones de conmutacién de creadores/aniquiladores de manera

sistemadtica. Definiendo el orden normal de un operador : F/(®) : como la instruccién de colocar los
creadores a la izquierda de los aniquiladores, el resultado final para la matriz S es

. -5
§= exp (-/@K(U) : Z(J)‘J:O

es decir, obtenemos el mismo resultado. El teorema de Wick produce directamente la amputacién.
Esta derivacién es menos general, ya que el campo asintético y el campo microscépico que aparece
en el lagrangiano han de coincidir, salvo por la constante de renormalizacién Z.

e Unitariedad en diagramas

El teorema 6ptico, ya conocido por cursos de mecanica cudntica no relativista, se considera aqui en
su versién diagramatica. Obtenemos las reglas de corte de diagramas de Cutkosky.

3 QED

Comenzamos el estudio de QED, como culminacién del curso de TCC-I. Consideraremos tanto cuestiones
de principio importantes (como las sutilezas asociadas a la cuantizacién covariante de los fotones y el
papel de la simetria gauge), como los aspectos de cdlculo. El objetivo principal es pues la familiarizacién
con los procesos elementales de interacciones entre electrones, positrones, muones y fotones en el dominio
relativista. Este tema proporciona un magnifico entrenamiento en el calculo de diagramas de Feynman
en un contexto de interés fisico inmediato.

3.1 Cuantizacion

Los métodos de cuantizacién candnica no se adaptan bien al sistema de fotones en interaccién con elec-
trones y positrones, ya que la simetria gauge electromagnética se traduce en ciertas redundancias en
la parametrizacién covariante en términos del potencial vector A,. Para eliminar esas redundancias es
necesario efectuar una elecciéon convencional del gauge en el que deseamos trabajar. Esto se traduce en
un sistema hamiltoniano con ligaduras.

La cuantizacion de sistemas con ligaduras es un tema de gran interés tedrico, que sin embargo vamos
a relegar por completo a problemas de ampliaciéon. La razén es que se impone un cierto pragmatismo
si queremos que el estudiante llegue al final con cierto grado de control practico sobre el material. Por
otra parte, la mayor parte de las aplicaciones de QED utilizan la teoria de perturbaciones en un gauge
covariante. Por tanto, lo més préactico es trazar la ruta mas corta hacia la obtencién de las reglas de
Feynman correctas.

Un método de cuantizacién basado en el formalismo candnico y que conserva un cierto grado de
“covariancia” es el llamado de Gupta—Bleuler, en el que trabajamos en principio con estados de norma
negativa, que posteriormente se eliminan proyectando sobre el espacio de Hilbert fisico, mediante la
aplicacién de la condicién de gauge al nivel de los estados. Este método tiene su interés desde el punto
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de vista conceptual, pero resulta un tanto engorroso si nuestro objetivo es la obtencién de las reglas de
Feynman de la manera mas sencilla posible. Ademas, es dificil de generalizar a teorias gauge no abelianas,
el objeto del curso TCC-II.

Con la generalizacion no abeliana en mente, y con la intencién de eliminar redundancias innecesarias
en la presentacién, optamos aqui por la cuantizaciéon covariante de QED en el formalismo funcional,
donde las ambigiliedades debidas a la simetria gauge se resuelven mediante el truco de Fadeev—Popov.
Este es ciertamente el método més popular en los tltimos tiempos. Pero su interés pedagdgico no radica
simplemente en la generalidad del método, sino también en sus virtudes intrinsecas: se trata de un método
con una clara interpretacion geémetrica que lo vuelve natural, como una generalizacién de manipulaciones
elementales en integrales de dimensién finita. Consideramos por ello que, dados el caracter asequible y la
importancia del truco de Fadeev—Popov en la TCC moderna, es preceptivo incluirlo en un curso béasico
de TCC como éste.

3.1.1 Lagrangiano

Empezamos con una descripcién del lagrangiano clasico y de sus simetrias gauge y globales, para luego
pasar directamente a la cuantizacion funcional en teoria de perturbaciones.

e Interacciones y simetria gauge

Partiendo del lagrangiano de la electrodindmica clasica para la interaccién entre el campo
electromagnético Fj,, = 0, A, — 0, A, y una corriente eléctrica conservada 0,58, = 0, obtenemos
el lagrangiano de QED sin més que anadir el lagrangiano de Dirac para los electrones/positrones
e interpretar la corriente electromagnética como la corriente Noether derivada en la seccién 2:

Jbm = ey
El resultado es
ﬁQED = [flVIaxWell + LDiraC = _i FuVFHV - ]gm AM + E(@@ - m)w = _i |F‘|2 +E(Zm - m)¢>

donde el operador de Dirac se define como i) = iv*(d, + ieA,). La simetria gauge es un
U(1) local, en el que 1(x) — €@ q)(x) a la vez que A,(x) — A,(x) — e 'dua(x), cuya parte
global, para o = constante, actiia s6lo sobre los fermiones y puede considerarse como un nimero
fermiénico cuantizado (+1 para los electrones, —1 para los positrones). La propiedad geométrica
importante del operador de Dirac il es su covariancia

]p _ eia(z) m

bajo transformaciénes gauge, hecho éste que explica geométricamente el acoplamiento gauge (el
llamado acoplamiento minimo) y admite una generalizacién al caso no abeliano como se verd en
TCC-IL

3.1.2 Formalismo funcional

e Truco de Fadeev—Popov

El formalismo funcional estd basado en el cdlculo de integrales de la forma

/DA eiI(A)

con I(A) el funcional de accién invariante gauge. Sin embargo, tales objetos estdn forzosamente
mal definidos, debido a que la invariancia gauge introduce una redundancia en la eleccién del
potencial vector en cada punto del espacio-tiempo. Por tanto, dado que el integrando es invari-
ante, la integral anterior suma un nimero infinito de copias fisicamente equivalentes del campo
gauge. Para eliminar esta redundancia, debemos pues dividir la medida de integracion por el
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volumen formal del grupo gauge en cada punto del espacio-tiempo. Es decir, definimos la funcién

de particién como
. 1 . .
20)= & /DA exp (/ (~1/Pp +JMA“))

donde G es el grupo de transformaciones gauge A, (x) — A,(z) — e 'd,a(z) en cada punto, y

formalmente
6~ TT161~ [ TLaato)

Introducimos a continuacién el concepto de condicién gauge G(A) = 0, con objeto de con-
centrar la integral sobre una “hipersuperficie” que selecciona un representante en cada érbita
gauge.

Por generalizacion directa de una férmula andloga en integrales de dimensién finita, el truco
de Fadeev—Popov se resume en la identidad:

1= /Da 0(G(A)) det <6G(SEXA)>

Entonces, el volumen formal del grupo gauge |G| se cancela y las reglas de Feynman se siguen de
una integral funcional libre sobre A, con inserciones apropiadas de la delta funcional §(G(A)),
y del determinante jacobiano anterior.

Una representacién técnicamente util es la siguiente: tomamos una familia de gauges co-
variantes G(A) = 9, A" — w(z) = 0, dependiendo de w(x), una funcién escalar arbitraria que
integramos con un peso gaussiano de anchura &, es decir con un factor

freoa(2]3)

en la integral funcional (que es formalmente independiente de £). El resultado es un lagrangiano
efectivo

€1

3¢ Out)

Lrp = LQED —

que produce un propagador foténico

Culp) = 75 <mw - (- f)pgﬁ’”)

La dependencia en ¢ (parte longitudinal) desaparece en el resultado final del cdlculo de observ-
ables invariantes gauge, como por ejemplo la funcién de particién como funcién de una corriente

conservada:
. . i ) v
Z(j) = 2(j =0) exp <—2 /J“ Guv j )

ya que los términos proporcionales a & involucran d,j" = 0. El “gauge de Feynman” es el més
habitual en cédlculos de QED, que consiste en la elecciéon & = 1. Otro gauge habitual es el de
Landau: £ = 0.

e Reglas de Feynman

Ahora podemos escribir las reglas de Feynman para evaluar perturbativamente la integral
funcional relevante para el cdlculo de amplitudes entre fotones A, y electrones/positrones, v, ¢:

Z(j,m,m) = ﬁ /DADEDweXp (i/wm —m)yp — 1F? 4, A" + 7 +1/m)

Las presentamos en espacio de momentos, adaptadas a los célculos de amplitudes de dispersién.

e Identidad de Ward—Takahashi
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Introducimos la identidad de Ward—Takahashi como una manipulacién formal a nivel de
los diagramas, cuya interpretacién fisica consiste en la expresiéon combinatoria de la invariancia
gauge, es decir, la transversalidad de los fotones fisicos. Esto permite una disgresién sobre la
aparente propagacion de estados longitudinales por el propagador de Feynman.

e Ejercicio de ampliacion: Cuantizacion de QED en el gauge de Coulomb

Un resultado clésico, que aqui hemos sacrificado en aras del pragmatismo. La cuantizacién
en el gauge 8- A = 0, no covariante, incluyendo el tratamiento de términos de contacto, el papel
de las ligaduras en el formalismo hamiltoniano, etc, se presenta como una justificacién de la
eleccién pedagdgica en este curso.

3.2 Procesos elementales

En esta seccién del curso iniciamos la exposicién del estudiante a las técnicas concretas en la manipulacién
de diagramas de Feynman. Para ello, tomamos algunas reacciones elementales de gran importancia fisica
(e histérica) como ejemplos a desarrollar con todo detalle: aniquilacién electrén—positrén y dispersién
Compton. En el proceso, ilustraremos con ejemplos la simetria de crossing y el uso de las variables de
Mandelstam.

3.2.1 Preliminares

Comenzamos con una introduccién tecnolégica. El uso continuado de teoremas de reduccién de trazas
de productos de gammas hace aconsejable la reuniéon de estos trucos en una clase formal y una lista
de referencia. Asimismo, introducimos el uso de las variables de Mandelstam s,¢,u en las colisiones
relativistas de dos cuerpos a dos cuerpos, y pasamos revista a las definiciones de seccién eficaz y anchura
de desintegracién a partir de las amplitudes de matriz S. Estas son tratadas con detalle en la asignatura
paralela de Fisica de Particulas I y II, y por tanto no nos extenderemos demasiado en este punto.

3.2.2 ete — utpu”

Empezamos por la més simple (y una de las mds importantes) de las reacciones en QED. La ligereza del
electrén comparado con el muén, m. < m, permite aproximar la amplitud como funcién sélo de m,, y
el acoplamiento electromagnético aey, = €2 /4.

e Diagrama y seccion eficaz no polarizada

Se realiza el calculo del diagrama con detalle, para luego comentar la dependencia de la
seccién eficaz en la energia del centro de masas. En particular, en el limite de alta energia,
podemos beneficiarnos de las reglas de seleccién debidas a la conservacién aproximada de la
helicidad.

e Aplicacién: et e~ — hadrones
Disgresién heuristica para obtener una férmula fenomenolégicamente importante:

A o2,

3 E2,

o(ete” — hadrones) — 3 - Z Q?

en el limite E.,, — oco, donde @Q; son las cargas eléctricas de los quarks.
e Seccion eficaz eTe™ — ptu~ polarizada

Aqui se ilustra nuevamente el célculo del mismo proceso atendiendo a las correlaciones entre
los espines de las particulas, para luego razonar fisicamente la racionalidad de la estructura
encontrada, sobre la base del limite ultrarelativista y la conservacién de momento angular.
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3.2.3 Simetria de cruce
o e T —e u

La dispersiéon de electrones por muones se estudia como ejemplo de diagrama cruzado con
respecto al anterior. Esto motiva una:

e Discusion general de la simetria de cruce

Una particula cambia de miembro en una reaccién, convirtiéndose en su antiparticula de
impulso opuesto.

e Ejercicio de ampliacién: Dispersién de Bhabha ete™ — eTe™ y de Mgller e " e~ — e e~

3.2.4 Dispersiéon Compton

Este es otro proceso fisico de importancia clasica. Su calculo completo presenta novedades técnicas
interesantes, como el tratamiento de fotones en patas externas.

e Los dos diagramas y la cinemética basica de e”vy — e~ 7y

Sumas de polarizaciones foténicas

En el calculo de la probabilidad de transicién aparecen sumas sobre polarizaciones de los
fotones. Aqui enunciamos algunas reglas béasicas en estas manipulaciones, asi como las peculiari-
dades derivadas de la transversalidad de los fotones fisicos (primer encuentro de la identidad de
Ward).

Klein—Nishina

Finalmente, calculamos con detalle la seccién eficaz diferencial, promediada sobre polariza-
ciones y espines (férmula de Klein—Nishina). Recuperamos la dispersién Thomson en el limite
de bajas frecuencias. Estudiamos tambien el limite de alta energia, con la ayuda de argumentos
dimensionales y de conservacién de la helicidad.

El proceso cruzado: aniquilacién de pares ete™ — vy
¢ Ejercicio de ampliacién: Efectos infrarrojos

En este ejercicio conducimos al alumno por el bosque de las divergencias infrarojas debidas
a fotones de baja frecuencia. Incluye un estudio de Bremsstrahlung.

e Ejercicio de ampliaciéon: Ecuacion de Dirac en dtomos

Se estudian las condiciones para la aproximaciéon monoparticular, la subsiguiente ecuacién
de Dirac como una ecuacién de ondas para estados ligados, y la resultante estructura hiperfina,
corrimiento Lamb, etc.
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TCC-II

1 Renormalizaciéon

Después de la introduccién a la estructura general de la cuantizacién de campos en TCC-I y de estudiar
con cierto detalle algunos procesos perturbativos a primer orden, iniciamos en TCC-II el estudio sis-
tematico de las correcciones cuanticas perturbativas; los diagramas de Feynman con loops. Se comprueba
de inmediato que las contribuciones de los loops dan lugar a integrales genéricamente divergentes. El
procedimiento para extraer predicciones con sentido fisico, dada esta situacion de partida, es la teoria de
la renormalizacién.

La renormalizacién, desde el punto de vista tradicional, tiene su origen en la eliminaciéon de las
divergencias en diagramas de Feynman, debidas a estados intermedios de muy alta energia. La teoria
se “regulariza” limitando la energia de los estados intermedios, (introduciendo un cut-off), y se toma
un limite cuidadosamente especificado, en el que el que las constantes de acoplamiento del lagrangiano
son funciones del cut-off a medida que éste se elimina. Dado que en este limite estamos definiendo el
acoplamiento de los grados de libertad de alta energia, es equivalente a especificar el comportamiento de
la teoria a distancias muy pequenas: el limite continuo.

Nos proponemos en este curso introducir dos ideas béasicas: En primer lugar, la renormalizacién es
natural desde el punto de vista fisico, independientemente de que ésta sea infinita o no. Es decir, existe
renormalizacién de las pardametros del lagrangiano, independientemente de que los diagramas de Feynman
presenten divergencias, de la misma manera que la constante dieléctrica que aparece en las ecuaciones de
Maxwell se ve renormalizada en un medio material o, por anadir otra analogia especialmente precisa, la
propagacion de un electrén en un sélido esta caracterizada por una “masa efectiva” que tiene en cuenta la
interaccién del electrén con los iones de la red. Asi pues, desde el punto de vista fisico, la renormalizacién
se origina en la necesidad de definir masas y cargas efectivas, como consecuencia de la influencia de las
fluctuaciones cudnticas en la propagacion de particulas asociadas a los campos de interés.

La segunda idea bésica, popularizada por Wilson, es la interpretacién fisica del cut-off. Lejos de
representar un objeto vergonzante a eliminar lo mas rapidamente posible, el cut-off determina el dominio
de validez del lagrangiano que escribirmos para definir nuestra TCC. De hecho, todas las TCC son en
principio teorias efectivas, con una validez limitada por una escala, el cut-off A, que marca la transicién a
un conjunto diferente de grados de libertad. El ejemplo caracteristico es la descripcién de las interacciones
débiles basada en la teoria de Fermi, junto con QED. A energias del orden del cut-off ~ 100 GeV, aparecen
nuevos grados de libertad: los bosones vectoriales W+, Z0, y todo un nuevo grupo gauge SU(2) x U(1).
Nuevos campos que han de incluirse en un nuevo lagrangiano con objeto de explorar la fisica a energias
superiores 100 GeV.

Esta idea de los lagrangianos de TCC como descripciones efectivas de grandes distancias, de tipo
“hidrodindmico”, se ha impuesto en el ultimo cuarto de siglo como la interpretacion correcta de la TCC.
La gran contribucién de Wilson radica en su analisis sistematico, mediante el concepto del grupo de
renormalizacion, de la influencia de grados de libertad de cortas distancias sobre la fisica a escalas mucho
mayores. Existe una propiedad fundamental de “desacoplamiento”, que nos permite describir con éxito
la fisica a una escala dada de energias, aun cuando ignoramos los detalles del lagrangiano microscépico
a escalas, digamos del orden de la masa de Planck ~ 10 GeV. La influencia de los grados de libertad
de muy altas energias sélo se deja sentir a grandes distancias como una “renormalizacién” de las masas
y constantes de acoplamiento. Desde este punto de vista, lo que tradicionalmente se consideran TCC de
tipo renormalizable, son aquellas que conservan interacciones efectivas finitas a distancias arbitrariamente
grandes comparadas con la escala fundamental del cut-off.

Sin embargo, la mala prensa que histéricamente han soportado las teorias no renormalizables se
nos antoja hoy dia un tanto desproporcionada, puesto que incluso las teorias renormalizables como el
Modelo Estandar pueden ser vistas como simples descripciones efectivas, validas hasta una cierta escala
de energias a determinar experimentalmente. En este sentido, el efecto de términos en el lagrangiano que
vuelven la teoria no renormalizable —los operadores de dimensién alta— se puede reconocer como evidencia
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indirecta de nueva fisica incluso antes de que ésta sea descubierta directamente en acelaradores, mediante
la produccién de nuevas particulas, de la misma manera que el mal comportamiento de la teoria de Fermi
en torno a los 100 GeV se podia tomar como evidencia de nueva fisica en esa escala.

Gran parte de la jerga actual en fisica de altas energias esta inspirada en esta nueva interpretacion de
las TCC como una sucesién de teorias efectivas en una suerte de “matroshka”, siempre que la simetria
Poincaré no resulte explicitamente violada a una escala determinada. En otras palabras; la fisica de las
TCC ha de organizarse en términos de escalas de energia, en vez del punto de vista tradicional basado en
la jerarquia proporcionada por los diagramas de Feynman (las potencias de la constante de acoplamiento
y la serie semicldsica en potencias de h).

Incluyendo una seccién con abundante discusion heuristica de estos conceptos, asi como una pre-
sentacion de los resultados tradicionales con un lenguaje mas moderno, pretendemos equipar al alumno
con los elementos del lenguaje moderno en TCC.

1.1 Eliminacién de divergencias

Aqui reunimos el conjunto de resultados tradicionales sobre renormalizacién en teoria de perturbaciones.
Aunque la discusién heuristica serd genérica, los ejemplos de célculos concretos se presentan sobre la TCC
de un escalar con potencial cuartico como modelo, y nos mantenemos en la aproximacién de un sélo loop.
Esto nos permite obviar, en primera aproximacion, tanto la cuestion de las “divergencias solapantes”
como las sutilezas derivadas de la presencia de particulas no masivas en representaciones “pequenas”
de espin, asociadas a simetrias quirales o de gauge. Este tipo de cuestiones se tratan en una seccién
especialmente dedicada a la renormalizacion en detalle de QED a un loop.

1.1.1 Folklore

En esta seccién iniciamos la exposicién a partir del ejemplo méas sencillo: la divergencia cuadratica a la
masa de un escalar. Este ejemplo es de gran importancia fisica, pues se puede considerar la base del
“problema de las jerarquias”, al menos en una de sus manifestaciones mas caracteristicas: la dificultad
de mantener jerarquias de masas en presencia de escalares. El estilo es heuristico, basado en argumentos
y estimaciones dimensionales.

El objetivo de esta discusién es poner de manifiesto de la forma més elemental posible que la relacién
entre los parametros del lagrangiano y cantidades fisicas —masas y acoplamientos— es indirecta, y contiene
contribuciones de las fluctuaciones cudnticas del campo.

e Masa efectiva

Se considera la correccién a un loop a la masa, definida como el polo del propagador, de un
escalar con interaccién cudrtica. Esto nos lleva de forma natural a la suma geométrica de los
diagramas encadenados de la autoenergia:

—i%(p) = (6(—p) $(p)) e

amputada

para obtener un propagador '
i

p* —m3 — Ia(p®,m}, Aa)
donde A es el cut-off, la méxima energia de los estados mesénicos que se propagan en el loop.
Segun lo dicho antes, representan una escala fisica a partir de la cual la descripcién en términos
del escalar ¢4 (x) deja de ser adecuada. Estd asociado a un “espaciado de red” efectivo de orden
a ~ A~!. La masa efectiva se define pues como la que satisface la ecuacién que determina el
polo:

még = mi + Za(p® = min)

A primer orden en A, y en el régimen p,my < A, el diagrama correspondiente se comporta

como A
d'k
SA ~ )\A/ ﬁ ~ AA A2
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Por tanto, m2g ~ m3 + Aa A?. En otras palabras; a menos que ma ~ A desde el principio, la
masa efectiva del mesén estd dominada por la correccién cuéntica y es muy grande, de orden
A. De hecho, es dificil conseguir un escalar ligero, meg < A en comparacion con el cut-off, a
menos que ajustemos con mucha precisién el valor de ma, la masa que aparece en el lagrangiano
original. Si estamos interesados en definir mateméticamente el limite al continuo, conservando
una particula de masa efectiva meg finita, estas consideraciones nos dicen que debemos tomar
el limite A — oo, combinado con mi — m2g — Aa A? + O(\}). Esta operacién es la que se
denomina como renormalizacion.

Por el contrario, si la escala A posee una interpretacién fisica, en el espiritu de Wilson (como
la de una particula muy masiva que se acopla al campo ¢(z)), entonces descubrimos que el
escalar tiende a conservar una masa de orden A, salvo que alguna simetria adicional asegure
la. cancelacién precisa entre m3 y la correccién cudntica. Tales simetrias son por ejemplo las
simetrias gauge para fotones, la simetria quiral para fermiones sin masa, o la supersimetria para
escalares (problema de las jerarquias).

e Acoplamiento efectivo

La discusién heuristica anterior se generaliza a las correcciones a la constante de acoplamiento,
que podemos definir fisicamente en términos de una amplitud de dispersién para particulas sobre
la capa de masas (como el valor de la funcién de vértice cuértico con las patas en p? = mgﬂ). Se
obtiene en este caso una divergencia logaritimica de los “diagramas del pez” con un loop

Aeft ~ A — C' A} log (A/mes) + . ...

relacién que nos dicta la “trayectoria de renormalizacién”: la dependencia funcional Ax (A — oo)
que asegura la finitud de la constante efectiva.

Aqui descubrimos un hecho importante. Si A >> meg, es posible que Aegg < 1 aun cuando Ax
ya no sea pequena. De hecho, seria deseable reorganizar la serie perturbativa como un desarrollo
en potencias del acoplamiento efectivo Aeg, que mide realmente la fuerza de las interacciones
entre particulas. Esta reorganizacién de la serie perturbativa, que en ocasiones da lugar a una
mejora en la precisién, se denomina “teoria de perturbaciones renormalizada”’ y serd objeto de
estudio en la seccién siguiente.

e Contaje de potencias y renormalizabilidad

La pregunta obvia en este punto es si todas las cantidadas fisicas son finitas, cuando se ex-
presan en funcién de la masa y acoplamiento efectivos, es decir, una vez que hemos absorbido la
divergencia de la masa y la constante de acoplamiento en términos de la trayectoria de renormal-
izacién para ma y Aa, en el limite A — co. La respuesta es accesible, en un sentido genérico, por
simple contaje dimensional, teniendo en cuenta las propiedades combinatorias de los diagramas
de Feynman.

Considerando una funcién de Green conexa con N patas externas, un diagrama de Feynman
que contribuye tendra en general P propagadores, V vérticesy L = P —V + 1 loops. En una
teoria con interaccién ¢™ hay m lineas confluyendo en cada vértice: nV = N + 2P. El grado
superficial de divergencia del diagrama se obtiene, por anédlisis dimensional:

diagrama ~ A~

con
Div=4L—-2P=4—-N+(n—-4)V

De aqui deducimos que en la teorfa ¢* sélo divergen superficialmente las amplitudes con menos
de cuatro patas externas. Sin embargo, en ¢° o superior, todas las amplitudes divergen para un
numero de vértices suficientemente alto. Esto implica que necesitariamos ajustar un nimero in-
finito de cantidades fisicas para absorber estas divergencias, con lo cual la teoria no es predictiva
en un sentido estricto. Para completar este argumento, debemos comentar que el criterio dimen-
sional falla en presencia de simetrias (como es el caso de QED), y de divergencias solapantes (en
cuyo caso se aplica a los subdiagramas divergentes de un diagrama mayor).

Por inspeccién directa, obtenemos pues un criterio de renormalizabilidad, basado en nuestra
capacidad de absorber las divergencias en un nimero finito de cantidades fisicas. El criterio es
simplemente que la constante de acoplamiento tenga dimension de masa positiva o cero.
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1.1.2 Normalizacién de las cantidades fisicas

La idea bésica a transmitir es la necesidad de especificar el valor de una magnitud fisica medible por
cada parametro ajustable —masas y acoplamientos— que aparece en el lagrangiano “microscépico”. De
esta forma determinamos otros tantos parametros efectivos, que de paso absorben las divergencias en el
resto de las cantidades fisicas.

En adelante, nos referimos a los pardmetros que aparecen en el lagrangiano “desnudos” como mp, Ay, . . .
y a los “renormalizados”, efectivos o fisicos como m, A, .. ..

e Propagador exacto

Aqui nos apartamos del estilo heuristico para obtener un resultado exacto de gran impor-
tancia, aunque en cierta medida ya implicito en nuestro andlisis de la reduccién LSZ en TCC-I.
Nos referimos a la representacién espectral (de Lehmann) del propagador. Nos permite dar una
definicién fisica de la masa efectiva (en adelante, masa fisica o exacta), y de su relacién con la
masa que aparece en el lagrangiano (la masa desnuda ma). Al mismo tiempo, recuperamos la
definicién LSZ de la constante Z de renormalizacién de la funcién de onda.

Partiendo de la funcién de Green exacta, introducimos la unidad en el espacio de Hilbert de

estados asintdticos,
i=> |m)(In| =) [Out)(Out|

Se obtiene asi la representacion espectral sin mas que usar las propiedades de covariancia Poincaré
del campo:

G = [araer (v [d0aw] ) = [ 0

donde p(M?) es la densidad espectral
80>

como suma sobre estados de momento total cero P|so) = 0 con energia H|so) = ms |so). Si la
teoria tiene estados asintéticos de tipo monoparticula de masa m, la densidad espectral tiene la
forma p(M?) = 2w Z §(M?* — m?) cerca de M? = m?, con

oM7) = 37 (2m) 52— m2) | (vac [3(0)| o)

S0

2

Z = ‘<VAC ‘a(O)‘ partl’cula>

de acuerdo con la definicién de Z basada en LSZ. Si hay estados ligados, tenemos otras deltas
en masas Mﬁgados =m? < (2m)?, mientras que en M? > (2m)? tenemos el continuo de estados
de multiparticulas. Todo esto se traduce en una estructura analitica para el propagador exacto
dada por

~ iz iZ dMm? o i
Colp) = 5t > M
2(p) p2—m2—|—i0+ p2—m§+i0+/corte>4m2 27 o )pQ—MQ—i—iO

ligados

Este resultado es importante porque muestra cémo las funciones de Green se pueden utilizar para
recuperar informacion fisica no contenida en los elementos de matriz S, en concreto, detalles sobre
el espectro exacto de la teoria.

Para nuestra discusién de renormalizacion, la importancia de este resultado radica en que nos
permite definir la masa exacta, asi como la constante de renormalizacién del campo en términos
de la estructura analitica de la funcién de Green a dos puntos.

e Acoplamiento exacto

Andlogamente, definimos el acoplamiento exacto mediante la amplitud de matriz S a mo-
mento cero:

>\=i<P1=p2=0‘§‘P3=P4=0>=i(\/§)4 G4(p?=m»Pi=0)’ conexa

amputada
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donde hemos usado LSZ en la segunda relacién. De nuevo, tenemos una definicién fisica sin
ambigiiedades, siempre que realizemos la amputacién y la normalizaciéon en términos del propa-
gador exacto derivado antes. En teoria de perturbaciones la amputacién se efectia extrayendo
la suma de diagramas 1PI en cada una de las cuatro patas.

Es importante comunciar al alumno una de las constantes recurrentes en toda discusion de
renormalizacién. La definicién de las constantes de acoplamiento, al realizarse sobre amplitudes
fisicas concretas, no tiene una validez absoluta. La estructura del programa de renormalizacién
dependera de la definicién precisa adoptada para las constantes de acoplamiento. Por supuesto,
el valor numérico de las cantidades fisicas debe ser el mismo, independientemente de cémo se
articulen las definiciones de objetos tutiles en el analisis intermedio.

1.1.3 Teoria de perturbaciones renormalizada

La manipulacién de la teoria de perturbaciones en términos de los pardametros desnudos ma, Aa, ..., 0S-
curece el hecho de que son los pardametros efectivos los que tienen una interpretacién fisica directa. Resulta
pues 1til reescribir la serie perturbativa como un desarrollo en potencias del acoplamiento efectivo A. En
principio, ésta es una simple reorganizacién de la serie. En la practica, sin embargo, sélo podemos calcu-
lar unos pocos érdenes en el desarrollo perturbativo, y una organizacién astuta de la serie perturbativa
puede redundar en una mejor aproximacién cuantitativa.

Aunque el verdadero tratamiento sistematico de estas cuestiones requiere la introduccién de los
métodos del grupo de renormalizacién, aqui introducimos la teoria de perturbaciones renormalizada
como una manera de presentar los calculos sin referencia explicita a los parametros desnudos.

e Contratérminos

La idea bésica consiste en sumar y restar un lagrangiano canénicamente normalizado en

términos de un campo renormalizado ¢ = Z —1/2 ¢A, y con acoplamientos efectivos m, A:
1 2 1 5 5 Ax o4 1 2 1 o5 9 A 4
£A_5(8¢A) _imA¢A_I¢A_§(8¢) _im d) _E¢ +£C0ntra

donde 1 . 5
_* 2+ 29X 4
Ccontra - 2 (SZ (8¢) 2 5'm (17 4'

Sz=27—1, Om = Zmi — m?, Sx=AM 22—\

A continuacién tomamos %(8@5)2 — %m2¢2 como lagrangiano libre que define el propagador
(exacto), y el resto como una perturbacién. Obviamente, esta reorganizacién de la serie de
Feynman es equivalente a trabajar en serie de potencias de Aa, al menos en un sentido formal.
En la préctica, la dificultad de trabajar con mds vértices (los contratérminos) se ve justificada
con creces por una estructura mucho mas sencilla de la normalizacién de cantidades fisicas.
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e Calculo de los contratérminos

La determinacién de los contratérminos dz,dm, 0 se realiza orden a orden en la serie en
potencias de A, el acoplamiento fisico. El procedimiento que elimina las divergencias es el mismo
considerado anteriormente: fijamos un nimero equivalente de cantidades fisicas. En este caso,
la autoenergia (incluyendo la contribucién de los contratérminos) ha de satisfacer

>

—dT)Q(pQZm2):0

S(p® =m?)

como consecuencia de la normalizacién del propagador exacto. Por ejemplo, en la teorfa ¢* a un
loop se obtiene 6z = 0, §,, ~ —AA%/m?, donde la anulacién de §z a un loop es una propiedad
especial de la teorfa ¢*. Asimismo, calculando la amplitud de cuatro patas amputada:

54(5 =4m® t =u=0)

conexa. = —IA
amputada
se obtiene §y ~ A2 log (A/m). En todos los casos, las constantes de proporcionalidad son tales
que las divergencias en cualquier amplitud a un loop quedan canceladas al introducir los con-
tratérminos.

1.1.4 Renormalizacién de QED a un loop

Aqui presentamos la renormalizacién en detalle en el caso de mas interés fisico que mantiene sin embargo
la simplicidad padagégica: QED. Con esto completamos el estudio detallado de QED como TCC modelo,
iniciado en el curso del primer cuatrimestre.

Las novedades més importantes de esta seccién son de cardcter técnico. Introducimos la regularizacion
dimensional como la forma més efectiva de parametrizar divergencias ultravioleta en teorias gauge.

e Estructura general de divergencias en QED

Consideramos el contaje dimensional que estima el grado de divergencia superficial de los di-
agramas en QED: para un diagrama con L loops, P. propagadore electrénicos, y P, propagadores
foténicos

Div=4L—-P.—-P,=4— N, — gNe
donde N, N, es el nimero de patas externas de fotén y electrén, respectivamente. El resultado
es independiente del niimero de vértices, asi que sélo un nimero finito de amplitudes pueden
diverger (salvo por divergencias en subdiagramas).

El contaje dimensional ha de corregirse en muchos casos, como consecuencia de las simetrias
de la teoria. Por ejemplo, las funciones a uno y tres patas del fotén se anulan por conjugacién de
carga (Furry). La autoenergfa del electrén es (superficialmente) linealmente divergente, pero la
simetria quiral en el limite m. — 0 implica que el diagrama es de hecho proporcional a m.. Por
tanto la divergencia real es sélo logaritmica. Por ultimo, las amplitudes de fotones pares (po-
larizacién del vacio y dispersién de fotones por fotones) son, respectivamente, logaritmicamente
divergentes y finitas, debido a la identidad de Ward, que implica la transversalidad con respecto
a la polarizacién de los fotones en patas externas. La tnica amplitud que respeta el grado de
divergencia superficial —logarftimica en este caso— es el vértice e™ ye™.

e Contratérminos y teoria de perturbaciones renormalizada

En términos de los campos renormalizados ¢a = /Zy ¢, Ay = +/Za A" tenemos un la-
grangiano de contratérminos

) — . —
[fcontra = _?A‘Frl +w(26’¢} @ - 5m)¢ - 668 ¢’Y“¢Au
0ap =Zay —1, Om =ma Zy —m, 5EZ%Z¢\/ZA—1

Las condiciones fisicas que determinan los contratérminos se escriben en términos de la polar-

izacién del vacio (jI(q)j¥m(—q)) = i(n""¢* — ¢"¢")(¢?), la autoenergia del electrén —iX(y),

32



y el vértice amputado ete™y, —iel*(p,p’). Las condiciones en cuestién involucran simplemente
la definicién de m como la masa fisica del electrén, m, = 0 para el fotén a todos los drdenes,
como se desprende de la simetria gauge, y la definicién fisica de la carga eléctrica efectiva e:

_dx
o

e FEvaluacién de diagramas en regularizacion dimensional

S(p=m) ($=m)=1I(¢° =0) =0, —iel™(p—p' =0) = —iex"

La regularizacién intuitiva en términos de un cut-off en momentos A resulta demasiado
violenta en QED, puesto que no respeta la invariancia gauge. Como consecuencia, el fotén
adquiere una masa y la renormalizacién se complica ad infinitum. Aqui ilustramos en este
ejemplo concreto de QED a un loop una de las reglas de oficio bésicas en TCC: la necesidad de
buscar reguladores adecuados segun las circunstancias del cdlculo en cuestién.

Con diferencia, el método mas potente en teoria de perturbaciones es la regularizacién dimen-
sional. Aqui introducimos las ideas esenciales del truco de la continuacién analitica en el nimero
de dimensiones. Previamente convertimos las integrales en espacio de momentos minkowskiano
en integrales euclideas mediante la rotacién de Wick en las componentes de los momentos.

Este tratamiento es técnico y requiere unas dos clases completamente dedicadas a la manip-
ulacién de diagramas en la pizarra, incluyendo la parametrizacién en términos de parametros de
Feynman.

Armados con estos resultados, estamos en condiciones de calcular los contratérminos de QED
Oey 0,04, 0m a un loop.

e FEjemplo: correcciones cuanticas a la dispersion Coulomb

Como ejemplo de cdlculo de una cantidad fisica hasta el final, consideramos la dispersiéon de
un electron por una carga muy masiva. El diagrama dominante a nivel arbol simplemente da
lugar a la interaccién de Coulomb habitual. Las correcciones a un loop al potencial de Coulomb
se pueden relacionar con la transformada de Fourier de la funcién de polarizacién del vacio I1(q).

Avanzamos una interpretacién fisica de los resultados, basada en la analogia con el apan-
tallamiento de la carga eléctrica por un medio dieléctrico. Desde este punto de vista, la renor-
malizacién aparece como una consecuencia natural de la existencia de fluctuaciones a todas las
escalas de distancias y no s6lo como un truco matematico para evitar expresiones divergentes.

e Ejercicio de ampliacién: La funcion de vértice del electrén y el momento magnético anémalo

En este ejercicio consideramos las correcciones debidas a fotones virtuales en la interaccién
elemental entre un electrén y un fotén. En el proceso descubriremos aplicaciones importantes
de la identidad de Ward. Utilizamos este ejemplo para mostrar un método de regularizacién
alternativo de gran utilidad en QED: el método de Pauli—Villars, que consiste en introducir una
particula ficticia muy masiva con término cinético de signo opuesto.

e Ejercicio de ampliacién: Un ejemplo a dos loops

Aqui llevamos al alumno por el bosque de las divegencias solapantes. Sin entrar en la solucién
general de BPHZ, mostramos los elementos de la renormalizacién maés alld de un loop con un
ejemplo extraido de la teorfa ¢?.

1.2 Grupo de renormalizacién

Una vez puesto de manifiesto que las cantidades fisicas, expresadas como funcién de la escala funda-
mental A de la TCC y de los pardmetros microscépicos mp, Ay, - . ., estdn dominadas en ocasiones por
la contribucién de modos de alta energia, es natural tratar de estudiar éstos con cuidado, con objeto de
sistematizar el célculo de sus efectos en la fisica a escalas de energfa muy por debajo del cut-off p? < A2.
El resultado de este andlisis, denominado genéricamente grupo de renormalizacidon, es una nocién precisa
de acoplamiento efectivo, y una explicacion fundamental del papel de las teorias renormalizables en fisica.
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1.2.1 Método de Wilson

La idea de Wilson consiste en calcular la integral funcional de una TCC en una serie de pasos, cada uno
de los cuales sélo incluye fluctuaciones de una energia dada. En otras palabras; consideramos una escala
A’ < A e integramos todas las fluctuaciones en esta “capa de momentos” A’ < |p| < A. La funcién de
particién parcial que resulta se escribe de nuevo en términos de un lagrangiano efectivo, cuyo cut-off es
ahora A’

o Accidn efectiva Wilsoniana

La idea basica del método de Wilson es pues escribir

Do = D] Do}

y efectuar la integracién sobre ¢(A’ < |p| < A).

Za - / D I = 2, = / Do)

con
Iy = Ip —ilog / [Dg]}, €'

En principio, estas transformaciones estdan definidas para una teoria de campos regularizada
en general. En la practica, las integrales se pueden calcular no perturbativamente por medio
de simulaciones numéricas, o perturbativamente, mediante el célculo de diagramas de Feynman.
Aqui vamos a suponer que estamos en una situacién perturbativa, es decir, el lagrangiano original
es aproximadamente libre:

La =100 =D (M) Ao O(9)

@]

donde escribimos el lagrangiano méas general en dimensién espacio-temporal d, en términos de op-
eradores O(¢) de dimensién do, con acoplamientos normalizados A(O), que se suponen pequenos,
y las dimensiones dadas por el cut-off. Por ejemplo, para una masa m3 = A2 A2 A, mientras
que el acoplamiento cudrtico Ay = Ay4 5.

Perturbativamente, se definen los acoplamientos renormalizados a la escala A’ mediante la
ecuacién:

Iy = / 106 =D (W) o n O | =In+ > (A < |plvirwar < A)
o) diagramas
conexos
El nuevo lagrangiano efectivo a escala A’ sélo depende de modos del campo con momento inferior
a A’, que es el nuevo cut-off. La normalizacién de la medida en Z,. difiere de la considerada orig-
inalmente para Za si expresamos el lagrangiano efectivo con normalizacién candnica. Es decir,
ajustamos al valor unidad el coeficiente del término cinético en I/, mediante una transformacién

¢ = (1+624)"% ¢

donde 6Z4 es la contribucién al operador (8(,23)2 debido a diagramas de particulas con momento
a la capa de integracidn.

Una observacién importante: salvo la accién de simetrias (que han de serlo de la integral
funcional completa), todos los acoplamientos ad infinitum son # 0 en I/, independientemente
de su valor a momento superior. ; Qué sentido tiene entonces escribir un lagrangiano con unos
pocos términos, si todos los demaés se generan mediante fluctuaciones cudnticas?
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e Flujos de renormalizacion

La evolucién de los acoplamientos con A/A’ define un flujo de renormalizacion. De las
ecuaciones anteriores se deduce que la renormalizacién dominante de los acoplamientos adimen-
sionales estd dada por simple contaje dimensional, es decir:

#e

A d—dop
) o +6ro) (14 62)" %,

Ao = (P
donde d\,0Z proceden de los diagramas y son pequerios si la teoria de perturbaciones en Ax
es buena. De aqui obtenemos un resultado importante: los operadores de dimension alta
dirrelovante > d son irrelevantes a baja energia A’ < A, por razones puramente dimensionales.
Los operadores relevantes, tales como las masas, tienen dimension drejevante < d y dominan la
fisica de baja energia. Mientras que los operadores con acoplamiento sin dimensién nominal
do = dmarginal = d, se denominan marginales y su evolucién depende completamente de la
contribucién de los loops. Por ejemplo, en la teorfa ¢* tenemos

A = Aa — C A3 log (A/A)
e Renormalizabilidad explicada

Dado que los operadores irrelevantes no son importantes para A’ < A —salvo por las con-
tribuciones logaritmicas a los coeficientes de los operadores relevantes y marginales— la accién
efectiva en el sentido tradicional que resultaria de tomar el limite al continuo A — oo con A’ fijo
no contiene operadores irrelevantes. De aqui que, por ejemplo, en la teorfa ¢* podemos obviar
la introduccién de operadores ¢°,¢%, etc. en el lagrangiano, siempre que el cut-off se pueda
considerar infinito desde el punto de vista fisico.

De esta manera, obtenemos la explicaciéon fundamental del criterio de renormalizabilidad
estudiado anteriormente sobre la 16gica tradicional de la eliminacién de divergencias: operadores
con dimensién mayor que cuatro (constante de acoplamiento de dimensién negativa) nunca apare-
cen en una teoria en la que el cut-off es, de forma efectiva, infinito. Al revés, mientras los
acoplamientos efectivos sean pequefios, toda teoria fluye a baja energia a una con operadores
de dimensién menor o igual a cuatro. Si la teoria resultante es libre Aeg — 0, la original era
no renormalizable. Si las interacciones sobreviven el limite de baja energia, entonces tenemos
forzosamente una teoria renormalizable.

Es muy importante que el alumno entienda estos sencillos conceptos en toda su profundidad,
ya que son absolutamente bésicos en el paradigma actual sobre la interpretacioén fisica de las TCC.
En concreto, la renormalizabilidad del Modelo Estandar se puede ver como una consecuencia
de las ideas Wilsonianas, donde las interacciones que sobreviven estarian determinadas por la
simetria gauge, que asi adquiere un papel mucho mas fundamental del asumido previamente.

e Lagrangianos efectivos
Finalizamos la exposicién de las ideas Wilsonianas con una pequenia disgresiéon sobre algunos

ejemplos caracteristicos de lagrangianos efectivos en los que el uso de operadores no renormaliz-
ables es ttil desde el punto de vista practico. Uno es el efecto de un término de la forma

1 A v
0Ldim 5 ~ K wUuVFH w
en el acoplamiento entre el electrén y el fotén, y la determinacién de sus efectos en el momento

magnético anémalo como una forma de acotar A, la escala de la nueva fisica responsable de la
aparicién de este operador. El segundo ejemplo es un operador de dimensién 6

1 ——
Laime ~ 45 (W p).
Este caso tiene famosas aplicaciones: la teoria de Fermi de interacciones débiles, Apermi ~ 100

GeV, y el operador efectivo para desintegracién de un protén en una teoria de Gran Unificacién
(GUT): Agur ~ 10'6 GeV.

35



1.2.2 Logaritmos y comportamiento asintético

En esta seccion final de la discusién sobre renormalizacién abordamos una serie de conceptos de gran
utilidad préactica. La estructura del grupo de renormalizacién tal como se ha introducido en la seccién
anterior, en términos del flujo de acoplamientos efectivos como funcién del cut-off, pone de manifiesto que
para estudiar la fisica de una TCC a escala de energias de orden E, es conveniente escribir un lagrangiano
efectivo en el que las fluctuaciones cuanticas de frecuencia w > F han sido integradas explicitamente, e
incorporadas en un conjunto de acoplamientos efectivos.

Esta idea basica de la interpretacién Wilsoniana se puede implementar también al nivel de la teoria de
perturbaciones renormalizada, donde el cut-off ha desaparecido explicitamente de las férmulas, sustituido
por la escala fisica a la cual efectuamos la sustraccién de divergencias ultravioletas (por ejemplo la masa
fisica de las particulas en cuestién).

En este sentido, un problema genérico que nos encontramos es la aparicién de logaritmos cuyo valor
puede invalidar de facto la precisién de la serie perturbativa. Supongamos que tenemos un acoplamiento
Am definido a una escala m por una amplitud de dispersién fisica A(m) entre particulas de masa fisica m.
En teorfa de perturbaciones, esta amplitud adquiere, a energias p?> > m?, una dependencia del tipo A(p) ~
Am + A2, log (p?/m?). De hecho, n diagramas encadenados, con una divergencia logaritimica primitiva
cada uno, dan lugar a correcciones de orden O (/\ﬁjl [log (p? /mZ)}n), de manera que el pardmetro de
desarrollo efectivo no es \,,, sino la combinacién \,, log (p?/m?). Si p? > m? la teorfa de perturbaciones
no es valida en términos cuantitativos.

La solucién a este problema es encontrar un parametro de desarrollo méas astuto. En vez de efectuar un
desarrollo perturbativo en \,,, a medida que consideramos procesos a energias alejadas de m, deberiamos
utilizar una definicién de acoplamiento efectivo adecuada a la escala en cuestién. Esto nos lleva a la
introduccién de acoplamientos running.

e FEcuacion de Callan-Symanzik

La discusion anterior conduce directamente a la definicién de acoplamientos efectivos a una
escala arbitraria p, que utilizaremos como pardmetro de desarrollo perturbativo para estudiar
la fisica a energias de orden p. En la practica, la forma més efectiva de calcular \, en términos
del acoplamiento fisico ., es mediante la integracion de una ecuacién diferencial,

o

T = B0 m/u)

llamada de Callan-Symanzik. La funcién beta S(X) mide el efecto de una variacién infinites-
imal en p y se puede calcular mediante la evaluacién de diagramas. Al involucrar un cambio
infinitesimal en la energia, este procedimiento esta libre del efecto de los logaritmos y la precisién
depende tnicamente de que A, < 1.

Si 1> m la funcién beta sélo depende de A, y podemos escribir una solucién formal:

Au
m dx

o ()= [ 5
M ay B)

vélida con tal de que 3(z) no se anule en el intervalo de integracién. La escala M es una condicién
inicial, que se toma suficientemente alta como para que m/M < 1, pero atn log (M/m) ~ 1, de
forma que podemos calcular Ajs en términos de A, sin grandes correcciones debidas a logaritmos
entre estas dos escalas.

e FEjemplo: carga efectiva de QED

De nuevo consideramos la carga efectiva de QED como ejemplo caracteristico. La funcién
beta de QED

B(e) +0(e)

1272
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se obtiene de los resultados de la seccién anterior, donde desarrollamos con detalle la estructura
de renormalizacion a un loop. La solucién para a = 62/471' es

Qlem

1— %= (log (u?/m2) - 5)

oy =

donde aem ~ 1 / 137 es la constante de estructura fina definida a la escala de la masa del electrén
me ~ 0.5 MeV. Se puede por ejemplo calcular la constante de estructura fina efectiva a la escala
de las colisiones en LEP: (91 GeV) ~ 1/134.6 > aem-

e Tipos de comportamiento asintético

Una vez ilustrada la utilidad del concepto de acoplamientos running pasamos a enumerar los
diferentes tipos de comportamiento asintético a alta energfa: A, (u — o0). Para ello consideramos
las diferentes formas cualitativas que puede tomar la funcién beta, dependiendo del signo, o la
posibilidad de que se anule a un valor dado del acoplamiento.

Hay bésicamente cuatro escenarios:

— Crecimiento continuo: A\, o — 00.

Singularidad a energfa finita: A,— .., — co. Este es el caso de QED, y po es el famoso
polo de Landau.
— Punto fijo: Ay—oc — A, ocurre cuando la funcién beta tiene un cero: G(A.) = 0.

— Libertad asintética: A\y—oo — 0. Esto ocurre cuando B(\) < 0 en la vecindad de A ~ 0.
e Ejercicio de ampliacion: Ecuacion de Callan-Symanzik general y dimensiones anémalas

Consideramos la forma mas general de la ecuacién de Callan—-Symanzik, correspondiente al
running de acoplamientos de dimensién arbitraria, asociados a perturbaciones por operadores de

dimension do
5= 1" N0, / o
(@]

Definimos las dimensiones andmalas de los operadores yo a partir de las funciones beta, mediante
Bo = (do —4+v0) do

Esto nos permite determinar la evolucién de un acoplamiento arbitrario evaluar el compor-
tamiento asintético de funciones de Green de operadores arbitrarios. El anélisis se completa con
el célculo de dimensiones anémalas a un loop en la teoria ¢* y en QED.

2 Teorias gauge no abelianas

Las teorfas gauge representan la piedra angular de nuestra descripcion basica de la naturaleza. Consti-
tuyen una clase particular de TCC cuya propiedad definitoria es una enorme simetria local, la simetria
gauge, que actia como un principio geométrico limitando las clases posibles de interacciones. De hecho,
todas las interacciones fundamentales conocidas son teorfas gauge (incluyendo la gravitacién en su versién
einsteniana). Como tales, todas se pueden ver como generalizaciones de la electrodindmica.

Una idea fundamental a resaltar en este curso es la la diferencia en la interpretacién fisica de las
simetrias globales usuales y de las simetrias gauge. Mientras las primeras “actian” sobre estados fisicos
de una forma determinada (por un operador unitario adecuado, via el teorema de Wigner), las segundas
corresponden a redundancias en nuestra descripcion de los grados de libertad del sistema. En otras
palabras; la simetria local es un efecto del uso de campos con grados de libertad no fisicos.

Todas las simetrias gauge —salvo gravitacién— estdn asociadas a particulas vectoriales sin masa. Tal
como vimos en las primeras sesiones de TCC-I, las particulas vectoriales sin masa tienen menos grados
de libertad que las masivas: dos estados de polarizacién por cada valor del impulso en vez de los tres que
esperariamos para un estado de espin 1. Sin embargo, la descripcién covariante Lorentz de los campos
asociados siempre involucra cuadrivectores A, con cuatro componentes. Los grados de libertad sobrantes
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corresponden a la “redundancia gauge” A, — A, + d,c, que es una simetria del lagrangiano de Maxwell
para un vector sin masa. Si las particulas gauge conservan estas propiedades en sus interacciones con la
materia, éstas han de respetar esta simetria gauge. Esta es la razén por la cual la hipétesis de una simetria
gauge concreta implica importantes restricciones en las interacciones que experimentan los campos de la
teoria. Sin embargo, a diferencia de las simetrias globales habituales, al interpretar la simetria gauge como
una redundancia, sé6lo los estados invariantes gauge tienen interpretacion fisica libre de ambigiiedades.

Es posible, al menos en principio, escoger uniformemente un “representante” de cada clase de campos
relacionados por transformaciones gauge, y trabajar sélo con grados de libertad fisicos. En una tal
descripcién la simetria gauge desaparece, tal como corresponde a una pura redundancia. Sin embargo,
esta proyeccion sobre los grados de libertad fisicos es con frecuencia incompatible con la covariancia
Lorentz manifiesta, que a su vez es de gran importancia préactica en los cédlculos. Por lo tanto, en
la presentacién conceptual a los estudiantes, podemos resaltar la idea de que las simetrias gauge son
redundancias utiles en nuestra descripcion de las interacciones que involucran particulas vectoriales no
masivas, de las cuales el fotén es el ejemplo caracteristico. Con frecuencia la légica de esta presentaciéon
se invierte y nos encontramos con la afirmaciéon de que las simetrias gauge son la “razén de ser” de las
particulas vectoriales no masivas, tales como los fotones o los gluones.

A continuacién nos introducimos en el aspecto mas pragmético de obtener las reglas de Feynman
covariantes para una teoria gauge general, en el formalismo funcional usando el truco de Fadeev—Popov,
que muestra aqui su neta superioridad. Discutiremos los fantasmas y su papel en la unitariedad de la
teoria de perturbaciones, para pasar a continuacion a estudiar con detalle la teoria gauge no abeliana por
excelencia: QCD.

2.1 Teoria clasica

Se introducird con cierto detalle la estructura geométrica subyacente a la simetria gauge, en una intro-
duccién con un estilo tal vez mas axiomatico que el del resto del curso.

2.1.1 Origen geométrico de los campos gauge
e Derivadas covariantes

Tomando el caso de QED como guia, introducimos la nocién de derivada covariante como
la solucién al problema de escribir un lagrangiano invariante gauge para un fermién de Dirac.
Utilizamos el lenguage discreto, reemplazando derivadas por diferencias, lo cual nos permite
introducir los conceptos de derivada covariante y de curvatura gauge F,, = 0uA, — 0, A, a
partir de su versién discretizada (el operador de plaqueta de Wilson).

e Grupos gauge

Reconociendo la simetria gauge de QED como una redundancia U(1) por cada punto del
espacio-tiempo, la generalizacién a otros grupos continuos de transformaciones es natural. El re-
sultado bésico es que aparece un campo gauge Ay, independiente por cada generador del dlgebra

de Lie del grupo gauge: a = 1,...,dim(G). Estos campos se pueden ensamblar en una ma-
triz A, = ) ALT®, donde (T*)" = T* generan los elementos de G: Q. = exp(ialT*) y
satisfacen las reglas de conmutacién de un &lgebra de Lie: [Ta,Tb] = i fo°T°. Las transfor-

maciones gauge actian como A, — ) (A# + iaﬂ) Q™' y la intensidad de campo [D,, D,] =
19 (04 A, — 0L Ay +ig Ay, AJ]) = ig Fu. se transforma covariantemente: F,, — Q F,, Q7%
Aqui recogemos algunas propiedades generales de las dlgebras de Lie que se usan con fre-
cuencia en fisica, tales como la caracterizacién bésica de SU(N), O(N), Sp(N), las constantes de
estructura, algunas generalidades sobre representaciones, y la definicién y cédlculo de Casimires.

2.1.2 Lagrangianos

A continuacién escribimos los lagrangianos més generales compatibles con una simetria gauge general.
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e Posibilidades

Se consideran los elementos en la construccién de lagrangianos polindmicos invariantes gauge.
Han de ser funciones de las potencias invariant es de intensidad de campo F", y de sus derivadas
covariantes D" F™.

Con sélo dos derivadas, tenemos el lagrangiano de Yang—Mills para los campos gauge:

1 a v
EYIWZ_ZFuqu;L

del cual escribimos sus ecuaciones de campo e indentidades de Biachi. Resaltamos la novedad mas
importante desde el punto de vista fisico: las teorias gauge puras (sin materia) son interactivas
en el caso no abeliano, a diferencia de los fotones, que son libres en ausencia de materia.

Se construyen derivadas covariantes en diferentes representaciones del grupo gauge para
acoplar diferentes clases de materia. El acoplamiento sigue siendo de la forma J,A*, mediante
la corriente gauge covariantemente conservada

(DuJ")* =0

El lagrangiano més general conteniendo campos gauge, escalares y fermiones de espin %, y
compatible con la condiciéon de renormalizabilidad superficial es

L= =T [FE + o+ (D) (D'9) = V(9) = T (Mi(6) +ins Ma(9)) ¥

donde ¥ y ¢ denotan colecciones de campos en representaciones determinadas del grupo gauge.
El Modelo Estandar es un caso particular de este lagrangiano. En realidad, es el lagrangiano més
general compatible con el grupo gauge SU(3)x SU(2)xU(1), y una asignacién de representaciones
dada.

2.2 Cuantizacion

Discutimos algunas caracteristicas bésicas de la cuantizacién canénica —el papel de la ley de Gauss
bajo cuantizacién— con objeto de ilustrar en férmulas las ideas anteriores sobre la simetria gauge como
redundancia en la descripcion de los grados de libertad del sistema. Esto nos permite recuperar la
discusién analoga para QED como un caso particular, un aspecto que hemos decidido obviar por razones
de tiempo en nuestro tratamiento de QED en TCC-I.

2.2.1 Estados fisicos y simetria gauge

e Variables candnicas

Nuestro objetivo aqui es identificar el campo eléctrico E* como el momento conjugado del
potencial vector espacial A%, mientras que la componente temporal A§ juega el papel de un
multiplicador de Lagrange, cuya ecuacién de movimiento impone la ley de Gauss

D-E=0

Tlustramos cémo esta ecuacién no se puede imponer en sentido fuerte en la teoria cudntica.
Es decir, como ecuacién para el operador E® es incompatible con las reglas de conmutacién
candnicas.

e Gauge temporal y ley de Gauss

En el gauge temporal Ag = 0, el hamiltoniano se escribe
ﬁ:/% (BB 4 B BY)

y la representacion de Schrodinger se realiza mediante



Una consecuencia elemental es que la ley de Gauss estd asociada a una carga conservada. Para
funciones arbitrarias o®(x), la carga

conmuta con el hamiltoniano [Q«, H] = 0 para cualquier funcién a(x). Por inspeccién, podemos
ver que genera transformaciones gauge independientes del tiempo:

QuU(A)=T(A —iDa)

que son las residuales después de tomar el gauge temporal A5 = 0. Por lo tanto, la condicién
de Gauss se realiza en el espacio de Hilbert en sentido débil: mediante la declaracién de que
los estados fisicos son invariantes frente a transformaciones gauge, o lo que es lo mismo, son
aniquilados por el generador:

(D -E)? U(A) =—i (D- 5%)& U(A)=0

En presencia de campos de materia 1, la condicién se modifica:
(D E-s°(110)) (A¥) =0

Estas relaciones reinterpretan la ley de Gauss como una condicién sobre los estados fisicos, en
vez de una identidad para operadores en sentido fuerte.

e Ejercicio de ampliacién: Gupta—Bleuler

En este ejercicio recuperamos uno de los tratamientos cldsicos en los libros de texto. En el
caso abeliano (QED) las condiciones de invariancia gauge impuestas sobre estados fisicos son
equivalentes al viejo formalismo de Gupta—Bleuler.

2.2.2 Notacién y convenios

Densidad lagrangiana de Yang—Mills

1 v 1 a va
EZ ﬁtrF#uF” :*@ZF“”FH

donde
Fu, =0,A, —0,A, +[A,, A = Z FSVTG
El algebra de Lie,

(T = -1 tr 7T = —46%, [T 1% = f3T°

con indices a = 1,2, ...,dim(G).
El espaciotiempo X es una 4-variedad Riemanniana que asumimos estatica, es decir, que admite la
foliacion por 3-espacios X a tiempo dado,

X=RxX

donde x € X es de la forma x = (¢,x) con t € R el tiempo y x € X.

La signatura Lorentziana se toma (+ — ——) por convenio. Con frecuencia trabajamos con la contin-
uacién analitica euclidea ¢ — —it, aunque entonces tomamos signatura (+ + ++) para la métrica. En X
aplicamos el convenio de sumaciéon de indices de Einstein. En X la suma sobre indices es explicita. En
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aplicaciones, siempre tomamos X = R?3, o bien en el caso compacto X = T3, 83 o productos de éstas,
donde T3 = S! x S' x S! es un 3-toro.
Las transformaciones gauge U(x) son aplicaciones suficientemente suaves del espacio base en el grupo

U: X —G
Su accién sobre los campos gauge A esté definida por
Ay — Al =U" (A, +0,) U
Para transformaciones cercanas a la identidad en el grupo, podemos trabajar en el dlgebra de Lie G,
U=¢eceqG, e=eT*c g
y se tiene, a primer orden en ¢,
0cAy =Dy = 0ue + [Ay, €]

Si la variedad base, sea ésta X o X tiene topologia no trivial, las transformaciones gauge U se pueden
utilizar como “reglas de pegado” para construir configuraciones de campos gauge topoldgicamente in-
equivalentes (fibrados gauge).

2.3 Formalismo hamiltoniano

Descomponiendo la variedad espaciotiempo en forma hamiltoniana, X = R x X, con R representando la
coordenada temporal, tenemos un lagrangiano

:/XL',ZQ;Q/X;;(F&) e f o)

17,0

La formulaciéon hamiltoniana arranca del calculo de los momentos conjugados a las variables dindmicas
A,
= 2 = L,
dAL g
De aqui se sigue de inmediato que los momentos conjugados a las componentes espaciales estan a priori
bien definidos . 1
I} = 5 Fy; = 5 EY
g g
donde E® denota el campo “cromoeléctrico”. Pero no ocurre asi con el momento conjugado al poten-
cial temporal, que se anula idénticamente II§ = 0. Esto no es admisible, ya que seria incompatible con
la imposicién de relaciones canénicas de conmutacién. La solucién a este impasse consiste en la elimi-
nacién de la “coordenada” problemadtica, Ay, mediante una elecciéon de gauge, con lo que su momento
conjugado también desaparece del formalismo. La eleccion del gauge temporal Ag = 0 nos deja variables
dindmicas lagrangianas (A, A) y variables dindmicas candnicas (A,II). En este gauge se tiene E = Ay
el hamiltoniano se escribe

i [ oA =g 3 ()
donde B; = Sk €ijrF? k representa el campo “cromomagnético”. En forma canénica,
P RGUSRCEY

Aparentemente hemos resuelto los problemas derivados de la trivialidad de IIy. Sin embargo, la elimi-
nacién de Ay nos hace perder, a nivel clésico, la ecuacién de movimiento asociada a este potencial, es
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decir la ley de Gauss. Esta ecuacidén debe ser por tanto impuesta como una ligadura directamente sobre
las soluciones del problema hamiltoniano en las variables (A, IT):

ZDZ-FOZ-:D-E:O

2.4 Cuantizacion

Aplicando las reglas canénicas al par de variables conjugadas (A, IT), obtenemos un dlgebra de Heisen-
berg operadores

| A2(x) Tih(y) | =i 035 0" 3(x — )

Podemos representar los operadores en un espacio de Hilbert de tipo Schrodinger, dado por funcionales
de los campos

(A() [ ) = ¥[A(x)]

Es decir, el operador A se representa por multiplicacion, y el operador Il por derivacion,

A“U[A]=A“T[A], T¢T[A]=—i

sag VA

En esta representacion, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, que determina el espectro
de la teoria, se escribe

2 2
/xza: {%5Aa5. SAT T %(B“)2 V[A]=EV[A]

2.5 Ley de Gauss e invariancia gauge
La ley de Gauss, impuesta como una ligadura
D-II=0

no se puede promocionar sin mas a una identidad entre operadores, puesto que es incompatible con las
relaciones de conmutacién candnicas. Sin embargo, basta imponer su anulacién sobre elementos de matriz
en un subespacio de Hilbert,

(v [D-T|w)=0

para [¥), |¥' ) € H,p, el espacio de Hilbert de estados fisicos.
La interpretacion fisica de esta ligadura es interesante. Su imposicién punto a punto en X,

(D(SA‘S(X)Y U[A]=0

/X;Ea(") (P 5apg) 1A=

para cualquier funcién £%(x) con soporte compacto en X. Integrando por partes, se tiene

/X Z(De)“&ia T[A]=0

0, equivalentemente, la funcional de ondas es invariante frente a transformaciones gauge “pequenas”,
generadas por €(x), a primer orden en &,

es equivalente a

U [A+De]=0 [A]+0(?)
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Por tanto, obtenemos un resultado muy importante. La ley de Gauss, impuesta como un proyector sobre el
espacio de Hilbert, es equivalente al requerimiento de invariance gauge con respecto a las transformaciones
gauge que no ha sido fijadas por la eleccién A° = 0.

La condicién de soporte compacto para £(x) estd basada en el cardcter local de la ligadura de Gauss.
Por otra parte, solo es fisicamente necesario especificar las transformaciones gauge a nivel de observables
locales. Si X es compacta, esto no impone condiciones particulares sobre las transformaciones gauge,
excepto que éstas sean “infinitesimales”, en el sentido de que su accién sobre los estados se construye
perturbativamente en ¢.

2.6 Formula funcional

La imposicién de la ley de Gauss tiene consecuencias en la derivacién de las férmulas funcionales.
Consideremos la funcién de particién térmica a temperatura 1/,

Z(B) = Tr exp (—ﬂf[)

donde la traza se toma sobre el espacio de Hilbert de estados fisicos. En el limite § — oo, este objeto
produce la funcional generatriz de vacio.
La amplitud de transicién entre estados con valor de A bien definido,

(A| e | A)

no es invariante gauge, dado que los |A) no lo son. Para imponer la ley de Gauss, podemos simplemente
incorporar un proyector, formalmente, una funcién delta en cada punto que impone la ligadura,

Pa~]]4(D-E)

Introduciendo una representacion integral de la delta en cada punto,
Pg N/DA exp <z/ ZA“(D.E)“>
X a

2.7 Topologia

El conjunto de aplicaciones del “espacio” en el grupo G no es en general conexo. Este hecho introduce
un parametro nuevo en la fisica de las teorias gauge. El conjunto de transformaciones gauge genuinas,
por las cuales estamos “dividiendo” en la cuantizacién candnica, son de la forma U = exp(e), con ¢ = 0
fuera de un compacto arbitrario, y son deformables continuamente en la identidad.

2.7.1 Cuantizacién funcional

e Truco de Fadeev—Popov

La cuantizacién funcional sigues las pautas ya explicadas en TCC-I en el caso de QED. Como
entonces, introducimos una superposiciéon gaussiana con anchura £ de condiciones gauge

G'(A)=0-A"—w"=0
Esto produce un lagrangiano efectivo con un término covariante pero no invariante gauge:

1 a
ﬁgf = *2*5 (8#Au)2
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La diferencia es que ahora el jacobiano en el truco de Fadeev—Popov no es trivial, sino que
depende explicitamente del campo gauge:

0G(A@) 1 1

———> =-9" D, =-90"(0, +1igA

S g Iz g (Op +1igAy)

Por consiguiente, no podemos absorberlo sin més en la normalizaciéon de la medida. Para in-
troducir su efecto perturbativamente en un algoritmo de diagramas de Feynman, escribimos
el determinante como una integral funcional sobre escalares fermidnicos (nétese la estadistica
exética), que se denominan fantasmas (ghosts) de Fadeev—Popov.

det (8-D)~/DEDcexp (/08-D0>

Obtenemos pues un lagrangiano efectivo del cual leer las reglas de Feynman por inspeccién
directa:

1 1 .
CFP = EYM + ng + Eghost + Emateria = _Z’I‘r |-F|2 - 2*5’]:‘1' (8A)2 —1¢c0-Dec + Emateria

e Reglas de Feynman

Escribimos las reglas de Feynman en espacio de momentos, resaltando los nuevos vértices y
propagadores para los fantasmas.

e Fantasmas y unitariedad

Para ayudar al estudiante a absorber la fisica detras de los exéticos “fantasmas” de Fadeev—
Popov, consideramos la més sencilla de sus manifestaciones, aparente incluso en el limite de
acoplamiento cero g — 0. En este caso, la integral funcional en el gauge de Feynman & = 1 se
reduce a un determinante del operador de Laplace. Normalmente consideramos este determinante
como parte de la normalizacién de la integral de caminos. Para darle entidad fisica podemos
considerar la teoria en volumen finito V' y capturar la dependencia funcional del determinante
en el volume de la caja, que es entonces una cantidad fisica (su logaritmo es la energfa del estado
fundamental en la caja). Entonces, la funcién de particién tiene la forma

limg_.oZ(V) = /DAZ D¢q Dc” exp (z/ AR(—%) AL —iCq (—07) ca> =
%

[fder 1-01) (e 1-7) ] = (e o)

Es decir, aunque el campo libre A}, cuenta como cuatro escalares por cada grado de libertad
de color, los fantasmas cancelan justamente el efecto de dos de ellos. Esto estd directamente
relacionado con el hecho de que sélo dos de las polarizaciones de los campos gauge son fisicas.
Cuando introducimos los efectos de la constante de acoplamiento, los fantasmas interactian de
forma no trivial, pero el hecho de que cancelan el efecto de las polarizaciones no fisicas de A,
sigue siendo cierto en general.

e Ejercicio de ampliacién: BRST

La discusién del papel de los fantasmas en la restauracién de unitariedad se simplifica mucho
mediante el uso de la simetria BRST, una simetria fermiénica del lagrangiano de Fadeev—Popov,
que aqui introducimos como una forma elegante de asegurar la no propagacién de polarizaciones
longitudinales en estados intermedios (versién no abeliana de la identidad de Ward).

La simetria BRST se puede utilizar como punto de partida en la cuantizacién de teorias
gauge, y es una herramienta de gran importancia en aplicaciones avanzadas de TCC. Por esta
razén éste es un ejercicio de ampliacién que merece atencién especial por parte de aquellos
alumnos de vocacién maés tedrica.
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2.8 Libertad asintética

Entre las propiedades fisicas caracteristicas de las teorias gauge no abelianas, la méds importante entre las
que son accesibles al célculo perturbativo es la libertad ansintdtica (otras, tales como ruptura dindmica
de simetria quiral o el confinamiento son efectos no perturbativos). Dependiendo del grupo gauge y la
cantidad y tipo de materia, las teorias gauge pueden exhibir antiapantallamiento de la interaccion gauge:
la constante de acoplamiento efectiva ger (1) a una escala de masas de referencia p verifica

Hmy—»oo geff(,u) =0

En otras palabras; los “quarks y gluones” de tales teorias se vuelven aproximadamente libres a muy alta
energia. Dado que la teoria de perturbaciones es una buena aproximacion si la constante de acoplamiento
es pequena, precisamente a alta energia esperamos que los diagramas de Feynman de la teoria gauge,
derivados en la seccién anterior, constituyan una herramienta util de célculo.

En esta seccion del curso derivamos este resultado por un método que permite una interpretaciéon
fisica relativamente intuitiva del efecto en cuestién (el antiapantallamiento). Nos referimos al método
del campo de fondo (background field method), que de hecho tiene gran interés teérico en si mismo como
formalismo general para estudiar la renormalizacién de las teorias gauge con un control elegante de la
simetria.

2.8.1 Campo de fondo

Los elementos del método del campo de fondo se introducen antes. La idea es estudiar el generador

funcional como funcién de un campo gauge de referencia Z(A), que se obtiene sin més que efectuar la
sustitucion A — A + A en la integral funcional.

e Fijacion del gauge

Es conveniente trabajar con derivadas covariantes sin dependencia explicita del acoplamiento,
lo cual se consigue absorbiendo éste en los campos. Considerando A fijo, el campo fluctuante A
tiene una ley de transformacién gauge

A — A+ Da+[Ad]

donde « es el pardmetro de una transformacién infinitesimal, y D, = 9, + iA, es la derivada
covariante con respecto al campo de fondo. La fijacién de esta simetria en la integral funcional

Z(Z):TC{,‘/[DA---] exp(iI(Z-i—A,w,...))

se realiza de manera estandar, mediante el procedimiento de Fadeev—Popov, para llegar a un
lagrangiano efectivo con los afiadidos

ﬁgf + Eghost = -

2.8.2 Funcién beta de QCD
e Accion efectiva Wilsoniana

Nuestro objetivo sera calcular la constante de acoplamiento efectiva definida de forma Wilso-
. . , . . =2 <2 .
niana como el coeficiente del término proporcional a f F~ en la accién efectiva

Lr(A) = —ilog Z(74)

En la aproximacién cuadrética

Z(A) = A /DA DeDcexp (i/l(g)(A) + (’)(A4)>
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con I un lagrangiano efectivo cuadratico en A que se simplifica considerablemente en el gauge
de Feynman & = 1:

1

(2) —
1 (A) = Lghost — @

/ e (BuAu)® + 204, A F”

En el sentido Wilsoniano:

—_ 1 2 1 =2 1 A d4p —a n —b
[Ler(A)],, = “a | TP =g [ TP | o AR TR ) A )+
’ A/

donde la autoenergia IT,, se calcula con los diagramas de Feynman derivados de <2)(A) arriba.

e La escala dindmica: Aqcp

Evaluando los diagramas a un loop en aproximacién logaritmica, obtenemos

8n° = ﬁ—b log (A>
O VY

que equivale a una funcién beta

249 __ o
Blo) = A gy =~ 1amz o

donde by viene dado, para una teorfa SU(N) con Ny fermiones de Dirac (sabores de quarks):

11 2
bo=—-N—ZN
°= 73 3

Este es el resultado fundamental. La funcién beta es negativa para N suficientemente alto. En
QCD N = 3, pero basta que Ny < 16 para que tengamos libertad asintética. La constante de
acoplamiento efectiva a escala u se puede escribir

_ ggff (w) 2n

4w bolog (u/Aqep)

Qefr (14)

donde Aqcp es la escala dindmicamente generada por la teorfa. En el nivel de aproximacién de
un loop en el que nos encontramos, estd relacionada con los pardmetros microscépicos a escala

del cut-off A por:
8n?
A =A —
aop T REw ( bo 9%)

Por lo tanto, dado que by > 0 en el caso asintéticamente libre, esta escala dindmica es no pertur-
bativa desde el punto de vista de la teoria microscopica. Esto ilustra la potencia conceptual de la
idea de libertad asintdtica: deja la puerta abierta para que efectos no perturbativos modifiquen
la fisica de bajas energias hasta el punto de exhibir por ejemplo la propiedad del confinamiento.

e Interpretacion heuristica

A la vista del comportamiento contrario en QED, en donde hemos derivado un efecto de
apantallamiento de la constante de acoplamiento por el efecto de las fluctuaciones cudnticas (po-
larizacién del vacio), serfa interesante para el alumno reconocer el origen fisico de la diferencia.
En el formalismo del campo de fondo, el problema consiste en determinar el efecto de las fluc-
tuaciones de gluones virtuales en la energia de un “campo medio” A. La interaccién entre los
gluones virtuales A, y este campo medio tiene dos componentes, a la vista de la accién I @) (A, A)
considerada anteriormente:

Tenemos un término “paramagnético”

Eparamag ~ Tr ﬁp,Au EHAD
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que tiene anslogo en QED, y representa la interaccién del campo de fondo A con el “momento
angular orbital” de los gluones virtuales. Este término contribuye al efecto de apantallamiento.
Pero precisamente en el caso no abeliano, tenemos otro término:

[fdiamag ~ Tr Ful/ [AH7 AU]

de tipo “diamagnético”, que no tiene anidlogo en QED, debido a la apariciéon del conmutador.
Este término representa el efecto del “diamagnetismo de Pauli”, en el que el campo de fondo
interacciona directamente con el espin de los gluones virtuales.

3 Ruptura espontanea de simetria

Iniciamos en la ltima seccién del curso el estudio de la ruptura espontanea de simetrias en TCC. Dada
la importancia de los principios de simetria en TCC, el hecho de que en ocasiones la fisica no manifieste
la simetria de las ecuaciones de movimiento resulta un tanto sorprendente para los estudiantes en su
primera exposicion al tema. No en vano hemos hecho del teorema de Wigner para la representacion de
simetrias sobre el espacio de Hilbert uno de los pilares de nuestra presentacién de la TCC en este curso.

Sin embargo, la ruptura de simetrias en TCC es absolutamente fundamental desde el punto de vista
fisico, pues ocurre a todos los niveles en fisica de particulas. Por una parte, las simetrias débilmente rotas
(simetrias aproximadas) juegan un papel fenomenolégico importante en la fisica de hadrones (ruptura
débil de las simetrias de sabor). En el mismo contexto, la propia existencia de los piones y el éxito
cualitativo del modelo quark se pueden atribuir a la ruptura espontdnea de simetrias de sabor quirales.

Desde un punto de vista mas fundamental, la posibilidad de que simetrias gauge se puedan romper
espontaneamente es uno de las bases de nuestra actual comprensién de la fisica de particulas.

La situacién puede resumirse pues en un aforismo: “la diversiéon siempre supone romper la simetria”.
La mayor parte del “folklore” relacionado con la ruptura de simetrias aparece en cualquier curso de
fenomenologia de particulas, tal como los cursos paralelos en este plan de estudios. El proposito de estos
temas finales del curso es proporcionar al alumno una vision més profunda de este “floklore”, mediante
el estudio de las propiedades dindmicas de las TCC que lo hacen posible.

Desde un punto de vista més tedrico, el estudiante puede comprobar la riqueza dindmica de la TCC,
que puede ser muy diferente de la dictada por simple inspeccién del lagrangiano (reglas de Feynman).
Genéricamente, estas propiedades no son accesibles al calculo perturbativo, pero una explotacién sis-
tematica de las ligaduras impuestas por la propia simetria subyacente nos permite ir muy lejos en el
célculo de propiedades fisicas de interés inmediato. El andamiaje bésico de la TCC como una descripcién
universal para sistemas relativistas, y la generalidad de la idea de los “lagrangianos efectivos” hacen
posible este estudio sistematico.

Nuestro tratamiento esta dividido de forma natural en simetrias globales por una parte, y simetrias
gauge por otra. Aunque la fisica en ambos casos es muy diferente, el formalismo es paralelo y la com-
prensién adecuada del caso gauge se nutre de intuicion ganada en el estudio del caso global.

3.1 Simetrias globales y bosones de Goldstone

Para familiarizar al estudiante con el concepto de ruptura espontdnea de simetria, asi como con algunas
de las técnicas que utilizaremos, una vez debidamente generalizadas, introducimos heuristicamente el
problema de un sistema de espines (modelo de Ising de un sistema magnético).

La ruptura espontinea de simetria se explica como un resultado de la competicién entre energia y
entropia que da lugar a la estabilizacién sobre todo el sistema de una pequena perturbacién no simétrica
aplicada sobre la frontera. Tal estabilizacién se produce sélo en el limite de volumen infinito.

3.1.1 Teorema de Nambu—Goldstone

Uno de los teoremas bésicos de la TCC. Comenzamos con una derivacién de caracter general, basada en
el hecho de que, si una serie de cargas actian no trivialmente sobre el estado fundamental: Q%|vac) # 0,
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podemos hacer rotaciones locales del vacio, con un coste energético tan pequeno como queramos: es decir,
tenemos un campo no masivo por cada carga independiente que no aniquila el vacio.

e Andlisis cldsico

Mostramos que una teorfa con potencial de interaccién V(¢) tiene “direcciones planas” en
el espacio de campos en torno a una configuracién minima ¢o que rompe una simetria global:
da = aa TP # 0 en ¢ = ¢o. Esto se prueba sin mds que tomar derivadas en la relacién que
establece la simetria del potencial frente a las transformaciones V(¢) = V(¢ 4 da ). Dado que
la matriz de masas es la segunda derivada del potencial, se obtiene

?Vv
09 09 | p=4,

Por lo tanto, por cada generador que no deja la configuracién minima invariante: T%¢g # O,
tenemos un autovalor nulo de la matriz de masas: un bosén de Goldstone.

+Satpo = M*(¢o) - (- Tpo) = 0

e (Caso general

Presentamos la prueba habitual en libros de texto, basada en la representacién espectral de
un conmutador con un operador que exhibe la ruptura de simetria:

0+# <{@a76}>wxc

Esto nos lleva a que la corriente Noether asociada a la simetria en cuestiéon crea estados de
particula —los bosones de Goldstone— a partir del vacio, con los niimeros cuanticos de la compo-
nente temporal:

(B |Jo| vAaC) # 0.

Por tanto, por invariancia Lorentz,

ipxT

(Br(p)

:]\:f(:n)‘ VAC) = —ipu Fiy e”

para ciertas constantes Fj’. Dado que la corriente Noether es conservada como operador: 9, Jh =
0, aplicando una derivada a la ecuacién anterior, resulta que el bosén de Goldstone tiene masa
cero, p°> = m% = 0, siempre que su acoplamiento al vacio F' # 0.

Ahora podemos conectar ambas discusiones, identificando los acoplamientos F' en el ejemplo
cldsico anterior:

F = (T" ¢o)k
e Un sélo vacio

Introducimos un comentario sobre una sutileza frecuentemente malinterpretada a causa de
lo engafioso del argumento cldsico basado en la forma del potencial. No es cierto que existan
una multitud de “vacios” degenerados en la teoria cudntica. En realidad, si el sistema tiene un
nimero finito de grados de libertad, el estado fundamental se realiza en modo de Wigner—Weyl,
tal como un rotor cudntico por ejemplo. Si el sistema tiene un numero infinito de grados de
libertad, el estado fundamental puede romper la simetria, pues las amplitudes de mezcla entre
éste y los demds degenerados en energia se anulan. En este caso, el vacio es realmente tnico, ya
que los operadores que lo conectan con los “adyacentes” —las cargas— no son normalizables. La
norma de Q|VAC) es infinita como se comprueba de:

(vac )QQ‘ VAC) = /(VAC ‘Q Jo(X)‘ VAC) o Volumen — oo
xX
en el limite de volumen infinito. Por esta razén debemos ser cuidadosos y definir los bosones de
Goldstone en términos locales, como la accién de las corrientes —en vez de la accién de la carga
Noether— sobre el vacio.
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3.1.2 Accion efectiva y potencial efectivo

Puesto que el criterio de ruptura espontdnea de la simetria consiste en que un operador no invariante
adquiera un valor esperado en el vacio: {(¢)yac # 0, la cuestion es si existe un procedimiento para calcular
este objeto en la teoria cudntica, realizando un ejercicio de minimizaciéon semejante al que determina ¢
en nuestro ejemplo cldsico anterior.

e Accibn efectiva y diagramas 1Pl

La solucién a este problema estd contenida en realidad en el curso TCC-I. El generador
funcional de amplitudes 1PI, I'(y), definido entonces como la transformada de Legendre del
generador conexo W(J), es funcién de un campo cldsico ¢(z) que verifica:

SW__ {vac, foolg(@)lvac, —o0)s _ (@(x))s

?@) = 57 (VAC, +00|VAC, —00) s (1)

~

En el limite J — 0, la funcién ¢(z) calcula el valor esperado en el vacio del operador ¢(z). La
otra relacién definitoria de la transformada de Legendre:
or

5o —J =0

implica entonces que podemos calcular ¢ = (q?) = ¢ resolviendo las ecuaciones de movimiento de
I'(p), tratada como una accién efectiva. En esta seccién resulta muy 1til explotar la analogfa con
la termodinamica: el uso de la energia libre de Gibbs para calcular la magnetizaciéon espontanea
mediante un problema de minimizacion.

e Potencial efectivo

De nuevo, para discusiones de la estructura del vacio, la simetria Poincaré implica que pode-
mos restringirnos a configuraciones constantes. Basta pues considerar el potencial efectivo:

F(chonst) = —Volumen x ‘/eﬂ(@const)

Como la funcién a dos puntos (1PI); = 56:‘751; es el inverseo del propagador exacto, es igual a
M? a momento cero (campos constantes). De aqui obtenemos que el espectro de masas exacto
se puede obtener diagonalizando la matriz de la segunda derivada del potencial 93 Vegt ((¢)). En
otras palabras; la version clédsica del teorema de Goldstone es exacta si se formula en términos

del potencial efectivo.
e Ejercicio de ampliacién: Célculo del potencial efectivo a un loop

La sistemética del célculo del potencial efectivo de Coleman—Weinberg a un loop se discute

en este ejercicio de ampliacién. Consideramos la teoria renormalizable mas general incluyendo

. /. 1 .
escalares, fermiones de espin 5 y campos gauge para obtener:

Var(p) = Va(@) + Y CTr [M3(9)]” log (M3 () /1°)

especies

3.1.3 Lagrangianos quirales y piones

En esta seccion introducimos la aplicacién més famosa del teorema de Goldstone: la descripcion de los
piones en QCD. El estudiante ha sido expuesto a la fenomenologia hadrénica, incluyendo las simetrias
de sabor, en el curso de Fisica de Particulas. Aqui pretendemos completar el tratamiento mediante
la introduccién de los aspectos de TCC que estan detras de esta fenomenologia. Presentando la fisica
hadrénica de bajas energias como una aplicacién de la fisica de bosones de Goldstone, mostramos que
la dindmica de QCD a bajas energias es totalmente diferente de la que esperariamos segun la teoria de
perturbaciones.

La idea principal a comunicar es que el conocimiento detallado de la dindmica no es imprescindible
para obtener resultados, si utilizamos con astucia la informacién contenida en las simetrias del problema.
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e Estructura de sabor en QCD

Se introduce la estructura de las simetrias de sabor en QCD, tal como aparecen al nivel del
lagrangiano de quarks y gluones:

1 _ .
Laop = — e [FP*+ ) a5 (i) —my) g5
f

donde hemos omitido los indices de color. Si Ny masas son iguales, tenemos una simetria
global U(Ny) que rota los espinores de Dirac. Si Ny masas son nulas my = 0, entonces la
rotacién de las componentes Weyl de cada sabor de quark se puede realizar independientemente,
y tenemos U(Ny) x U(Ny) como grupo de simetria global. En la prictica, el nimero de quarks
aproximadamente quirales es Ny = 2, el sistema u, d, o como mucho Ny = 3 si incluimos el quark
extrano. Para los demds, las masas son demasiado grandes como para aproximarlas por cero.

e Piones como bosones de Goldstone

Los piones se introducen como los bosones de Goldstone asociados a la ruptura esponténea de
la parte azxial de la simetria anteriormente considerada en el sector u, d. Es decir, si las corrientes
del SU(2)axial sOn

=0 0" Q
con Q = (u,d), los piones se definen a la LSZ como

—ipx

~“ub . ¢b
(ma(p) |34 (z)| vAC) = —i 65 p" fre
en el limite quiral m, = mg = 0, que a su vez implica m, = 0.
e [agrangianos quirales

La forma més eficiente de estudiar las interacciones entre bosones de Goldstone es escribir
un lagrangiano efectivo, vélido en el limite de baja energia. Aqui consideramos las reglas que
llevan a la construcciéon de este lagrangiano efectivo.

Si el bilineal de quarks toma un valor esperado en el vacio:

0 # (QQ)vac = (QQ) = (@, Qr + QrQr)

el grupo U(2)rL x U(2)r se rompe al diagonal U(2)vector, que consta de las transformaciones
Ur = Ugr. El resto, U(2)axial, estd espontdneamente roto por el valor esperado anterior y el
conjunto de configuraciones de la forma anterior es isomorfo al grupo U(2) mismo. Asi que
caracterizamos los bosones de Goldstone en términos de una matriz unitaria ¥. El lagrangiano
hasta dos derivadas es

‘cquiral = ijTI‘ > 8#2—1 + 0(84)

Se considera la adicién de pequenias masas para los quarks, y la correspondiente masa de los

piones que se genera:
2 _ Mu+Ma | =
mi = T |(Q)

Esta importante ecuacién premite derivar el orden de magnitud de las masas microscopicas
de los quarks, sabiendo fr ~ 93 MeV y el valor del condensado quark-antiquark en el vacio,
(QQ) ~ 400 MeV. Resulta m, + mq ~ 10 MeV.

A continuacién ilustramos la potencia del método de los lagrangianos efectivos, obteniendo
facilmente las razones de masas microscopicas de los quarks como funcién de las masas de los
piones y kaones, y las relaciones de Gell-Mann—Okubo.

o Anomalia axial

Comentamos el hecho de que este tratamiento sélo es estrictamente vélido para el SU(2)axial,
pues la componente de fase global U(1)axial €s anémala.

e Ejercicio de ampliacion: Cadlculo de la anomalia axial
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En este ejercicio invitamos al alumno a repetir el cdlculo de la anomalia axial por el trans-
parente método de Fujikawa: calculando el jacobiano de la integral funcional frente a transfor-
maciones quirales ¥y — e~ **75¢). Para una simetria quiral general el resultado es

2
5 g @ v d a d
I, = — 15 € Prv pSsFY, Te (T{T°, T})

Mostramos cémo la anomalia axial en el U(1)axia1 de QCD contribuye al proceso w0 — v 7. Por
el contrario, comentamos sobre la inconsistencia de las teorias en las que la simetria gauge es
anémala.

3.2 Simetrias gauge y mecanismo de Higgs

La situacién es totalmente diferente cuando es una simetria gauge la que se rompe espontaneamente.
En este caso, los bosones de Goldstone desaparecen como particulas no masivas del espectro. Quedan
incorporados como las componentes longitudinales de los bosones gauge, que ahora son masivos. Esta
particular “violaciéon” del teorema de Goldstone forma la base de nuestro entendimiento actual sobre la
teoria de las interacciones débiles.

El propio concepto de “ruptura de la simetria gauge” se tratara de cualificar en la medida de lo posible,
pues la simetria gauge no se “rompe” en absoluto. La discusion basada en el mecanismo de Higgs hace uso
de una eleccién particular de gauge que parece sugerir una ruptura efectiva de la simetria gauge, aunque
en realidad se trata solamente de una particular elecciéon de gauge. Esto ha dado lugar histéricamente
a uno de los mayores abusos del lenguaje en fisica de particulas. En este curso entendemos por ruptura
espontanea de simetria gauge simplemente el hecho de que aparezcan bosones vectoriales masivos cuando
un sistema con bosones de Goldstone (por tanto con ruptura espontdnea de simetria global) se acopla
débilmente a un campo gauge.

3.2.1 Mecanismo de Higgs

En el estudio del mecanismo de Higgs, trataremos de dar una idea lo més general posible de los elementos
en juego. El fenémeno caracteristico del mecanismo de Higgs: los bosones gauge “se comen” a los bosones
de Goldstone y se vuelven masivos, se considera antes con la mayor generalidad, atin cuando la discusién
detallada y més rigurosa se realizard en el lenguaje lagrangiano habitual, estando por tanto constrenido
a situaciones perturbativas.

e Analisis no perturbativo

Dada la ecuacién fundamental que define los bosones de Goldstone en términos de los elemen-
tos de matriz de la corriente Noether (nos restringimos por simplicidad al caso de una simetria
U(1)):

(B(p) |J" (=) b
podemos identificar, a efectos de fisica on shell, en el sentido de la reduccién LSZ estudiada en
TCC-I, los campos de Goldstone y la corriente de acuerdo con

VAC) = —i Fpte”

J"(z) — F 0" B(x) + O(8%)

los términos despreciados indican que esta idenficacién es valida a baja energia. La interaccién
de los campos gauge con los bosones de Goldstone estd pues caracterizada en términos del
acoplamiento minimo a la corriente de Noether: £ ~ J,A", lo que proporciona un vértice
efectivo

B(p) ————e———— A'(—p) = —igFp"

Con esta informacién podemos calcular la contribucién singular a la autoenergia del campo
gauge, debida al intercambio de un bosén de Goldstone:

~

L (p) = (A (p) Au(—p))amputada = (Ju(p) Ju(—p)) = —ig Fp, - 1% igFpy+...
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Dado que la corriente es conservada: p* (:];L (p):]:,(—p)) = 0, la autoenergia ha de ser proporcional
al tensor (pupy — nwp2). Por lo tanto, obtenemos una autoenergia caracteristica de un vector
masivo

mw@>——iQmV—p§”)Owi+0@%)

con masa
Ma=gF

Este es el resultado fundamental. Esta derivacién deja claro al alumno que el mecanismo de

Higgs, en el sentido de que los bosones de Goldstone se incorporan como los grados de libertad

longitudinales de los campos gauge masivos, es totalmente general. Una comprensién mas de-

tallada se obtiene sin embargo en el caso en que la ruptura de simetria se puede entender en

términos del lagrangiano.

e Argumento lagrangiano

Dado que hemos relacionado la constante de acoplamiento entre la corriente Noether y el
bosén de Goldstone F, con el valor esperado del campo que rompe la simetria: F = ¢g = (¢),
esperamos que en un modelo lagrangiano la masa del campo gauge y el valor esperado del campo
escalar estén relacionados por

Ma =g ()
En este caso, quS es un campo de Higgs. Un modelo caracteristico es un campo escalar complejo
acoplado a un fotdn, con simetria gauge U(1):

L= PP+ D0 - V(o)

y con un potencial que favorece energéticamente un valor no nulo de ¢, por ejemplo
2 x )‘ * 2
V(@)= i’ 6 6+ 5(670)

con p?, A > 0. Entonces el minimo estd en ¢o = |u|/v/A, o cualquier otro valor relacionado por
una transformacién de fase U(1). Asumiendo que <$> = ¢o y desarrollando el lagrangiano en
torno a este valor, se obtiene una masa efectiva para el fotén M4 = g¢o. De los dos grados
de libertad del escalar complejo, ¢ = pe®?, uno (la fase, 0) se incorpora como la polarizacién
longitudinal del fotén masivo, mientras que el otro (el radio, p), adquiere una masa m, ~
dependiente de los detalles del potencial.

Completamos la presentacién, por otra parte muy estdndar, interpretando este lagrangiano
como un modelo de superconductividad.

e Sistematica del mecanismo de Higgs

Aqui consideramos la situacién general de un sistema de escalares con grupo gauge G par-
cialmente roto a un subgrupo H. Se obtiene la férmula general para la matriz de masas

MZy(A) = g° (T%¢0)i (T"¢o):

3.2.2 El Modelo Estandar

Finalmente, en este tltimo capitulo del curso, aplicamos la estructura general sobre ruptura espontanea
de simetrias gauge al caso del sector electrodébil SU(2) x U(1) del modelo estdandar. Puesto que el
modelo estandar se estudia en la asignatura paralela de Fisica de Particulas, el grado de detalle con el
que desarrollamos este ultimo tema del curso dependerd en gran medida del tiempo disponible.

En una primera aproximacion, cubriremos aquellos aspectos puramente “lagrangianos” del modelo,
tales como la obtencién de las masas de los bosones electrodébiles W=, Z9, la relacién con el valor
esperado del bosén de Higgs, y con la constante fenomenoldgica de Fermi G = v/2g%/ 8M3Z,. También
la estructura de masas y mezclas de los fermiones, como resultado de los acoplamientos de tipo Yukawa
al Higgs.
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Finalmente, consideramos los coeficientes de las anomalias gauge del modelo estandar Tr T*{T?, T°},
con T generadores arbirarios de SU(3) x SU(2) x U(1) en las representaciones que aparecen en el Modelo
Estandar. Por inspeccién demostramos que todas las anomalias gauge se cancelan adecuadamente. Por
ejemplo, para la hipercarga:

3
TrLYfTrRY = [32<é) ] +

(u,d)L

(9,00,
4 quarks 4 leptones

Este es un ejercicio muy interesante para acostumbrar al alumno a la estructura de niimeros cuanticos
del Modelo Estandar, asi como la perversidad quiral de estas asignaciones.

(v,e)L

Epilogo: el arte de las estimaciones

Atn cuando las estimaciones y los modelos simplificados son el punto de partida de toda investigacién en
fisica, los estudiantes suelen sufrir una cierta infatuacién con el formalismo que les lleva a desdenar los
argumentos fisicos intuitivos. Si bien el rigor tiene su importancia, nos es menos cierto que, incluso en el
area de la fisica matematica, la heuristica es més valiosa que la axiomética. En este curso hemos tratado
de presentar la TCC como una disciplina que emerge de forma natural a partir de los elementos basicos
de la Mecanica Cuantica y la Relatividad Especial. Hemos tratado de resaltar la claridad conceptual y
la capacidad de efectuar calculos concretos, sobre las delicadezas del estatus matematico de muchas de
las férmulas que escribimos.

Con objeto de rescatar en los estudiantes el gusto por las estimaciones y los modelos simplificados,
incluimos al final del curso una o dos clases llenas de “trucos del oficio” que consisten esencialmente en el
uso hébil de las estimaciones de 6rdenes de magnitud basadas en andlisis dimensional y algunas férmulas
bésicas de la teoria.

Obtenemos las cantidades fisicas bésicas de la fisica atémica (radio de Bohr, energia tipica de ion-
izacién) y el orden de magnitud de efectos relativistas.

A continuacién estimamos algunas secciones eficaces elementales de QED, que se han estudiado en
detalle durante el curso: Compton, procesos de aniquilacién, etc.

Finalmente, consideraremos algunos procesos tipicos en el modelo estandar que han dominado la fisica
experimental de altas energfas en los tiltimos afos: los procesos béasicos de las colisiones eTe™ en LEP y
la produccion de quarks top, asi como los procesos de colisién ineldstica de neutrinos sobre nticleos.
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