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1. Ecuaciones de Lagrange y de Hamilton.

En un sistema de N particulas con K < N ligaduras
fa(@a,t) =0 (1.1)

(a=1...N, A=1...K). Las ligaduras definen una hipersuperficie de dimension
n = 3N — K del espacio coordenado total de dimension 3N. La segunda ley de
Newton implica que

ma, = F, + R, (1.2)

—

donde las fuerzas externas F, se suponen conocidas, pero las reacciones de las lig-
aduras, R, no. Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) es in-
determinado, ya que consiste en 3N+K ecuaciones con 6N incégnitas (las z; y las
R,).

Llamaremos ligaduras ideales a aquellas cuyas reacciones son normales a la hiper-
superficie definida por las ligaduras.

ﬁa - ZAAﬁafA (13)
A

de forma que si proyectamos con vectores tangentes (que satisfacen que ) FAVS fr=
0) entonces

D Rafa = AaVafaTa =0 (1.4)

Aa

Introducimos ahora coordenadas generalizadas, tales que

=g (i, f) (1.5)



Supondremos que el jacobiano no se anula, de forma que el cambio es invertible, vy,
en particular,

fA = fA(qn+1 Ce qn+K) (16)

de forma que si se satisfacen las ligaduras las K ultimas coordenadas generalizadas
son constantes. Las coordenadas ¢° € Q (i = 1...n) engendran el espacio de config-
uracion Q.En estas condiciones, los vectores tangentes vienen dados por

= (1.7)
ya que
0T, = 0
D aiqivaff = af; —0 (1.8)

(va que las funciones f; s6lo dependen de las tltimas K coordenadas ¢"!)...q" "%,

La proyeccion tangente de la segunda ley de Newton reza

3 (mf - ﬁ) g—? —0 (1.9)

a

Y trabajando las derivadas, se demuestra sin dificultad que cuando las fuerzas ex-
ternas derivan de un potencial esto es equivalente a

d ., 0% ., 0%
S5 mada ot ) - mai, e — 1.1
o (maxa aq”) meT o7 0 (1.10)

a

que se puede expresar en términos de la energia cinética

1 .
T 5;7”%3?2 (1.11)

en la forma

doT T 9V

—— = — - = () 1.12
doi  og o (1.12)
e intropduciendo el lagrangiano,
L(qg,¢) =T -V (1.13)
en la forma de ecuaciones de Lagrange
d 0L L
_3'._8 - = (1.14)
dt 0¢*  0q¢*

EJERCICIO (1.1) Idealice un patin como dos puntos materiales unidos
por una varilla rigida de masa despreciable
Escriba la ligadura correspondiente al movimiento plano.




EJERCICIO (1.2)
Escriba los desplazamientos correspondientes a una particula que se mueve sobre

la superficie de una esfera cuyo radio es R =t

EJERCICIO (1.3) Escriba las ligaduras en el ejercicio anterior

EJERCICIO (1.4) Estudie el movimiento de una particula constrenida
a moverse sobre una superficie esférica.

EJERCICIO (1.5) Escriba la energia cinética de un péndulo esférico.

EJERCICIO (1.6)
Escriba el lagrangiano correspondiente al problema newtoniano de dos cuerpos.

EJERCICIO (1.7)
Escriba el lagrangiano correspondiente al problema newtoniano de tres cuerpos.
Estudie el limite llamado restringido
en el que ™ <<1,y ™ <<1

EJERCICIO (1.8)
Demuestre que la ecuacion de Lagrange para un péndulo simple es:

¢+ 9sin ¢ = 0. Resuelva la ecuacion.

EJERCICIO (1.9)
Considere el lagrangiano cuadr

‘atico en las velocidades

L= %mcf — V(q). Escriba otro lagrangiano equivalente lineal en las velocidades.

Es facil verificar que las ecuaciones de Lagrange implican que la cantidad

0L
E=SN ¢ 1 1.1
Zq o (1.15)
satisface
. oL
E=—o (1.16)

por lo que se conserva cuando el potencial no depende explicitamente del tiempo.



EJERCICIO (1.10)
Escriba la expresion de la energia cinética en la forma
T=a+>bd" + > 954¢
0%a __

Demuestre que si %5 =
entonces T es una funcion homogénea de grado dos de las velocidades generalizadas,

por lo que se puede escribir E =T +V

No es dificil demostrar que las ecuaciones de Lagrange son invariantes bajo trans-

formaciones puntuales, § = G(q). Partiendo de que

L(q) = L(q) (1.17)

un calculo sencillo conduce a

d oL 0L d 0L OL\ O0¢’
(aa—g - aqz-) =2 (E% - a_qf) o7 (118)

J

EJERCICIO (1.11)
Estudie el sistema compuesto por una cuenta que se mueve sin rozamiento
sobre un aro que gira com velocidad angular €2 conrespecto a un eje vertical

1.1 Principio de minima accién

Definimos un funcional de las trayectorias que para t = t; pasan por ¢; € Q, y para
t =t; por g5 € Q:

asi como

ty
Sttwastrapa) = [ L. (119
t;
Las variaciones que estamos considerando satisfacen todas que
gt =t;) =0dq(t=1t5) =0 (1.20)
d
0Gg=—0 1.21
q =04 (1.21)

La variacién de la accion esta definida como aquel funcional lineal S tal que

S(q+6q) — S(q) = 6S(6q) + €|dql| (1.22)

donde ¢ — 0 cuando ||dg|| — 0, donde, por ejemplo || f||, = > 1, max |fD(z)].

Taylor implica:



b oL .. OL .,
55(5q)—/ti dt <8qi5q +8_qi5q) =

t (9L dOL\ .. d [(OL
2 5+ — (=6 1.2
/tl- o (&f dt 0@’) 0 (Wéq) (1:23)

El término en derivada total se integra a cero en virtud de las condiciones de contorno.

La condicién para que el funcional definido por el lagrangiano en las condiciones an-
teriormente estipuladas es precisamente que se satisfagan las ecuaciones de Lagrange.
Es éste uno de los principios més profundos y misteriosos de la fisica.

Estas ecuaciones para un funcional arbitrario se llaman ecuaciones de Euler.El
estudio de la condicion necesaria y suficiente para un minimo necesita de la segunda
variacién, y se puede encontrar en el libro de Gelfand y Fomin.

1.2 El teorema de Noether

En algunos casos sucede que el lagrangiano es invariante bajo una transformacion
concreta (que salvo casos excepcionales, no forma parte de las variaciones estudiadas
en el apartado anterior). En este caso diremos que el lagrangiano posee una simetria.

EJERCICIO (1.12)
Estudie simetrias del siguiente lagrangiano

L=35m (@) ~ SR ()]

La variacién de la accién (que es nula por hipdtesis) seré:

by OL dOL - d (0L _ .
0=05 = dt - — )6+ — 5q" 1.24
/ (&f dtaq'z> T (aq'l q) (124

No es posible eliminar la derivada total en general. Lo que se puede decir es que

si se satisfacen las ecuaciones de Lagrange, entonces

bt d (OL _
0=405= dt— -0q" 1.25
g (o) (1.25)
Como esta igualdad no depende de los valores extremos, es necesario que
d (0L _
— -0q" | = 1.2
o < 951 ) 0 (1.26)

es decir, que hay una integral primera o constante del movimiento cuyo valor no
cambia en virtud de las ecuaciones del movimiento:

oL .
Q=> 500 (1.27)




Hay casos mas complicados en los que el lagrangiano depende de derivadas segundas
de las coordenadas generalizadas, etc. En esos casos resulta ttil escribir

5q' = eT]?qj (1.28)

Y si existe simetria cuando é = 0 diremos que la simetria es global. En el caso
general resulta 1til efectuar la transformacion en el lagrangiano en el caso en que el
parametro depende del tiempo. Aunque no es una simetria, la variacion de la accién
ha de ser proporcional a la integral de la derivada del parametro (dado que sabemos
que es invariante cuando el pardmetro es independiente del tiempo).

0:5SZ/Q%QM%@:i/ﬁ%GQN@@»_E%QN@@> (1.29)

Como la dependencia temporal del parametro € es ahora arbitraria, es posible es-
cogerlo de forma que
€(t;) =€(ty) =0 (1.30)

lo cual permite eliminar el término en derivada total. Por otra parte, con esta eleccion
de funcién e, la variacion es una de las que estan comprendidas en el PMA, de forma
que la variacion de la accion tiene que anularse. En conclusion.

d
Qv =0 (1.31)

EJERCICIO (1.13)
Calcular la carga de Noether para

I = ZZ qzqz




2. Hamiltoniano

2.1 La transformacion de Legendre

Hechos de la vida: Partimos de una funcion de n variables, x, y de otras variables

que no participan en la jugada, que denotamos por a:

f(z,a)

Introducimos unas variables
_of
Ot

Y definimos una nueva funcion
i

3x 0 af oz B
orl dy;

Es evidente que

'L'

Y respecto de las variables espectadoras

dg Oy 10yl ox of ozt
8&’ Z Oy, dat Z ( da’ * l@al) — Oa! Oa’
de forma que finalmente
dg _ Of
da’ da’

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

of

L (@29)

(2.6)

Apliquemos estas ideas a la funcion lagrangiana. Las ¢ son el analogo de las x, y las

q son las a. Definimos las variables y:

oL
a4

pi =

y el analogo de la funcién g, que es el hamiltoniano:

= Zpiq'i — L

La férmula (2.4) garantiza entonces que

oH
Op;

33

=4q

Por otra parte, respecto de las variables espectadoras,

oH

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)



En el fibrado cotangente, o espacio de fases, £&* = (¢',p;) € T*Q, (a =1...2n)
las ecuaciones de Hamilton se expresan de una manera muy sencilla:

=) w'oH (2.11)
b

donde la matriz w es completamente antisimétrica (es decir, una 2-forma, la 2-forma

( _01 (1)) (2.12)

simpléctica).

W=
Es claro que
w? = -1
W= —w (2.13)
de forma que
> wal = 0,H (2.14)
b

Las ecuaciones de Hamilton de pueden obtener mediante un principio variacional
en el espacio de las fases. El lagrangiano es

L= Zpicf — H(p,q) (2.15)

o en términos de las coordenadas &

: 1 )
L(é?é) = _§Z£awab£b - H(g) (216)
Efectivamente, las ecuaciones de Euler de este nuevo lagrangiano son:
oL d OL 1 w OH 1d
O=—0 ————=—5 ) wal - = be 2.17
og* — di pée sz:wa a§a+zdtzb:(5b“ ) (2.17)

El corchete de Poisson entre dos funciones en T x QQ es

{f.9} =D 0ufw™0hg (2.18)
ab

El espacio de todas las funciones definidas sobre el espacio de las fases, F (7*Q)
es un algebra de Lie respecto de las estructura de corchete de Poisson.
Las ecuaciones de Hamilton en términos de corchetes se escriben

& ={¢ H} (2.19)



La forma simpléctica tiene también una representacion sencilla:

W = {¢,¢"} (2.20)

EJERCICIO (1.14)
Verificar linealidad y antisimetria de los corchetes

Verificar la identidad de Jacobi usando fuerza bruta.

Una integral primera f € F (T * Q) es una funcién tal que

{f,H} =0 (2.21)

lo que significa fisicamente que es una constante del movimiento.
EJERCICIO (1.15)

Demostrar, usando Jacobi, que el corchete de dos

integrales primeras es otra integral primera.

EJERCICIO (1.16)
Calcular los corchetes de Poisson

{Ji? Jj}

En general, un sistema dinamico viene dado por

£ =16 (2.22)

Para que ese sistema sea hamiltoniano, es necesario que exista una funcién H tal que

fo=> whoH (2.23)
b
Es féacil ver que ello es estrictamente equivalente a que Vf, g € F (7*Q)

9.0y = (g + (1.9) (2.21)

Efectivamente, la condicion es necesaria, ya que si el sistema es hamiltoniano,
entonces

%{f, gy = 9 HYy +0Af. 9} = {9, H}, [} —{H, f}, 9} +0df, 9} (2.25)

y ademas

O (faw™gs) = Orfa™ gy + faw®™Oigy = {0uf, g} +{[, D9} (2.26)

lo cual implica

— 10 —



d .
Sifat =149k +1{/. 4} (2.27)
La suficiencia también es clara. Partimos de
d d . )
g€ = gt = 0= {0 =
{f9, €% +{€% P} = 0w 046" + 0:L w04 f* =

ac (fawa) + ad (wadfb) (228)
Multiplicando por w®®,
wcbacze o aefb — O (229)
con
Za = wabfb (230)

Y multiplicando otra vez por w®/
—8fZe + anf =0 (231)
que es lo que queriamos demostrar QED.

2.2 Campos de vectores asociados a funciones

A cada funcion f definida sobre el espacio de las fases, asociaremos un campo de
vectores Xy definido mediante:

z'(Xf)w =df (2.32)
En términos de componentes, esto es:

u)abﬁjﬁ = 8bf (233)

o lo que es lo mismo,
X§ = w0 f (2.34)

es decir, que los indices se suben y se bajan con la dos-forma simpléctica.

2.3 Repaso de formas diferenciales.

Identificaremos los vectores v € T, con las derivaciones de funciones definidas en un
punto de la variedad.

u(f) =0 0. f (2.35)

Una base es’ a constituida por los vectores

Oy (2.36)

- 11 -



Dada una funcion arbitraria, definimos su diferencial, df € T tal que

df (v) = v (f)

Las formas diferenciales son aplicaciones lineales antisimétricas
wp v ER" - w(v) €R

Base local:
dx®(0y) = &y

wy : (v,w) € R" X R" — wy(v,w) € R

2.4 Producto exterior

Producto de uno-formas:

(w1 A an)(vr, v2) = det (w1<v1> a1<v2>)

w1 (UQ) aq (Ul)

En general

(W Awyp) (V1. vpgy) = Z Fwp (v, -+ v )i (Vi - - Vi)

2.5 Expresion en coordenadas locales

W = Z Wy, dzt AL A dat

11 <...<tg
2.6 Diferencial exterior
df =) Oufda”

do= > dw, ., Adx" A Adatt

1 <...<tg

2.7 El teorema de Stokes

Volumen de una celda elemental definida por tres vectores de R3

e Se anula si los vectores son linealmente dependientes

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

e No varia si a un vector se le suma una combinacién lineal de los otros vectores

e Depende de forma lineal de cada uno de los vectores.

- 12 —



Es claro que todas esas propiedades son satisfechas por la férmula elemental
V= Z €rVi UiVl = 0 (Ty, Ty, Us) (2.46)
donde el elemnto de volumen es
n = dr* Ada? A da? (2.47)

Esto conduce de forma natural a volimenes por integracién.

/a o= [ (2.48)

2.8 La derivada de Lie

Funciones
u(f) = £(v)f (2.49)

1-formas
£(V)df = du(f) (2.50)

Para formas generales, se aplica Leibnitz:
L(0)a,ds® = (£(V)ag)dE" + oo £(0)dE® (2.51)

Para vectores, mediante la aplicaciéon dual:

—

£(0)(, X) = (£(0), X) + (o, £(0) X) (2.52)

EJERCICIO
Demostrar que

— =

£(X)Y =[X,Y]

EJERCICIO
Verificar que
£(X) = i(X)d + di(X)
para w = fdg
y para o = df N\ dg

EJERCICIO
Demostrar Gauss a partir de Stokes.

— 13 —



EJERCICIO (2.4)
Verificar que al efectuar un cambio de variables, las formas cambian

con el jacobiano adecuado para que la integral quede invariante.

2.9 Difeomorfismos

Supongamos un difeomorfismo (activo)
E:xeM—-y=¢&x)eM (2.53)

Sobre vectores, dada g : y — R, entonces go & : © — R y v € T,, definimos otro
vector §,v € T, mediante

&(v)(g) = v(g o) (2.54)
En un sistema de coordenadas locales

(&v)H(y) = 070, (2) (2.55)

Dada una forma w € T} definimos una forma {*w € T, mediante

E'w(v) = w(&o) (2.56)
En coordenadas locales,
<§*w)a(x) = Wu(waaf“(x) (2.57)
Si se tratase de una 2-forma,
(&*w) (v,w) = w (v,w) (2.58)
es decir,
(W) (%) = Wy (¥)0a"OpE" (2.59)

2.10 El teorema de Goursat

Demostremos que si en una variedad de dimensién par existe una dos forma w cerrada
tal que
dw =0 (2.60)

y no singular, es decir, que su determinante no es nulo, entonces existen coorde-
nadas en las que la matriz de la dos forma se escribe

w=1lioy® I, (2.61)

Llamaremos &% a las coordenadas genéricas, y X® a las especiales cuya existencia
vamos a demostrar.

— 14 —



2.11 Fluidos hamiltonianos
Dado un campo de vectores v, las curvas integrales se definen mediante:
dge
ds

Para cada punto P con coordenadas £%, (supondremos que) existe una sola curva
)

v*(€) (2.62)

integral que pasa por ese punto para un valor del pardmetro que se puede tomar
como origen:

£ = £%(s,£%) (2.63)
tal que ¢%s = 0,6%) = £ La parametrizacién define un grupo abeliano uni-
paramétrico, localmente isomorfo al de las traslaciones, T:

9i€" = &(t,€%) (2.64)

Se pueden visualizar lasw curvas integrales como las lineas de corriente de un fluido;
de ahi el nombre. Es obvio que

9t9s = Gt+s (2.65)

Dada una funcién definida sobre el espacio de las fases, define un flujo canénicamente
mediante el vector asociado, cuyas componentes son:

X§ = w0, f (2.66)
La variacion de una funcién arbitraria , digamos g(£) a lo largo de la corriente ser4:

£(Xp)g =" X009 =Y w0 fdug = {g. f} (2.67)

En el caso de un flujo hamiltoniano, f = H, las integrales primeras o constantes del
movimiento satisfacen
{9.H} =0 (2.68)

También puede adoptarse el punto de vista opuesto, y decir que el hamiltoniano,
considerado como funcion, es invariante bajo el grupo de transformaciones generado
por la funcién g(&).

Es un hecho de la vida que la forma simpléctica es invariante bajo el grupo
generado por una funcién arbitraria g(£) , aunque no sea integral primera ( y no sélo
bajo el hamiltoniano). Efectivamente,

£(X,)w = (i()Z'g)d n di()?g)) w=0 (2.69)

EJERCICIO
Demostrarlo

—

Ayuda: i(X,)w = —dg

— 15 —



2.12 El teorema de Liouville

El volumen de una regién cualquiera del espacio de las fases se conserva en el curso
del movimiento. En general, definimos un grupo uniparamétrico (Arnold)

9 &0 = (pos @) — & = (P @) (2.70)

Por definicién

v, = / de (2.71)

Dy
donde
Claramente
Vi= / Jdé¢ (2.73)
Dy
donde J = ag;?. Pero
é=F(e) (2.74)
es decir que
9§ = F()t + o(t?) (2.75)
El jacobiano sera:
J =1+ 0Ft+ o(t?) (2.76)
Al orden mas bajo
det J =1+ tdiv F + o(t?) (2.77)
Ahora bien,
%b :/ div Fd§ (2.78)
dt Do
En nuestro caso
divF =0 (2.79)

implica Liouville.

EJERCICIO (2.1) Verificar explicitamente Liouville para un oscilador. ‘

2.13 El teorema del eterno retorno de Poincaré

De hecho este teorema no s

‘olo es aplicable a un flujo hamiltoniano, sino a toda aplicaci

‘on biyectiva continua que preserve el volumen y que deje invariante un cierto dominio
acotado del espacio euclideo R™.

— 16 —



En estas condiciones, en todo entorno U de cualquier punto de D existe un punto
x € U tal que dn > 0,
gEel (2.80)

La demostracién es sencilla. Las sucesivas imdgenes gU, ¢?U ... ¢g"U tienen
todas el mismo volumen, que ha de ser un nimero positivo. Si su interseccién fuese
siempre nula, necesariamente el volumen de D seria infinito

L dUNGU#0 (2.81)

d"'UNU # 0, y necesariamente 3z € U, g*~'¢ = ¢ € UQED.

EJERCICIO (2.2)
Hacer una estimacion del tiempo de recurrencia
de Poincaré para un sistema macroscopico.

2.14 Variedades simplécticas

La estructura esencial es una dos forma cerrada no singular, esto es:

dw =10
Vﬁl, 172 € T, W(ﬁl,ﬁg) 7’é 0 (282)
Esto sélo es posible en dimensién par. En coordenadas (p,q), la forma simpléctica
se escribe:
w= Z dp; A dq' (2.83)
Claramente
donde

Oo = pidg' (2.85)

La matriz que representa esta forma J = (wy) es

(_01 é) (2.86)

J?P =1 (2.87)

Evidentemente,como matriz,

que se puede usar para definir lo que se llama una estructura compleja.
En general, no existe una métrica natural en una variedad simpléctica. Pero si
que se pueden subir y bajar indices:

Qg = Z Jabab (288)
b

— 17 —



lo cual implica por consistencia
ay =~ Jpat (2.89)
En un lenguaje un tanto fantasioso, las ecuaciones de Hamilton se escriben entonces
&= JdH(x) (2.90)
Hay un elemento de volumen natural en 7T*Q
775%w/\...wEdql/\dpl...dq”/\dp" (2.91)

que ademas es invariante bajo transformaciones candnicas, como veremos.

— 18 —



3. Variaciones generales de la accion

Para ir calentando los musculos, demostremos que si consideramos un sistema ficticio

con 2n grados de libertad, que son precisamente las q y las p de nuestro sistema fisico,

q* = (q,p) y postulamos un lagrangiano para ese sistema igual a

entonces las ecuaciones de Lagrange para el sistema estrella son

doL*  oL*
oL oL _

dt 0gr  Oq*
esto es
o0H
s, o8 g
P+ 9
oH
— ==
dp

esto es, las ecuaciones de Hamilton de nuestro sistema fisico.

Partimos del funcional de accién:

SME/E@QWt

to

(3.1)

(3.2)

(3.4)

y consideramos variaciones generales, en las que los extremos de las curvas también

varian.
Dada una curva parametrizada,

tel = [to,tl] — q(t)

(de forma que

y otra curva diferente
te T =[]~ d ()

(tal que

— 19 —
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Una definicion natural de distancia entre las dos curvas es

d(q,q') = maz|qg — ¢'| + maz|¢g — ¢'| + d(q — ¢}) + d(q1 — ¢}) (3.9)

Como los intervalos de definicién son distintos en general, I # I’, hay que extender
las funciones ¢ y ¢ de manera adecuada (por ejemplo por la tangente en los extremos)
para que estén definidas ambas en un intervalo J que contenga a los dos intervalos
de definicién iniciales, I,1' € J.

Denotemos ahora

dq(t) = ¢'(t) — q(t)

Sto = t) — to

oty =t —t

g0 = ¢'(to + dto) — q(to)

o1 = ¢'(t1 + 0t1) — q(t1) (3.10)

Es natural definir la variacion de la accion como aquella expesion que siendo lineal
en todas las variaciones dq, dq, dtg, 0t1,dqo, ¢, difiere del incremento total

AS = S[qg+ dq] — S[q] (3.11)
en cantidades de orden dos relativas a la distancia que acabamos de introducir.
Calculemos:
t1+0t1 ty
as= ([ L bga g [ L) -
to+dto to

t1+6t1

t1
/ (L(q+ 54, 4 + 54, )t — L(q,d,0)) + / GEL(E, g + 54,4 + ) —

to t1

to+dto
[ g+ oad+ o0 (3.12)

to

Salvo cantidades de orden dos,

“ oL, . oL, . . . .
AS = / dt <8—q(q,q,t)5q + —.(q,q,t)qu) + L(q,q,t)l,, 6t1 — L(q,q,t)|,, 0to =
to

Jq
h oL 0L oL oL
dt| — — — |46 L6 — — Lobdgy — —96 1
/to <8q 8(]’) q+ 1QI+8q'qtl 0090 aq.qt0 (3.13)
Y al mismo orden,
dq(to) = dqo — Godto
5q(t1) = 5(]1 — q15t1 (314)
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Todo esto conduce a

as= [Car (=Yg (1428
9q 99 )|,
oL oL oL
( qa > to ’ aq ¢ t1 aq ! to
oL 0L 0L boL
dt | — — — | ¢ L— ot + =06 =
/tvo <aq aq) q ( ag) to a q to
b 58 .
dt@ + (pdg — Hot)[,) +O(2) (3.15)
to

3.1 La ecuacién de Hamilton-Jacobi

Consideremos el funcional de acciéon como funciéon del extremo superior, dejando el
inferior fijo, y donde la acci’on esté evaluada sobre la trayectoria extremal. Repre-
sentaremos el extremo superior sin subindices:

S = S(t,q) (3.16)

Utilizando la ecuacion que acabamos de obtener, podemos escribir:

83
o =H

oS
aq'

=D (3.17)

lo cual implica la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
oS ; 08
— 4+ H — ] =0 3.18

cuyo significado geométrico estudiaremos en un momento. Veamos antes un pequeno
Teorema.
Dada una solucién de HJ que depende de un nimero m(< n) de pardmetros,

S=5S(tq ar... an) (3.19)
entonces las m derivadas
05 (3.20)
Oai ’
son integrales primeras de las ecuaciones de Euler
s OH
T opi
0OH
) = ——— 3.21
p o7 (3.21)
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Efectivamente, calculemos la derivada en la direccién del movimiento:

0 50 005
Yo "Pop ot ) oy

OH 0*S %S

—_— . 3.22
Op: 0,00 | Dtda, (3.22)
ya que a = 0. Ahora bien, HJ implica precisamente que
0OH 0*S
=0 3.23
8t8aj Z Op; 0q¢'0ay; ( )

lo que demuestra el teorema. Las soluciones para las cuales m = n se denominan
integrales completas. En el caso de que el determinante

82
Oa;0q?

det £0 (3.24)
podemos enunciar un segundo

Teorema.

Definamos n constantes arbitrarias 3°. Utilizamos las ecuaciones

oS
= [ 3.25
para definir las n funciones
¢ =q'(t a3 (3.26)
Los momentos los encontramos a partir de
0S
i = A 3.27
= g (3.27)

donde después de derivar, substituimos las ¢ que acabamos de encontrar. Pues bien,
este conjunto de funciones (g, p) proporciona la solucién general del sistema candnico.
Efectivamente, de la ecuacion de definicién de las ¢ se deduce que:

2 2 2 A H
0 08 0°S Z@@S _ 0°S (.]_3_) (3.28)

T ioa  otda o,
en virtud de (3.23). Dado que la matriz es no singular por hipétesis, se sigue que
P ———=0 (3.29)

Por otra parte, de la ecuacién de definicion de las p se deduce que

9 9\ os
Cp— _ J_—
pi (aﬁ;q an> 9

(3.30)
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Y de la propia ecuacion de HJ,

929
8t3q

quod erat demostrandum.

apj oq? 8q

8H OH 0°S
. 0H
=5

— 923 —
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4. El invariante integral de Poincaré

Supongamos una 2-forma w en Ry, ;. Es un hecho de la vida que
IeT (4.1)

tal que
w(&,v) =0Vv € Rypuq (4.2)

Esto es consecuencia del hecho de que el determinante de una matriz antisimétrica de
dimensién impar se anula. Naturalmente, este teorema se aplica en el caso particular
de que

w=da (4.3)

A las curvas integrales del campo & les llamaremos curvas caracteristicas de la 1-
forma a.

Dada una curva cerrada C, las caracteristicas provenientes de puntos P € C
forman un tubo o. Se tiene entonces que

/Cloz:/@a (4.4)

Cl - CQ = Jo (45)

siempre que
Esto es claro, ya que Se tiene entonces que

/0104—/0204:/0@4:0 (4.6)

EJERCICIO

Considere la siguiente 1-forma en R?

a = zdy + zdx
Demuestre que su vector caracteristico es (0, 1,1)
La ecuaciéon de un cilindro X tangente a las carcateristicas es:

T = cos0
Yy = \%sm0+r
z = —\%5@'71«94—7“

Demostrar que [;, da =0

En nuestro caso Ry, 11 = (p, ¢, 1), y resulta conveniente considerar

a=pdq— Hdt (4.7)
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Claramente

. OH OH
do =" (dpi Adg — o, dp; A\ dt — a—qdqi A dt) (4.8)

cuya forma matricial es

0 -1 0,H
M= 1 0 0H (4.9)
—-0,H —0,H 0
Es inmediato verificar que el vector
(—0,H,0,H,1) € Ry (4.10)

corresponde a un autovalor nulo, de forma que define las direcciones de las carac-
teristicas de «, dadas en virtud de ello por las ecuaciones de Hamilton.
En virtud de Stokes, es evidente que

/C () pdq — Hdt) = /O () pdq — Hat) (4.11)

Aplicando este hecho a curvas compuestas de estados simultaneos, obtenemos el
llamado invariante integral relativo de Poincaré:

/CZpdq:/Udei/\dqi (4.12)
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4.1 Transformaciones canonicas

Son transformaciones de coordenadas (difeomorfismos) que preservan el invariante
integral relativo, o lo que es lo mismo, la forma

1
w=Y dp Adg = 5 > Japd® A dg” (4.13)
gw=w (4.14)
EJERCICIO

Demostrar que g*w Aw =w Aw
Demostar que w” es proporcional al elemento de volumen.

Demostrar que toda TC deja invariante el elemento de volumen en el espacio de las fases.

Equivalentemente, se puede considerar la invariancia del principio variacional
definido por el lagrangiano

L*=) pi—H(p,qt) (4.15)
Caracterizarenos las TC mediante
pdq — Hdt = PdQ — KdT + dS (4.16)

y las nuevas ecuaciones de Hamilton son

v _ 0K
I 0Q
dQ 0K
I ap (4.17)
donde en el caso de que la transformacion dependa paramétricamente del tiempo,
a8
K(P,Q,t)=H(p,q,t) — 5= (4.18)

siendo S la integral independiente del camino (gracias al invariante integral)

P1,91
S = / pdq — PdQ (4.19)
p

0,490

e Diremos que las TC son libres si

Q
det W £0 (4.20)

Esto garantiza la independencia de las variables (, ¢, Q) que pueden ser tomadas
como variables fundamentales.

> PdQ — Hdt = pdg— Hdt — S(t,q,Q) (4.21)
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P= g
a8
=20
a8
H= H+ = (4.22)

e En el caso general, se podran tomar como variables independientes las magni-

tudes
(Gr---qpis1 - P Q1o Qs Pra - .. Py) (4.23)
Claramente
ZPdQ’ Z Q,dP’—Hdt = szdq - Z qudp'— Hdt—d <F+ Z QP — Z qu>
j=m+1 Jj=l+1 i=m+1 Jj=l+1
(4.24)
Si llamamos
U=F+ > QP-)> qp (4.25)
i=m-+1 j=l+1

podemos reescribirlo de la forma

m n l n
=Y PdQ'+ > QAP+ Hdt+> pdg — > qdp' — Hdt = dU (4.26)
=1

j=m+1 i=1 j=l+1
se deduce
P, = —ggz i1=1...m
Qj = g—g =m+1.
.
Do = gqu a=1...1
Qb:_g_gb_l‘i—l (4.27)
Veamos algunos casos particulares
e Ui(q,Q). Esto corresponde a
l=n
m=mn (4.28)

— 27 —



La transformacion es

e Us(q, P). Esto corresponde a

La transformacion es

e Us(p, P). Esto corresponde a

La transformacion es

e Uy(p, Q). Esto corresponde a

La transformacion es

oty

— 28 —
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4.2 La ecuacion de Hamilton-Jacobi y el invariante integral

Por definicion,

Staorto)(@: 1) = /Ldt (4.36)
0l
donde la curva ~ es la unica solucion de las ecuaciones de movimiento que satisface
q(to) = qo (4.37)
y

q(t) = q (4.38)

Es un hecho de la vida que
dS = pdq — Hdt (4.39)

Para verlo, efectuamos una variacién (dq,dt) en el punto final, y elevamos las
trayectorias al espacio de las fases, siendo 3 la elevacion de la variacién. Esto quiere
decir que la elevacion del punto

(@.t) = (¢.p = f’;—g,t) (4.40)

Al estar construida la superficie o con caracteristicas del invariante integral, podemos
escribir:

O:/Ud(pdq—Hdt):/E)Updq—Hdt: (ll—/72+/ﬁ—é)pdq—Hdt (4.41)

Ahora bien: Sobre «, dg=dt =0

Sobre v, v 72

L
pdg — Hdt = (g—qq — H) dt = Ldt (4.42)

(/%_/72>Ldt:(ss:/ﬁpdq—f{dt (4.43)
QED.

Una consecuencia de todo esto es que
oS
ot
p=— (4.44)

De forma que

= _H<p7 q, t)

la accién satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi,

o+ H(G ) =0 (4.45)
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En una transformacién canodnica

pdq — PdQ = dS(p, q) (4.46)
Cuando el jacobiano
9(Q,q)
det 0 4.47
(p,q) 7 (4.47)
entonces localmente
S(p,q) = S1(Q, q) (4.48)

Estas transformaciones candnicas se dicen libres, y a la funcién Sy se la llama funcion
generatriz. Claramente

pP=--— (4.49)

Si consiguiésemos encontrar una transformacion tal que el hamiltoniano sélo de-
pendiese de las coordenadas,
H=K(Q) (4.50)

entonces las ecuaciones de Hamilton rezan:

Q=0
. 0K
P = % (4.51)
que se integran mediante
Q(t) = Q(0)
oK
P(t) = P(0) + t%b (4.52)
La ecuacion correspondiente es:
05(Q,
H(—g q>,q,t) = K(Q) (4.53)

El teorema de Jacobi garantiza que si se encuentra una soluciéon de esta ecuacion

dependiente de n pardmetros, entonces las funciones Q(p, ¢) definidas por las ecua-
95(Q,q)

= ’ 4.54

p 24 (4.54)

son n integrales primeras de las ecuaciones de movimiento.

ciones

En el caso particular en que ¢; y 88_51 solo aparezcan en la combinacién

0S5

f(Ch, 0_q1) (4-55)
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se dice que esta variable es separable. En este caso existen soluciones de la forma
S=51(q)+ 5. .. .qm) (4.56)

y la ecuacién para S(gs . ..q,) se obtiene haciendo

fa, ﬁ) = constante (4.57)
oq

Siempre se puede efectuar una transformacién de Legendre para cambiar a una
funcién generatriz involucrando diferentes variables.
Por ejemplo, si

pdq — PdQ = dS (4.58)
podemos escribir
pdq + QdP = d(PQ + S) = S3(P,q) (4.59)
de forma que
s
055
Q= 3P (4.60)

Por ejemplo, la transformacién identidad corresponde a
Sy = Pq (4.61)

lo cual conduce de manera natural a las transformaciones canodnicas infinitesi-
males, cuya funcion generatriz es

Pq+€eS(P,q,¢) (4.62)
es decir
oS
pu— P —_—
p +e€ 94
05
= =5 4.
Q=q+e 5P (4.63)
Es un hecho de la vida que
dP L 0H
dE e=0 B aq
dQ OH
- == 4.64
con hamiltoniano
H(p,q) = S(p,q.0) (4.65)
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4.3 Separacion de variables en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi

Cuando el hamiltoniano es independiente del tiempo, podemos escribir:

S(q,Q,t) = W(q, Q) +T(2) (4.66)
donde la funcion caracteristica de Hamilton, W satisface la ecuacion:

ow

H(q’é?_q

)=E (4.67)

siendo

T(t) = —Ft (4.68)

Por otra parte, cuando se pueda escribir
W=> Wi Q) (4.69)
1
diremos que el sistema es completamente separable.

e Veamos como se soluciona el oscilador arménico en este lenguaje. Partimos de

P’ 1 2 9
H=—+—- 4.
o + 5Mwq (4.70)
Escribimos
1 ow\* 1 ,,
— | — — =F 4.71
2m ( dq ) + 2mw 4 ( )
De donde

e 1
S =—-Et+ \/2mE/ d:r\/l — ﬁmuﬂﬁ (4.72)

Aplicamos ahora la técnica general, y escribimos

08 m 1
5E=a—E—\/ﬁ/de‘t (4.73)
2B
e integrando
1
t+ 3= —sin 'qVmw?2E (4.74)
w

O Sea

q=1/ 77352 sinw(t+ ) (4.75)
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rl
r2

N

Figure 1: El problema de tres cuerpos.

e Resolvamos ahora un problema no trivial, a saber, el problema de los tres
cuerpos restringido ( dos masas iguales y una masa despreciable) mediante la
técnica de Hamilton-Jacobi (Este es un problema clasico, resuelto en el siglo
XIX por Charlier).

Llamemos 2a a la distancia entre la masa M en (—a,0) y la masa M en (a,0),
y r1 v T2 a las coordenadas del tercer cuerpo de masa m respecto de los dos centros.
Usaremos coordenadas elipticas,

§Er1+r2:\/(:c+a)2+y2+\/(x—a)2+y2

7757’1—7“2:\/(x+a)2+y2—\/(x—a)2+y2 (4.76)

de forma que las curvas £ = constante son elipses en tanto que las n = constante

son hipérbolas. Lo primero que queremos hacer es expresar la métrica euclidea en
las variables (£,7). Se puede hacer a lo bestia, o mediante razonamientos astutos.

e Veamos primero el calculo. Se puede verificar que

2 2
En=r]—13

&+ =2(rf +13)

52 - 772 = 4rir) (4.77)
asi como
_&n
v 4a
1 1
y = VAR @+ ) — € — 167 = /(3 = P) (€ — 4a?)(4.78)
de donde
dadr = £dE + ndn
[ 402 — 7?2 /52 _ 442
dady = £déy | ———= — ndny | ——— 4.
de donde e ) i i’
° 1 (g2—4a2 +4a2—772) (4.80)
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Veamos ahora, siguiendo a Arnold, como se puede obtener el mismo resultado

con menos trabajo. Dado que las lineas coordenadas son mutuamente ortogo-

nales

ds? = g?de + gzan

En las elipses,

d§ =0,dr; =dscosa,dry = —dscosa .. dn = 2ds cos «

En las hipérbolas,

dn=20,dr; =dssina

dry = dssina .. d§ = 2dssin o
1 1
9n

- 9= 4sin?a 7" 4cos?a

En una elipse, z = acosf ,y = bsin 0, los focos estdn en (++v/a? — b?2,0)

o1t = (acos® + Va2 — b2)* + b*sin® 0
Sori=a+ Va? —bicosT

r2 = (acosf — Va2 — b2)? + b*sin? 0

S.rg=a—Va?—b*cosT

El vector tangente :

t = (—asinT,bcos T)/Va2sin® T + b2cos®T

VaZ — b2
. t=ricosa = —r sin 0
.mal=m = -
a?sin? Tt + b2cos?

y
/ 3 Va> — b2 in 6
L re.t =1r9cos 3 =19 5 Sin
a?sin? T + b2cos? T
es decir

cosa=—cosf3,;.F=m—«
La férmula del coseno:
r2 + 12 — 2rirycos (7 — 2a) = 4a®

4a* — (1, — 7’2)2

47"1 9

" COS2 o =
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(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)



e En todo caso

2 .9 2 2
e S (A2 dy
4 & —4a?  4a® —n?

Hecho de la vida: si

ds® = gida},

entonces, el lagrangiano de una particula libre sera

m .
= Ezgiqf -

Y el correspondiente hamiltoniano

"= Z 2mgl

En nuestro caso la energia potencial es

M
~Mm Mm _ oMm &
1 T2 £ —n?
El hamiltoniano por unidad de masa
2 4a? 4a® — n? 4k
H =9 2 5 a + 2p2 a Ui é—

m(E—n2)  TTm(E2 —n?) 2

La ecuacién de HJ se escribe

9 2
2 (G ) (€= a0t) — ke = pngt 2 (L) (102 =) — B’

23

De donde la accion se obtiene mediante cuadraturas:

g Et+/€4kx+me2+a—l—/n Emz? + «
B 2 (2% — 4a?) 2 (2% — 4a?)

y la trayectoria se saca de las ecuaciones

oS
br=2%
oS
o= oo

EJERCICIO

Considere el problema de un campo central
H=Z 4 2o y(r)

Separe Variables en HJ: W = W,.(r) + Wy(0)
W, =[" \/Qle —2mV (z) — %
= @20

. Do = aWe = Q2
as

La TC viene espe(nﬁcada por P = — 55
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EJERCICIO (2.8)
En un sistema con n = 2 grados de libertad, expresar la funcién generatriz
en funcién de las variables S3(P;, @2, q). Cuédndo es ello posible?

— 36 —




5. El limite de infinitos grados de libertad. Campos clasicos.
Consideremos un sistema discreto definido en una red ctbica
I'={Za} (5.1)
donde —N < n; < N. En cada punto de la red esta definida una variable

Tenemos entonces (2N + 1) grados de libertad, un ntimero finito de ellos. El la-
grangiano sera:

L=ad° Z % (C_I(t)Zﬁ - Z (q(t)a(mre:-; - Q(t)aﬁ) — mQQ(t)2ﬁ> (5.3)

7

donde

e; = (1,0,0)

e, = (0,1,0)

és = (0,0,1) (5.4)
Los momentos seran

Pn = a3Qn(t> (55)
y satisfacen

{QH;pﬁ’} - 5n,n’ (56)

Tomamos ahora un limite continuo, en el que N — oo y a — 0 de forma que
(2N +1)a— L (5.7)

y L es una cantidad finita, que define el volumen fisico del sistema V = L3, que a su
vez haremos tender a infinito en su momento. En ese limite el sistema adquiere un
numero infinito de grados de libertad, y define un campo clasico, escalar en nuestro
caso, mediante:

O(t, T) = qan(t) (5.8)

Las sumas se reducen de manera natural a integrales de Riemann:
a® Zf(aﬁ) — /d%f(f) (5.9)

Las deltas de Kronecker satisfacen

> Gam =1 (5.10)
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Claramente
O — a6 (& — 2) (5.11)

de tal manera que

1= aw — o /d% a®0® (7 - 1) =1 (5.12)

0qii
Oqir ’ (5.13)
de manera que
5qﬁ / 3 5¢<t7f> / 3 - —
=1- | &Py—"Z = | Pz (@ -9 =1 5.14
— 0¢s Y50(t.7) i .

Por otra parte

q(t)a(mezc)b —A)ai 6(1,7) (5.15)

El lagrangiano se reduce a

1 2
L= / B (ﬁﬁuqﬁ@“qﬁ — m?qﬁZ) (5.16)

EJERCICIO (5.1) Demostrar, que el limite continuo de las ecuaciones de movimiento
del sistema discreto es la ecuacién de Klein-Gordon
(B+m*)¢ =0

5.1 Corrientes de Noether asociadas a la invariancia Poincaré

El teorema de Noether permite obtener una corriente conservada siempre que exista
una simetria en la accién. Aunque nuestro interés en este curso se reduce a la
invariancia bajo transformaciones de Poincaré, no cuesta ningun trabajo analizar
una situacion ligeramente mas general. Consideraremos entonces un lagrangiano que
depende de un conjunto de campos, denotados gen
‘ericamente por ¢; y de sus derivadas primeras, L(¢;, 0,¢;).

El tipo de transformaciones que vamos a considerar es

ot = () = a + wha”
06y = ¢/(z) — d(x) = DI()¢; + d(£)Dutps + i (5.17)

En el caso particular de que & = 0, se dice que las transformaciones son internas.
Diremos que las transformaciones (5.17) son una simetri a, si S = 0 sin utilizar las
ecuaciones de movimiento. Por ejemplo, el lagrangiano para N campos escalares ¢;,

S = / d4x%5ij8a¢i8aqﬁj (5.18)
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es invariante frente a las N(N — 1)/2 transformaciones con

& =0
A" =0
DI(¢) = w! (5.19)

siempre que w(;;) = 0.(Estas transformaciones generan el grupo de rotaciones en N
dimensiones, llamado SO(N)).

5.2 Invariancia bajo trasformaciones internas

Para encontrar la corriente, efectuamos una variacion de la accién correspondiente
a una transformacion de simetri a, pero con el parametro dependiente del punto.
El integrando de la variacién resulta ser entonces automéaticamente proporcional
a la derivada del pardametro con respecto a las coordenadas, siendo el coeficiente
precisamente la corriente conservada.

oL
6 pu— '] j .
S 8¢1D b; + 365 M) (DY) /a (5.20)

donde 5L
(")) = —a(aud)i)cbj (5.21)

5.3 Invariancia bajo traslaciones espacio-temporales

Frente a las traslaciones, £ = a®, todos los campos se transforman de la misma

manera,

Sy = —a’ 0, (5.22)
es decir, que

gu = a*

D" =0

AP (&) = —a’s! (5.23)

Incidentalmente, esto implica que, para teori as invariantes bajo traslaciones, al
considerar otras transformaciones, como las de Lorentz puras, no es preciso considerar
el efecto de las matrices d; 7, en la ecuacién (5.17), ya que corresponden simplemente
a una traslacion del punto.

Por otra parte, la variacion del lagrangiano se puede calcular de la siguiente
manera;

oL oL

oL
0L = 5509t 3G ) g e

D, 5(0,0,9i) + ... (5.24)
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lo cual se puede escribir como (considerando que el parametro de la traslaciéon pueda
depender del punto)

oL oL oL
SL=a" o0+ Z7 oy T
oL=a (a@ %0t 3800 0" T 58,8,

oL oL
Opa’ (—8(8a¢i)ap¢i + 2—8@&@@)@@@) +

oL
P~ .
0D 5 5 S0 (5.25)

8,@,8,,@) +

Una posible reescritura de esta variacion es

SL = —ap%ap¢i + 0, W (5.26)
con
oL oL oL
WP = 0ga®py————— — a0, | =—=————030; 42—~ 9.9 i 5.27
B e 5 2,550 <a<aaaﬁ¢i> ﬂ¢> 308,000 00 (5:27)

No nos interesa ahora esta forma, aunque conviene recordarla cuando estudiemos
Diff., ya que entonces proporcionara identidades tipo Bianchi.

Cuando el parametro es constante esta variacion ha de ser cero por hip
‘otesis; para verlo podemos reescribir la variacién en la forma:

o oL o
—0L = aa (CL L+ Wapa ao¢z>

. oL oL
—(@aa )L + (mﬁp@ + ZWQ,E)M@_

oL
95 <Wap¢i)) daa” (5.28)

Ahora bien, si escogemos variaciones dependientes del punto, podemos conseguir que
se anulen en la frontera, por lo que el principio de minima acciéon garantiza que la
variacion de la accion se anula independientemente de la existencia de una simetria.
Esto conduce a

0=-05= /Tﬁaaaﬁ (5.29)
con
oL oL oL
T, =—- . I~ 14 a8 YE 7 .
pv a(au(bz) al/(bz + a(aﬂaa¢z>a 81/¢l 0 8(6#85@) &,gbz N (5 30)
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5.4 Cargas a partir de corrientes

Es facil convencerse de que la existencia de una corriente conservada, 0,j¢ = 0,
implica automaticamente que existe una carga asociada, independiente del tiempo,
a saber,

Q= /d%jo(t,a?) (5.31)

De hecho % = [dP28,j° = [ dPxVj = 0 (siempre que los campos que constituyen
la corriente se anulen suficientemente r
’apido en el infinito espacial.)

En el caso general, de que la corriente tenga mas de un i ndice, la carga corre-
spondiente tendra todos los i ndices de la corriente, menos uno. Asi por ejemplo, la
carga asociada al tensor energi a-momento, normalmente conocida como cuadrimo-
mento, ser

Y

a
P = / d>xTH0 (5.32)

(la componente temporal de este cuadrivector representa la energi a, y las compo-
nentes espaciales, el trimomento).

5.5 Invariancia bajo el grupo de Lorentz

Al efectuar una transformacién de Lorentz resulta conveniente eliminar la traslacion
resultante del hecho de que en las trasformaciones tensoriales el campo transformado
estd evaluado siempre en el punto transformado (despu

’es de todo, sabemos que nuestra teori a es invariante bajo traslaciones, y ya hemos
extral do las consecuencias de esta invariancia, a saber, la conservacién del tensor
energi a momento)

0i = w*®(Dap )10, (5.33)

Precisamente al haber eliminado la traslacién el lagrangiano es invariante ( y no
sélo la accién). Explicitamente,y teniendo en cuenta que la derivada del campo se
transforma como un tensor con un indice adicional,

oL

oL J J - )
D6, (w.D)i’¢; + W((W-D)i Opdj — W p0uhi) (5.34)

Y usando las ecuaciones de movimiento, esto es equivalente a:

0L=0=

oL <
ap(a(ﬁ—pgbi)DWij(bj) = T (5.35)

(nétese que la parte del tensor energi a-momento proporcional al lagrangiano no
contribuye a la parte antisimétrica).
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A su vez esto sugiere refedinir el tensor energia-momento de forma que sea
simétrico en sus dos indices (Belinfante):
oL , oL ’ oL

bel — — _ Jh — . — I
TMV _THV 8/’ a(ap(bi)D/Wl ¢J a(aﬂ¢i)DPVl ¢J a(ay¢i)DPV1 ¢] (536)

En términos del tensor de Belinfante, la densidad de momento angular seréd
MM = g — 2Ty (5.37)

cuya conservaci
‘on es consecuencia de la simetri a del tensor de Belinfante.

En el caso concreto del campo de Maxwell, el tensor candnico se escribe:

1,1 B p
T, = §(ZFQBF Ny — Fpu0, A?) (5.38)

que no es simétrico, ni invariante gauge.

El correspondiente tensor de Belinfante se escribe
1.1

Tﬁil = §(ZFaﬂFQﬁ77W — F, FY) (5.39)

Un ejercicio sencillo nos permite escribir la densidad de energi a como

1 - _
TOO — §(E2 + BQ) (540)

asi como la densidad de momento lineal (vector de Poynting):

. 1 = o
T" = —=(E x B)' (5.41)

e Ejercicio. Calcular la corriente de Noether correspondiente a la invariancia de
fase en el lagrangiano

L=¢"f(B)¢ (5.42)

e Solucién Al efectuar una transformacion d¢ = ia(x)¢ la accién se transforma
como

§S = / d*zj"0,a (5.43)

Si luego escogemos la funcién a(z) de tal forma que a|sp = 0, entonces la
variacién es un caso particular de las variaciones del principio de mi nima
accion, por lo que la variaciéon de la accién ha de anularse. Integrando por
partes se obtiene

94" = (5.44)
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5.6 Bosones cargados y acoplo minimo. Fases y cargas.

Existen en la naturaleza campos (cudnticos) escalares, como los que describen parti
culas elementales, como el todavi a no encontrado experimentalmente bosén de Higgs.
Su acci

‘on se escribe como:

1 1
S = / d*z {§8aq§*8ad) — §m2¢¢* (5.45)
de forma que la ecuacién de movimiento correspondiente es:

(O4+m?)p =0 (5.46)

Si descomponemos el campo en su parte real e imaginaria, = ¢ + i¢2 la misma
accion se escribe como:

S:/d4xz

j=1,2

1 fe] 1 2
{5%@'3 b; — g™m P;b; (5.47)

En su forma compleja, la accion es invariante frente a cambios de fase constantes
¢ =gt (5.48)

(donde ¢ € R es un nimero real arbitrario). Estas transformaciones de fase consti-
tuyen un grupo abeliano, que transforma un ntmero complejo unimodular en otro
numero complejo unimodular, y que se suele denotar como el grupo U(1). En la forma
real todo esto se traduce en rotaciones de R?, que mateméaticamente constituyen ma-
trices bidimensionales ortogonales de determinante unidad, es decir, transformaciones
de SO(2)

¢; = Mi;¢; (5.49)

con

§9 My M;y, = &, (5.50)
La corriente de Noether asociada a esa ley de conservacion serd simplemente

)
7= 9(0.9)

6¢ = iq(0"¢" ¢ — 099" (5.51)
donde el prefactor es convencional para que la corriente sea hermi tica.
()T =" (5.52)

La correspondiente carga sera:

sz/ﬁ%@w—¢w> (5.53)
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Para verificar que esta carga corresponde realmente a la carga eléctrica del campo
escalar, podemos acoplar es campo al electromagetismo, usando acoplo mi nimo,
que en este caso es equivalente a substituir la derivada ordinaria por la derivada
covariante el el lagrangiano:

D, =0, —iqA, (5.54)

(es éste el tnico sitio donde aparece el cuanto de carga del bosén representado por
el campo ¢). Al efectuar un cambio de fase,

(Do) = €D,y (5.55)

ya que el término proveniente de derivar la fase, iq0,,0, se cancela con el que proviene
de efectuar una transformacion gauge del potencial electromagnético, —iqd,0. El
lagrangiano completo

1 1 1
S = / d*z {ﬁDm*D% — §m2¢¢* — ZFWFW (5.56)
es invariante entonces frente a las mismas transformaciones de fase que teni amos en

el caso libre, pero adem as con la posibilidad anadida de poder cambiar las fases de
forma diferente en cada punto; esto es, que las fases satisfagan que 0,6(x) # 0.
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6. Hamiltonianos de teorias gauge

Veamos una introduccion sucinta al formalismo de Dirac para el tratamiento de
sistemas en los que no es posible efectuar la transformacion de Legendre.
Ligaduras primarias

Om(q;p) =0 (6.1)

Hamiltoniano
H*=H+ ¢, (6.2)

Ecuaciones débiles (validas sélo en la hipersuperficie definida por las ligaduras)
Om ~ 0 (6.3)

Utilizando multiplicadores de Lagrange nos vemos abocados a

g~{9,Hr} (6.4)
Hr = H + Uy, ¢ (6.5)

Ecuaciones de movimiento
g=19, H} + umig, dm} (6.6)

Una regla general es que hay que calcular los paréntesis antes de usar las ligaduras
Para que la derivada temporal de las ligaduras primarias se anule, es necesario a
veces introducir ligaduras secundarias. Al final de los tiempos, juntando todas las

ligaduras,
¢; ~ 0 (6.7)
j=1... M+ K. Las ecuaciones de consistencia son del tipo
{65, HY + > tm{j, dm} ~ 0 (6.8)

Si el lagrangiano es consistente, debe de haber una solucién de este sistema, del tipo

Um = Un(q, p) (6.9)

El correspondiente sistema homogéneo es

Vm{(ij (bm} =0 (610)

que suponemos admite un nimero A de soluciones independientes.
La solucion general sera de la forma

U = Un + > 0aVam (6.11)
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Hy = H' + ) vaba
H =H+» Unom

S = Vam®m (6.12)
Ahora definimos variables de primera clase,R si

{R, 0} ~0 (6.13)

(j =1...0J = M+ K). En caso contrario, diremos que R es de sequnda clase.
Tenemos entonces

{R.6;} = rixtn (6.14)

Una aplicacion sencilla de la identidad de Jacobi nos demuestra que el corchete de
dos cantidades de primera clase es también de primera clase.

Consideradas como generadoras de transformaciones de contacto infinitesimales,
dan lugar a transformaciones de las q y de las p que no afectan al estado fisico.

La existencia de ligaduras de segunda clase quiere decir que hay grados de lib-
ertad que no son fisicamente importantes.

Definimos la matriz

Z Cst{Xta X’u} = (5su (615)
t

y e paréntesis de Dirac

[€m) = {&m} = Y _{& X} Cu{xem} (6.16)

Si se usan paréntesis de Dirac, las ligaduras de segunda clase se pueden implementar
en sentido fuerte.
Evidentemente las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como

g =lg, Hr] (6.17)

Por otra parte, para cualquier funcion definida en el espacio de las fases,

[€:xs] =0 (6.18)
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6.1 La particula relativista

dx0 / da:
——m/ds —m/\/ dA) d)\——mc/ cd dt (6.19)

Si tomamos A como "tiempo”, de forma que

a

f= 0 (6.20)
oL , Y
=_— =—-mc
Po= 540 L, 2
0L 9 X
pi = G —mc ? (6.21)

es facil ver que

— pr = m?c? (6.22)

por lo que no es posible expresar las velocidades en funciéon de los momentos para
efectuar la transformacién de Legendre.
Si por el contrario, escogemos el tiempo como de ordinario, esto es

. df
entonces S
pi = ——— (6.24)
-5
y es posible invertir
R (6.25)
¢ 2 + m2c2 ’
El hamiltoniano resulta
m2ct
H= vp; — L = + = /P22 + m2ct =
Z Z NG 02 +m2ct  /p2c® + m2ct
2 2 4
2 p 2 p p
mEYIE Taa = (1 T omea 7O <m—)) (6.26)

que tiene un sentido fisico evidente.
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6.2 El caso abeliano: el lagrangiano de Maxwell

Una caracteristica de la accién de Maxwell es que algunos de los momentos canénicamente
conjugados a las variables campo se anulan.

oL
i = HoeAn - b

debido a que 9yA° no aparece en el lagrangiano. Esto constituye una ligadura pri-
maria en el lenguaje de Dirac.
Podemos invertir:

El correspondiente hamiltoniano sera:

‘ 1 1
H = Zpicf—[/ = /d%m(m—l—@iAo)—l—E(—ﬂf—I—Bf) = /d3x§[7ri2—|—Bi2]

(6.29)

Para poder construir un hamiltoniano consistente, tenemos que asegurar que

las derivadas de las ligaduras primarias también se anulan; lo cual quiere decir

fisicamente que si inicialmente se constrifie el movimiento del sistema a la hiper-

superficie del espacio de las fases definida por las ligaduras primarias, entonces la

evolucion dinamica del sistema, regida por los corchetes de Poisson, no va a sacar al
sistema de la hipersuperficie en cuestion. Esto es

7io = {mo, H} = 0 (6.30)

En algunos casos, eso conduce a la necesidad de imponer nuevas ligaduras. En el
caso presente, lo que resulta es la ley de Gauss:

o' = OE" (6.31)

e Ejercicio. Es frecuente,como hemos visto, que la misma exigencia de consis-
tencia con la evolucion candnica aplicada a las ligaduras secundarias, resulte
en todavia mas ligaduras. Verificar que éste no es nuestro caso, y que la ley de
Gauss como tal es ya consistente con dicha evolucion.

El término en el hamiltoniano candnico en el que aparec la componente temporal
del potencial se puede integrar por partes:
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siempre que los momentos espaciales (es decir, el campo eléctrico) se anulen suficien-
temente rapido en el infinito espacial). El hamiltoniano resultante es

E{:i/}Fx%(E2+—BQ) (6.33)

que coincide con la integral del Ty, de Belinfante.
Si no hiciéramos la integral por partes, y siguiéramos punto por punto la pre-
scripcién de Dirac, nos veriamos abocados a

1 .
HO = /d3x§ <7T2 + B2 — ﬁVAO + U17T0> (634)

6.3 El gauge de radiacion

El conjunto completo de ligaduras es, en ste caso,

o1 =m ~ 0
gzﬁlzﬁﬁwo
¢3= Ao~ 0
VA ~ 0
(6.35)

La matriz de corchetes resulta ser:

= 5O (7 — ) (6.36)

se obtiene sin dificultad:

0

0

-1 _

“ = s - g
0

De donde se deducen sin dificultad los paréntesis de Dirac.

0? 1 1
m — AV — — uyo M,V (3) > a7 -

[, 7] = [AF, AY] = 0 (6.37)
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6.4 El método de Faddeev-Jackiw

Consideremos un lagrangiano de la forma (mucho més general de lo que parece)

L = a;(q)¢ —V(q) (6.38)
Ecuaciones de movimiento:
fii@' = 0V (6.39)
f=da (6.40)
En el caso de que
q' = f;'0;V (6.42)
Se tiene ademas que
H=V (6.43)

lo que quiere decir que las coordenadas ¢ viven realmente en el espacio de las fases
(algunas son coordenadas y algunas momentos). Escribiendo

i ={V.¢'} =oV{d" ¢} (6.44)

nos vemos abocados a la proposicién de que los corchetes correctos (equivalentes a
los de Dirac) son

{¢.dy=1;" (6.45)
El caso en que el determinante se anula es un poco mas complicado.En este caso, el
teorema de Darboux garantiza que existen otras variables tales que

q=(P,Q,72) (6.46)

donde el recorrdo de las antiguas variables es ¢*,7 = 1...n, y las nuevas son Q%, P%, a =
1...N, en tanto que las Z°, s =1...n — 2N. Se sigue que

las ecuaciones 9%
pr— -4
97 0 (6.48)

se pueden usar para despejar las Z en funciéon de las P y las ). Si el hessiano se
anulase, se repite el procedimiento.
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7. Solucion de algunos ejercicios.

EJERCICIO (1.1) Representaremos los puntos por Py y P», tales que z; = z5 = 0.
Las ligaduras no holénomas son:
(= @)+ () =Py
(mfee ) — Nz — 29,41 — Yo)

EJERCICIO (1.2) Los desplazamientos posibles vienen dados por
ndr =t
Y los desplazamientos virtuales por
nor = 0.

EJERCICIO (1.3) Es evidente por simetria que los desplazamientos virtuales estéan
contenidos en el plano tangente a la esfera, en tanto que las reacciones son radiales:
Rér=0

EJERCICIO (1.4) Partimos de mrér = 0y de 6z = — £y
t=l==i=p
Por otra parte 22 +y? + 22 = R? = 20 +yy + 22 =0
Y derivando otra vez: i% + §? + 2% + 23 + yij+ 22 =0
y usando la ecuacién de movimiento, @2 + 9% + 22 = —p
Lo que conduce a p = 0, de forma que p = —v2 El movimiento viene descrito por (vy = |t|)
7 = Ty cos vt + g—g sinvgt donde 72 = 1y 70 = 0
Para determinar las reacciones de las ligaduras, partimos de
(A7 + R)d7 = 0, de forma que A=t fo o 2. By _y

2z’ R z

EJERCICIO (1.6) L = tmy + tmyiy — V(|71 — %))
Coordenadas del CDM: (m; + mg)ﬁ = M7 + Mot;
distancia relativa: ¥ =717 — 75




EJERCICIO (1.7)
Intentamos repetir la jugada: MR = MyT1 -+ MaTy + M3l
7712:7_"1—7?2 T3 =T — T3
=R+ SFT2 + 1213
Tig — 53732 = R— MEMa )y BB

= = D mi+m
3 =R — 9173 — §7res = R+ TFrs — ™03
el CDM se sigue desacoplando
1 m ma(mi+mz)M -2
L— MR — ?\/[37‘127‘13+—2M 7"12

ma(mi+my 22 > o
+%T13 V(r1277n13)
En el sistema (Sol, Tierra, Luna) se tiene 72 ~ 107° y 74 ~ 107°

En este caso el lagrangiano relevante es:

2 2 aq G G
__ mg ms mimo mims mamo
L= 2 12 + 2 73 + ro + + |Fa—73] +

Definimos el CDM del sistema tierra-luna

= _ marfa+msrs
p_,_ ma+ms3

00 =Ty — T3
— _mam3
K= ma+ms

m = mso + Mg
Es facil ver que:
Ty = p+ 'n%é
3=P— mL35
La energia cinética se escribe:
K=27+ ng
o2 P T3
=
1

T3

=l

+

)
1
e

L
|
3
=l

3
1L
|F2—7_"3‘ -9
Y usando (1+2)7 /% =1 — o+ 322 4 o(2?)
desarrollamos en 2:

my _ ma (] _ upé u_6_2 ﬁ(ﬁgf

T p ma p? 2m3 p 2m3  pt

N2
my _mg (14 & u2£+3u2<p5)
T3 p map 2mZp? U o2m Pt

Finalmente el lagrangiano al orden considerado reza:

mP  uF | om 5
L=23p +50 +%— §+3”(p)

— 52 —



EJERCICIO(1.9)

L=pi—% —V(q)
L=7%".p¢— H(p,q) (Faddeev y Jackiw)

EJERCICIO(1.11)
Utilizando coordenadas polares,

L=1 (R292 + R*0?sin? 9) +mgRcos )
EM:0 = Q%sin fcos O — %sin@

EJERCICIO (2.1)
q = qocoswt + 2 coswt
P = —qow sin wt + pg cos wt
dg A dp = dgo A dpo cos® —dpo A dgo sin® = dgy A dpy
La celda unidad se transforma en un romboide de vértices:

(0,0); (cos wT — wsin wT); (LsinwT, coswT); (cos wT + LsinwT — wsinwT + cos wT)
1
Vw?sin? wT+cos? wT

La base mide vw?sin?wT + cos?wT v la altura

EJERCICIO (2.2)
Aqg ~ vAt

Ap ~ malAt ~ mv

IpAg ~ mv? ~ EAt ~ kTAt
Por otra parte el volumen del espacio de las fases
(por grado de libertad)
Vi ~ Lmc
Esto lleva a la estimacion:

mecL gramoxc?x1lmetro
Tp~ 7 ~ 1 cx300K
5x1023GeV

3x102x10-13GeV
10%°seg ~ 107 anos ~ 107eones

10°Km
3x10°Km/sec

EJERCICIO (2.3)

V=Y vdet = dv =" dv; Adz' = 0judat Adat =
> 2 (050 — Opj)da? Ndat = 557 €5 (V X v)pda? A da?
W=y wregdat A da? = dw =), Opwdx! A da® A da?
() = fa) = [,V fds
[Tl = [4(V x 5)dS
fs:av ¥dS = fv VidV
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EJERCICIO (2.5)
Es evidente que si g es candnica, entonces g*(w A w) = w Aw
JFWA...ANw)=wA...\Nw
QED

EJERCICIO (2.6)
Las trayectorias correspondientes a las ecuaciones del movimiento
en coordenadas arbitrarias son las caracteristicas

de la 1-forma o = pdq — Hdt =Y aydx’
dP _ 0K dQ _ 0K

Si escribimos pdq — Hdt = PdQ — KdT' + dS entonces G = 30 dr — op
En el caso particular g : Ry, — Ry,
el nuevo hamiltoniano es K (P, Q,t) = H(p, q,t)
fv pdq — PdQ =0 . [pdg — PdQ = S no depende del camino.
coen R pdg — Hdt = PdQ — Hdt + dS
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EJERCICIO (2.7)

Llamemos 2a a la distancia entre la masa M en 1 y la masa M en 2,y ry y
a las coordenadas del tercer cuerpo de masa m respecto de los dos centros.
Usaremos coordenadas elipticas, E =ri+royn=1r; — oy
& = constante son elipses; n = constante son hipérbolas Como son mutuamente ortogonales
ds® = gZd&* + godn®
En las elipses, d§ = 0,dr; = dscosa,dry = —dscosa .. dn = 2ds cos «

En las hipérbolas, dn = 0,dr; = dssin a,dry = dssina .. d§ = 2ds sin «
- Y = 4sirl12a 9n = 4cols.2a

En una elipse, z = acosf ,y = bsin 0, los focos estéan en (£va? — b2,0)
= (acos® + a2 — b?)% + b*sin® 0
rp=a+va?—b3cosT
y 12 = (acos® — Va® — b?)? + b?sin? 0
. re=a—+va?—b*cosT
Vector tangente :t = (—asin T,bcos T) /v a2sin? T + b2cos>T
N

LT = T00Sa = =T s - sin g
y
LTl =108 =Ty g‘i{i—lﬁi%% sin @
es decir
cosa=—cosfB,;.f=m—«

La férmula del coseno: r? + 13 — 2ryry cos (m — 2a) = 4a?
4a®—(r1—r9)?
4rire

2
Hecho de la vida: si ds* = Y g?dz?, entonces, H = 2% +V
En nuestro caso ds? = 522772 ( deiZ + 4;217;_2”2)

Mm Mm
T T HMmes

El hamiltoniano por unldad de masa

. _ 2 £2—4a? 2 4a?—n? 4kE
. H = 2p mE=) 2py m(E2—n?)  E2-n?

", COS2 o =

EJERCICIO (2.7) (Continuacion)

Hamilton-Jacobi:
PE* —4a?) + (3)(4a? — 1) = K(€2 — ) + 4k
separando variables
(25)2(€2 — da®) — 4ke — K€ = ¢,
(52 (4a2 = 1P) + K =
La mtegral completa ( Charher

S = [/t + [\ Srdn

(

2
o

— hH5 —




EJERCICIO (4.1) Calcular las variables accién angulo para el oscilador arménico.

H= % + mw?q¢?®. La elipse H = FE viene dada por:

p=+V2mEsinf

q= /2L cos 0
AS = fo% V2mE — 2mEcos® 0(—1)y/ 2L, sin 0df = —2E%
S I=E

S =+v2mFE [[1/1- m;:jgd@ =1 (qw/%\/l - m;,qQ +arcsz‘nqw/%>=
q\/% ([ — —mg‘ﬁ) —I—Iarcsmq\/@

__ 98 _ mw mwaq?

21

maw
21

_ 08 _ .
¢ = 37 = arcsing

EJERCICIO (4.2) Comencemos demostrando el llamado teorema de Jacobi.
Sea S = R/Z, y consideremos el automorfismo
xr — x4+ wmodl. Entonces las érbitas del tal automorfismo son densas
sii w es irracional.
En efecto, si ¢ = %’ entonces plr =r+qu=x+p==2x
Por otra parte,si w es irracional, entonces, ¢"x = ¢"™x implica (n —m)w € Z ".n=m
En dos dimensiones, consideremos el toro
x =cos¢ (1 +rcosi))
y = sing (1 +rcosi)
zZ=rsiny
Claramente ds® = r2dy? + d¢*(1 + rcos)?
Las ecuaciones de las geodésicas se escriben:
22 + (14 reosv)2¢* = E

A1+ reos)? =J
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EJERCICIO (4.3)
Demostrar que cuando k =1=1y
¢ =w
I'=¢g(¢)
entonces V¢,0 < ¢ < I,y si definimos J(t) = I(0) + €gt, entonces,
|[1(t) — J(t)| < ce.
Definamos §(1, ¢) = g(I,¢) — g(I). Es evidente que
h(¢) = f0¢ dfg(0)dl es una funcién periédica, y, por consiguiente, acotada.
Es un hecho de la vida que fg dr§(po + wt) = Owt dg(6)%
Claramente I(t) — I(0) = fg €g(¢o +wT)dr = €gt + Sh(tw)
Esto se traduce fisicamente en una evolucién sistemética de velocidad €g, unida a una serie
de oscilaciones de orden € que dependen de la funciéon complicada g.

EJERCICIO (4.4)
(b.: —% (Ho(I) +€eH (1, 9))
I = 35 (Ho(I) + eHi(I,6))
Es claro que g = 0, ya que es la integral de una derivada total.
Por consiguiente, no existe evolucién en un sistema hamiltoniano no degenerado.
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