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. Sea un sistema fisico microscopico que evoluciona segun las leyes de la Mecanica Cuantica.
Se supone que el espacio de estados tiene dimensién 3, y que los kets {|1), |2),[3)} consti-
tuyen una base ortonormal en dicho espacio. Por hipGtesis, los operadores correspondi-
entes al Hamiltoniano H y a dos variables dinamicas, A y B, se representan, con respecto
a dicha base, por las matrices siguientes:

X Eyy Eyy O R 0 a 0 R bp 0 O
H= EiKQ E22 0 s A= (05} 0 0 s B = 0 bg 0 s
0 0 E33 0 0 as 0 O b3

Las cantidades Fi1, Fao, F33, a3, by, by v b3 son reales. Se supone que a; # 0.
a) Formulense las condiciones que han de verificarse para que H , A y B sean operadores
autoadjuntos.
b) Hallar los autovalores y los autoestados de H. Analicese qué ocurre si las dos condi-
ciones Fy1 = FEag, F15 =0 se satisfacen simultaneamente.

¢) Suponiendo que A y B sean operadores autoadjuntos, héallense sus autovalores y
esttdiese si conmutan con H y entre si.

. Demostrar que en los estados estacionarios correspondientes al espectro discreto del
Hamiltoniano, el valor esperado del operador P es nulo.

., Qué se puede afirmar sobre la paridad de las autofunciones del Hamiltoniano

X h? d2
H=———— +V(x)

2m dx?

si el potencial es una funcién par de z: V(—z) = V(x)?

. Una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un Hamiltoniano

p2

2m
donde a y b son constantes reales no nulas. Para cada uno de los siguientes observables
estudiar si éste es conservado en el tiempo y por qué:

a) La energfa, H.

b) La componente z del momento angular orbital,
c¢) La componente = del momento angular orbital,
d) La componente z del momento lineal, P,.

H=*—+a(@*+1y>+ 2 +bz,

L

. Demuéstrese el teorema de Ehrenfest para el caso de una particula en un campo electro-
magnético. Esto es, a partir de:
1, = OF 1

—(F) = m([F,H])Jr(E% H:%ﬁum, I
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demuéstrese que
1 = d ~

d }
%@:mm)’ %<H>:<FL>;

donde FL = e(E + g X ﬁ) es la fuerza de Lorentz.

. Las ecuaciones de evolucién en el tiempo de los valores medios de las coordenadas y de
los momentos canénicos conjugados de un sistema cuantico vienen dadas por:

d 1 d -

—(r) = — —(py = (F(7,1)),

CE=, = (FE)

. Equivalen estas dos ecuaciones a las ecuaciones clésicas de Newton, sustituyendo en ellas
7 por ()7 Razonar para cada uno de los tres casos siguientes:

—

a) F =0, b) F = —k7, ¢) F =k7/rs.

. Con los datos del problema 1), y suponiendo que A y B son operadores autoadjuntos y
que Eyy = FEay # FEs3, F1o = 0, apliquese la informacién previamente obtenida sobre A y
B al estudio de los autoestados de H.

a) En el instante ¢ = 0, el sistema se encuentra en el estado |¢) = |1) —|2) 4 |3). Estudiése
si esta normalizado y, en caso negativo, constriyase, a partir de él, otro que lo esté. Hallar,
en t = 0, el valor esperado de H y su incertidumbre.

b) Hallese el ket normalizado |¢(t)) que representa el estado del sistema en ¢ > 0, cuando
éste evoluciona desde t = 0 sin haber sido sometido a ninguna perturbaciéon o medida.
Hallense el valor medio y la incertidumbre de Hent>0.

c) Hallar, en el instante ¢ > 0, el valor medio del observable representado, respecto a la
base {|n)}n=123, por la matriz

I
coo
o oo
oo o

siendo c¢ real.
. Comprobar que
1 o0 ,
o) = —— / e A(k) ¢/ke—)
wlet) = [ dk A

es solucion de la ecuacién de Schrodinger libre en una dimensién, siempre y cuando se
verifique una cierta relacién entre k y w, llamada relacién de dispersion. Si

Y(2,0) = Nexp(—a’z?),

calcular la constante de normalizacién y i (z,t).
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Una particula cuantica de masa m tiene, en el tiempo ¢t = 0, la siguiente funcién de onda

R F

a) Calcular la constante de normalizacién A.

b) Hallar el valor medio de la energia cinética.

c¢) Calcular la evolucién temporal de la funcién de onda.

d) Obtener la densidad de probabilidad para p = 0 en el tiempo .

e) En el instante t = ¢ty medimos el observable P y obtenemos un valor p = hky, ;Cuél
sera la funcién de onda de la particula en un instante de tiempo posterior ;7

El espacio de estados de un sistema fisico es tridimensional y estd determinado por los
vectores {|1),]2),|3)}. En esta base, el Hamiltoniano del sistema, H, y los dos observables
Ay B, estan representados por las matrices

~ ~

) 100 100 010
H=£|0 20|, A=al 00 1], B=bv|10 0],
00 2 010 00 1

donde E, a y b son constantes reales y positivas.
El estado del sistema en ¢t = 0 esta dado por

L3y

[9(0) = 511) + 512+ 5

a) En t = 0 se mide la energia del sistema ;Qué valores pueden encontrarse y con qué
probabilidades? ;Y si medimos A en lugar de H?

b) Calcular |¢(1)), (A(t)) y (B(t))-

¢) {Qué resultados se obtienen, y con qué probabilidades, si se mide A en el tiempo ¢ > 07
.Y si se mide B?

Calculese la envolvente del paquete de ondas correspondiente a la particula libre dada
por la funcién de onda

1 oo |
w<x7t) = E /_Oo dk e*(kfko)Q/a2 el(kmfwt) )

Haéllese la velocidad de grupo de este paquete. Demuéstrese que el paquete se expande a
medida que se propaga.

La funciéon de onda de una particula libre, en un problema unidimensional, viene dada,
para t = 0, por
W, 0) = > /°° e o~ Ikl/ko gika
) \/ﬂ o )
donde N y kg son constantes.
a) ;Cudl es la probabilidad P(p;,0) de que una medida del momento lineal, efectuada en

t = 0, de un resultado comprendido entre —p; y p1?
b) {Cuadl sera la probabilidad P(py,t) si la medida se realiza en el instante ¢ > 07
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Consideremos una particula que se mueve en una dimensiéon. Dos de sus autofunciones
de la energia (normalizadas) son ¢ (z) y 12(x), con autovalores de la energia E; y Fj,
respectivamente.

En el tiempo ¢ = 0, la funcién de onda de la particula esta dada por

P(z,0) = c1h1 () + catha()

donde ¢y y ¢o son constantes.

a) Encontrar la funciéon de onda ¢(z,t) como funcién del tiempo, en términos de las
constantes dadas y de la condicion inicial.

b) Encontrar una expresion para el valor esperado de la posicién de la particula, como
funcién del tiempo, para el estado ¢(z,1).

Una particula microscépica de masa m, que evoluciona libremente, esta representada en
el instante ¢ = 0 por la funciéon de onda

w(O) = w(f, O) = Neilgojefa(‘rfzo)z @*b|y*y0| 6*6(2720)2 :

donde Eo es un vector real constante y a, b y ¢ son constantes reales estrictamente positivas.
Hallar:

a) La constante N, de forma que ¥(0) esté normalizada.

b) La funcién de onda en ¢ = 0 en el espacio de momentos, A(k,0).

c¢) La probabilidad de que, en ¢t = 0, la particula esté en el intervalo (y, y+dy), con valores
cualesquiera para x y z.

d) La probabilidad de que, en ¢ = 0, la componente y del momento de la particula esté
en el intervalo (py, p, + dp,), con valores cualesquiera para p, y p..

e) La probabilidad de que, al medir en ¢ = 0 simultaneamente z y p, para la particula,
los resultados estén en los intervalos (z,z + dz) y (ps, = + dp.), respectivamente.

f) El valor medio de X e Y en t = 0.

g) La funcién de onda para ¢t > 0 en el espacio de momentos, A(/g, t).

h) La probabilidad de que, en ¢ > 0, la particula tenga su primera coordenada en el
intervalo (z,z + dz), y simultaneamente, la tercera coordenada en el intervalo (z, z + dz).



